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POZNAMKA K HOMOGENNYM EXPERIMENTOM
S KONECNYMI AUTOMATMI

JAN CERNY. Zilina

I. UVOD

Rieseniu roznych problémov, stvisiacich s konetnymi automaimi. su venuje coraz
vicsia pozornost. Je to len pochopitelné, pretoze kone¢né automaty mozu sluzit
ako matematicky model réznych diskrétne pracujicich zariadeni. ¢i uz je to samo-
¢inny pocitad, alebo reléova zabezpecovacia ststava.

V niektorych pracach, napriklad [1, 2], riesi sa otazka. ¢i je mozné pre dany
kone¢ny automat Mooreovho typu uréit teky homogénny experiment. t. j. konecna
postupnost vstupnych signalov, po ktorého vykonani by bo! jednoznacne urceny
koneény stav automatu, bez ohTadu na jeho stav podiatoény. V spominanych priacach
je dana odpoved na thto otdzku v tom pripade, ak st vietky stavy daného automatu
rozlisiteIné. Pritom podstatnt dlohu tu zohrd porovnavanie vstupov a vystupov
automatu pri experimente.

Snahou tejto poznamky je ukdzal, Ze problém uvedeného typu mozno ricsit
1 v pripade, ak (dajme tomu z technickych pri¢in) nemozeme vystupné odozvy
sledovat. Ukazuji sa nutné a postacujiice podmienky pre existenciu experimentu
siadanych vlastnosti. V zavere sa ohranicuje minimalna diZka takého experimentu.
ak je zname, Ze existuje.

2. NIEKTORE POIMY

Konecnym automatom nazyvame trojicu 7 = (X. Y. g). kde V. 1" Q4 neprazdne
kone¢né mnoziny, g je zobrazenic X x Y do X; mnozinu X nazyvame mmoZinou
stavor, Y mnoZinou vstupov a g prechodovym zobrazenim automatu .7 .

YV dalSom, ak ncuréime inak, budeme pod danym automatom myslict automat
7 = (X. Y.g). Mnozinu vsetkych prirodzenych ¢isel budeme oznacoval N a pre

n
ne N budeme oznacovat Y" = X Y.
j=1

Ak f bude zobrazoval mnozinu M, x M, do P. symbolom j(..y) pre v M,
budeme znaci{ zobrazenie mnoziny M, do P. ktoré vznikne po hvovani ve /..
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ARk me N (i = 1. ...0k).
.‘.:n — (~"ll' "","I.n;)e qu

Nk ny

Y=g e ) E Y
tak budeme oznacCovat

(.]'”I.. e J'”A‘) = (}‘1 Lo reen _lf‘l,” s e Vi1 oees yk"k)~
Nech ne N. Definujme zobrazenie g" mnozin X x Y” do X takto:
€0 = g0 ) = glg(g( yi ) y2) ) 3)

pre vsethy ve X a " = (ry. ... »,) € Y. Potom automat 7" = (X. Y". g") nazveme
a-"ou mocninou .7,

Nech v e X, x, e X. Hovorime, Z2 x je mozné precviest do x,. ak existuja ne N
a ' = (r;.....r,)e Y"také. Ze

g Xy ) = X (H

AR plati (1). potom hovorime, Ze x je moZné previest do x, pomocou y".

Automat 7 nazyvame suvislym, ak existuje x, € X také, Ze do ncho mozeme pie-
viest kazdé v e X 7 nazyvame silne suvislym, ak pre Tubovolné dva stavy v, € X,
Ny e X platis 7 vy mozno previest do v, .

Je zireimé, 7z kazdy stlne suvisly automat je 1 suvisly, ale nie kazdy suvisly automat
Jotsilne sovislhy.

AR X, @ X a ye Y. potom symbolom g(X,,)) budeme oznacovat mnoZinu
fve X exiluje X e X, glx. V)= Xl

Stav x, € X nazyvame spojnym siavonm automatu 7, ak existuji x € X, xe X,
re Y take, 72

U X1 1) = o)

Obvykle sa ¢innost kone¢ného automatu predpoklada taka, Ze na zacdiatku,
v Case f, je automat v stave x;. Na jeho vstup sa vtedy privedie . Co spdsobi, Ze
do ¢asu t, = 1, + 7 prejde automat do stavu x, = g(x, y,), takZe v Casc r, bude
mat stav x,. Sucasne pride vstup ), atd. Pritom sa predpoklada, Ze experimentator
pozna len vstupy 1y, vs. ... kym stavy v ..x,. ... nema moznost sledovat (preto
sa pre automat pouZiva nazov ..Cierna skrinka®). Niekedy sa tieZ predpoklada, Ze
j¢ zndme aj zobrazenic g, takZe neznamymi zostavaju len stavy, cez ktoré automat
prechadza.

Automat .7 mozeme znazornif tabulkou, alebo graficky.

Priklad. X = {1:2:3], Y = {0;1};
Tabulka pre prechodové zobrazenie g je na str. 210. Graficky je tento automat zna-
zorneny na obrazku 1.

Graficky zndzornime automat tak. 72 kazdému stavu automatu priradime joden
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krazok. Potom kruZok x; spojime s x, Sipkou s oznadenim 1 vtedy a len vtedy,
ak plati g(x,,v) = x,.
Tabulka pre g

B 12 3
|y .
[RE— SRS
! i !
| 0 13 2
‘ | 2 1 |

Automat z obr. 1 je zrejme silne stvisly s jednym spojnym stavom 1.
Na obr. 2 je zndzorneny znamy klopny obvod. Je to silne stvisly automat bez
spojného stavu.
Nech 7 = (X, Y, g) je automat. Hovorime. Ze .7 je usmernitelny, ak existuju
neN, xoeX. y"e Y" také, Ze
(X" = o). (2)

Ak je splnené (2), hovorime, Z7e 7 je usmerniteiny do stavu x,.

Je zrejmé, Ze ak je .7 usmernitelny, je nutine sivisly. Ak je naviac silne suvisly,
potom je usmernitelny do Tubovolného stavu x, € X, pretoZze do jedného x, e X
je isto usmernitelny a vdaka silnej stivislosti moZno tento stav previest do hocikiorého

iného stavu automatu .7 .

b 4
‘ )
K&/?\-— U 2
VAR !
ro
%) | 4 J

Veta 1. Nech automar 7 = (X.Y.g) je usmernitelny. Potom md aspoit jeden
spojny stav.

Dokaz: Nepriamo. Nech -7 nemd spojnych stavov. Potom pre Tubovolné
ye Yplati g(X,)) = X, pretoZe g(.. y) je prosté zobrazenie. Potom viak pre Tubo-
volné y" e Y" a Tubovolné n e N plati

g“(X’ _1'“) = X’.

¢o je v spore s (2). Tym je veta dokazana.
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Treba si uvedomit, Ze existencia spojného stavu je pre usmernitelnost len pod-
micnkou nutnou a nie postacujicou, dokonca aj vtedy, ak ide o silne stvisly automat.
Ako kontrapriklad ndm moéZe posluZif automat z obr. 1. Je totiZ hned vidiet, Ze
nech ne N a »" = Y" st lubovolné, plati pre tento automat jeden z troch vztahov:

gX = X0 gy =(1:2): (X)) = {1;3}
Automat teda nie je usmernitelny.

Veta 2. Nech .7 = (X. Y. g) je dany automat. 7 je usmernitelny: vtedy a len vtedy,
ak plati podmienka (D).

K Tubovolnvin dvom stavom xy€ X, x, € X existuje ne N, y" € Y" a stav x; € X,
do ktorého mozno previest x, aj x, pomocou y".

Dokaz: Nech X ma k prvkov. Pripad & = 1 je trivialny. Nech je teda & > 1
a nech:

I. .7 je usmernitelny. Potom existujii ne N, x5 € X, y"e V" také. 7¢ g"(X. ") =
= (x4, 7 toho ale vyplyva, Ze pre fubovolné v;. .\, € X plati

j.,’“({.\', . .\'2:. .V”) = {.\.3 :.

a teda vy aj v, mozno previest do xy pomocou )"
2. Neceh plati (D). Zvolme si Tubovolne x; € X, x; € X, x; + x;. K nim enistuja

= (Fyga - i) € Y takel ze

g

e Nox,e XNy

L N T RN S
SN N ) = g

nyous

7 coho vyply 7> mnozina ¢" (X, 3") mad nanajvys A — | prvkov. Ak ma len

jeden prvok. sme hotovi. Ak ma okrem prviku x, cSte nejaky pivok x5, xy # X,
existujt k nim s, e Noovye Ny v™ = (15, -.oa o) také, Ze plati

L N N S N SV
€N Xy 1) = g,

a teda mnozina g™ T"(X. ", ™) mad nanajvys k — 2 prvkov. Je zrejmé, Ze po

!
I krokoch ziskame koneéntt postupnost vstupov 3" = (V"' ..., y"), kde n = Y n;:
=1
I <k, pre ktoit plati, ze mnozina g"(X,»") ma len jeden prvok. do ktorcho
mozno .7 usmernit, ¢o bolo treba dokazat.

Poznamka. Nech .7 = (X, Y,g) je dany automat. Hovorime. Zec automat

(X. Y, ;) j¢ zdruzeny k automatu -7 a oznacujeme ho 7 vtedy a len vtedy. ak
X = X, u X,

Kde X = {(viiv2) X € X vy e Xoxy # vyt X = (v, x)ve X}
2. Y =1 ) B
3. Pre vietky (v, x3) e X a vietky ve Ve g((x;:xa), ») = (glx,: 1) g(x, ;)

Lahko sa zisti. Ze dany automat .7 je usmernitelny vtedy a len vtedy, ak T je

stvisly.
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Tato vlastnost nam moéZe poslizit ako pomocka pri rozhodevani. ¢ je dany
automat usmerniteiny, alebo nie.

Priklad. Majme automat, dany na obr. 3. Tento automat ozna¢me #, (vyznam
tohto oznacenia uvidime neskér). K nemu zdruzeny U, je na obr. 4. priCom stavy
z X, st v dvojitych kruzkoch. Vidno, Ze U, je savisly. a teda 7, je usmernitelny
(dokonca do hociktorého stavu).

Priklad. Vytvorme si aj k automatu .7 na obr. | automat .7 (obr. 5). Vidime,

Ze 7 nie je suvisly, z ¢oho vyplyva ndm uz znamy vysledok. Ze .7 nie je usmernitelny.

Obr. 4. Obr. =.

3. RYCHLOST USMERNENIA

Ozna¢me [1, mnozinu vSetkych usmernitelnych automatov o A stavoch. Nech
keN, 7 ell,. Oznatme

n(.7° ) = min {n € N: existuje xo € X, )" € Y": g"(X.}") = ix¢) ],

n(k) = sup n(J ).

J ey

Ked predpokladame, Ze ¢innost automatu prebicha v pravidelnych ¢asovych
intervaloch, n(k) vyjadruje horni hranicu po¢tu Casovych intervalov. nevyhnutne
potrebnych k usmerneniu automatov z I,.

V dalsom si zavedieme automaty %, (kK = 2.3, ...). ktoré nAm pomdzu zdola
ohrani¢it n(k).

w, = (X, Y.g). kde X, = {1, ..kl Y=10:1]:
x e X,. xF k=>g(0 =x+ L
gy, 1) = x,
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Automat # 4 mame graficky znazorneny na obr. 3.
V nasledujiicich leméach si ur¢ime niektoré vlastnosti automatov #,.
Lema 1. Pre vSetky k = 2.3, ... plati %, e 1, a n(#,) = (k — 1)

Dokaz: Definujme

¥y o= pre f=1+1.k, I'=0.....k—2,
y=0  pre  jEL+ k. j<l4+ktk =2 =(k— 1A
Ukdazeme si. 72
&MYy ) = Lk == 1 4)
pre | =1...,k—2.
Pre | = 1 (4) zrejme plati.
Nech je teraz 1 = 1 = k — 3 a nech pre I plati (4). UkaZeme si. Ze potom plati
aj pre [ + 1. Naozaj potom
giHl)k(X‘ Vi Vasnk =

vk , —
:»g{,* (-\s,"l S PN 0,...0)=

=g k= =100 =l k== 2k
z ¢oho
?ltﬂlﬂ)k(X- Vie e Visar o) =
=gl . k=1 =2kl.)={L ... k—=(+1)—1],
a tym je platnost (4) dokazana pre | = 1. ...k — 2, z ¢oho vSak vyplyva, Ze
g‘l}f(i:—E\k(X. 3. "'*,“l+(l\—2)k) —

- g’(\kAIyZ(X’ vy m.y(k_l)z) = .{1},
a teda %, € I, . pricom
n(u,) = (k= 1)°% (5)

Definujme teraz na mnozine X, binarnu operaciu @ takto:

X FXye N+ xy S,
X =

Xy F Xy —hkex +x, >k

®

Nyt
(tato operacia by zodpovedala s¢itaniu, keby sme mali prvky usporiadané do kruhu).
Ozna¢me teraz pre vSetkyv X' < X,. X + 0

omax (max {jeN V@ leX, —X . xv@jeX, - X)X+ X,
fxey

HX)="%x_"1exu—x

0 X = X,
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(6(X) vlastne znamena pocet prvkev v najvddsej medzere v mnozine X, ak si X,
predstavime v kruhovom usporiadani).
Utvorme pre vietky v e X,, je N, j £ k mnoZinu

M, ={x@1l:...x®@J}

a oznaéme X t4 z mnoZin M, ;. ktord je cela obsiahnutd v X, — X a ma najvicsi
pocet prvkov. Lahko sa zisti, Ze pocet prvkov v X je rovny o(X).
Zrejme plati 6(X,) =0, d({x}) = k — 1 pre vietky ve X, Dalej tiez plati
0(gu(X, 0)) = d(X), ako sa mozno presvedcil z definicie automatu #, a funkcic o.
Pre nas bude dolezité zistit, kedy plati

g X, 1)) = o(X) + 1.
Tento pripad mdze nastal len vtedy, ak g,}t\J’ 1) ma o jeden prvok viac ako X,
t.j.ak X = {k — (X), ...k — 1}. Potom plati:

g Xoh) =1k —8(X), .k — 1A}

Nech n = n(4,) a nech 3" = {y;,....y,)€ I'" je koneCnd postupnost vstupov.
re ktort plati gi(X,.y") = !x', kde x je nejaky stav automatu #,. Zrejme musi
Sk ko J [RA) R I8 J

byt x = [ atiez y, = 1.
Ozna¢me pre vietky ie N, i = n

X(i) = @dX, vy

Uvazujme teraz. Ze pre nicktoré i, je N plati o{X( — 1)) = j — L. o(X() = /.
V tomto pripade je )?(7') zrejme urcena jednoznalne a je tvart (A — / + 1004,
Ak teraz O(X(i + 1)) =/ + 1. je potom | = k. pretozz & — 1 nal je najkratsia
kone¢na postupnost vstupov, ktora prevedie X(i) do mnoziny (A — ji ...tk — 1.
aby vstup y;;+, = 1 zvdcsil hodnotu o o jednotku.
Plati teda, Ze
no=nll) =1+ —2k={(k - 1), (6)

Tym, ak (6) spojime s (5), je lema dokazand.
Désledok. n(k) = (k — 1)?. ke N.
Lema 2. Nech k € N. Potom plati
nky <28 — Lk — 1.
Dokaz. Zvolme si lubovolné ke N, k > 2. 7 = (X, Y. ell,.
Nech n = n(.7) a nech y" = (31, ... y) € Y" a x € X sl také, zc g"(A, ") = |\
Oznacme pre vSetky ie N. i £ n

Xy = g' (X, vi. . 1)
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Zrejme pre i £ n,j < 00 oE j musi plait X(7) # X(j). pretoZe inak by »" nebola
minimalna usmernujica postupnost pre .7° a neplatilo by n = (7).

Dalej tiez pre vietky i < # musi plati{ Ze X(i) ma aspoii dva prvky a pre vietky
i< n maji X(7) maximalne & — 1 prvkov. MnoZin X(i) mozZze byt teda maximalne
tofko. kolko je vSetkych moznych podmnozin mnoziny X, mimo mnozin X, 0
a /o= | jednobodovych podmnoZin, teda plat

a7y < 20—k — L

kKedze vsak 7 e T, sme volili Tubovolne, je

atk) £ 20—k — 1.
Pre A o= 1.2 je tvrdenie lemy spinené trividlne, a tym je dokaz femy ukonceny.

Veta 3. Nech k je luborolné prirodzené éislo. Potom plati:
(k= D < nthy < 28—k = 1.

DokNaz, Tvidenie vety priame vyplyva z lemy 2 a dosledku lemy 1.

Zdverom stovdimnime, Ze pri ko= 1. 2.3 je deiné ohraniCenic pre n(k) rovné
3 vyplyva. Ze n(l) = 0; m2) = 1 n(3) = 4. Pre vicsic
hodnoty & je viak znacny rozdicl medzi dolnym a hornym ohranicenim, takZe by
ich bolo treba spresnif. Da sa ocakévat, 7o to bude moZné najmd pri hornom

hotnému, a prete 7 vety

ohraniceni.
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A NOTE ON HOMOGENEOQOUS EXPERIMENTS WITH FINITE AUTOMATA
Jan Cerny
Summary

Some papers, e. g. [1, 2], are concerned with the question whether there cxists, for a given
sequential machine, a homogeneous experiment which would bring it into a uniquely determined
state, not depending on the initial state of the machine. The problem was solved for Moore’s machines
with distinguishable states.

In the present paper the corresponding problem is treated for autonomous automata (i. ¢.,
without output). Necessary and sufficient conditions for the existence of such experiments are stated
and estimates of their minimal length are established.
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