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M "vTEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV. 

POZNÁMKA K H O M O G É N N Y M E X P E R I M E N T O M 
S KONEČNÝMI AUTOMATMI 

J A N C E R N Y . Žilina 

I. U V O Ď 

Riešeniu róznych problémov, suvisiacich s konečnými automatmi, sa věnuje čoraz 
váčšia pozornost". Je to len pochopitelné, pretože konečné automaty móžu slúžiť 
ako matematický model róznych diskrétně pracujúcich zariadení, či už je to samo­
činný počítač, alebo reléová zabezpečovacia sústava. 

V niektorých prácach, například [1, 2], rieši sa otázka, či je možné pre dan\ 
konečný automat Mooreovho typu určiť taký homogénny experiment, t. j . koncčnú 
postupnost' vstupných signálov, po kterého vykonaní by bol jednoznačné určený 
konečný stav automatu, bez ohTadu na jeho stav počiatočný. V spomínaných prácach 
je daná odpovědna tuto otázku v tom případe, ak sú všetky stavy daného automatu 
rozlišitelné. Přitom podstatná úlohu tu zohrá porovnáváme vstupov a výstupov 
automatu pri experimente. 

Snahou tejto poznámky je ukázať, že problém uvedeného typu možno riešiť 
i v případe, ak (dajme tomu z technických příčin) nemóžeme výstupné odozvy 
sledovať. Ukazujú sa nutné a postačujúce podmienky pre existenciu experimentu 
žiadaných vlastností, V závěre sa ohraničuje minimáina držka takého experimentu, 
ak je známe, že existuje. 

2. NÍEKTORÉ POJMY 

Konečným automatom nazýváme trojicu ZT — {X. Y, g), kde A.. }' u neprázdné 
konečné množiny, g je zobrazenie X x Y do X; množinu X nazýváme množinou 
stavov, Y množinou vstupov a g přechodovým zobrazením automatu ď. 

V ďalšom, ak neurčíme mak, budeme pod daným automatom myslieť automat 
J~ = (X. Y, g). Množinu všetkých prirodzených čísel budeme označo\ať N a pre 

n 

ne N budeme označovat" Y" = X Y 
1=i 

Ak f bude zobrazovat" množinu Mx x M2 do P. symbolom j{. ,y) pre v e M2 

budeme značit" zobrazenie množiny M{ do P, ktoré vznikne po fixovaní ve Mz. 
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Ak >;, e At. (/ = 1 A'). 

>•"' = o-,, yt.jer 

tak budeme označovat" 

( / ' / " ) = (VI 1 yiBl, ••,J' il, ••-yfcnj. 

Nech 7/ G N. Definujme zobrazenie g" množin X x 7" do X takto: 

g"(.v. r") = g"(N, r t y„) = g(g(...g(.Y, yt), y2) . . . ) . vn) 

prc vsetky .v G A7 a y" = ( r , yn) e 7". Potom automat 5 r " = ( X 7". g") nazveme 
• /-'O// mocninou .T. 

Nech V G X .\() G X Hovoříme, že v /ť možné previesť clo x0, ak existujú tz e N 
a y" = (yj y„) G 7" také, že 

g"í-V,r, VB) = .Y0. (I) 

Ak platí (1), potom hovoříme, že x je možné previesť do v 0 pomocou ý\ 
Automat iy nazýváme súvisíým, ak existuje v 0 G X také, že do nebo móžeme pre-

x icsf každé xeX. .T nazýváme silné súvisíým, ak pre TubovoTné dva stavy x, G X, 
.v2 G A' platí, ž : .Vj možno previesť do .v2. 

Je zřejmé, že každý silné súvislý automat je i súvislý, ale nie každý súvislý automat 
je i silné súvislý. 

Ak X{ cz X a ve 7 potom symbolem g(Xí9y) budeme označovat množinu 
j.v G A': exViujc N G X{ , g(N, r) = vj . 

Stav x{) E X nazýváme spojným síctvom automatu 3T, ak existujú . v e l , x G X, 
r e )' také, ž : 

g({N ,xJ, j ) = {.v0}. 

Obvykle sa činnost' konečného automatu předpokládá taká, že na začiatku, 
\ čase t, je automat v stave xx. Na jeho vstup sa vtedy privedie y{. co spósobí, že 
do času t 2 = t, + T přejde automat do stavu x2 = g ( x i , y i ) , takže v čase t 2 bude 
mať stav x2. Súčasne prklc vstup y2 atď. Přitom sa předpokládá, že experimentátor 
pozná len vstupy yi,v2, ..., kým stavy ,v,, v 2 , ... nemá možnost* sledovat* (preto 
sa prc automat používá názov „.čiema skřínka"). Niekedy sa tiež předpokládá, že 
je známe aj zobrazenie g, takže neznámými zostávajú len stavy, cez ktoré automat 
prcehádza. 

Automat ,T móžeme znázornit* tabulkou, alebo graficky. 

P ř í k l a d . X = {1:2; 3J, 7 = {0; l j ; 

Tabulka pre přechodové zobrazenie g je na str. 210. Graficky je tento automat zná­
zorněný na obrázku i. 

Graficky znázorníme automat tak, že každému stavu automatu přiřadíme jeden 
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krúžok. Potom kružok x. spojíme s x2 šípkou s označením v vtedy a len vtedy. 
ak platí g(x^, v) = x2-

Tabulka pre g 

0 1 3 2 
1 2 ! 1 1 

Automat z obr. 1 je zrejme silné súvislý s jedným spojným stavom l. 
Na obr. 2 je znázorněný známy klopný obvod. Je to silné súvislý automat bez 

spojného stavu. 
Nech ,T = (X, Y, g) je automat. Hovoříme, že T je usměrnítefný, ak existujú 

n E N, x0 e X. yn e Y" také, že 
g"(X,y") = ! x 0 ) . (2) 

Ak je splněné (2), hovoříme, že T je usmerniteíný do stavu x0. 
Je zřejmé, že ak je T usmerniteíný, je nutné súvislý. Ak je naviac silné súvislý, 

potom je usmerniteíný do lubovoíného stavu x0 e X, pretože do jedného xn e X 
je isto usmerniterný a vdaka silnej súvislosti možno tento stav previesť do hociktorého 
iného stavu automatu T'. 

û 

A~Л ( r 
\\ 

V Ví 

M i) * ì 

- ^-oA, n • • > , f r\ \ '• r V—x 

Obr. 1. Obr. 2. Obr. 3. 

Veta 1. Nech automat T = (X, Y g) j e usmerniteíný. Potom má aspoň jeden 
spojný stav. 

D o k a ž : Nepriamo. Nech .T nemá spojných stavov. Potom pre [libovolné 
y e Y platí g(X, y) = X, pretože g(.. y) je prosté zobrazenie. Potom však pre [libo­
volné y" e Y" a [libovolné n e N platí 

ť(X,yn) = X, 

co je v spore s (2). Tým je veta dokázaná. 
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Třeba si uvědomit', že existencia spojného stavu je pre usmerniteínosť len pod-
mienkou nutnou a nie postačujúcou, dokonca aj vtedy, ak ide o silné súvislý automat. 
Ako kontrapríklad nám móže poslúžiť automat z obr. 1. Je totiž hněď vidieť, že 
nech i iG/Ya v" e Y" sú fubovolné, platí pre tento automat jeden z troch vzťahov: 

g\X, f) = X; g"(X, / ) = {1; 2}; g"(X, / ) = {1; 3}. 

Automat teda me je usmernitefný. 

Veta 2. Nech :T = (X, Y, g) je daný automat. <T je usmernitefný vtedy a len vtedy, 
ak platí podmienka (D): 

K flibovolným dvom stavom xx G X, N2 e X existuje n e N, y" e Y" a stav N3 G X, 
do ktorcho možno previesť xx aj x2 pomocou y". 

D o k a z : Nech X má k prvkov. Případ k = 1 je triviálny. Nech je teda k > I 
a nech: 

1. .T je usmernitefný. Potom existuji. n e N, x3 e X, y" e Y" také, že g"(X. y") = 
= [N3j. Z toho ale vyplývá, že pre fubovolné xx , x2 e X platí 

(T"(
 ř V v l l'"". — í V ' 

g \ {A 1 . V 2 , , l ) — i A j , , 

a teda .v, aj .v2 možno previesť do A 3 pomocou y". 
2. Nech platí (/)). Zvolme si 1'ubovoíne N! e X, A, G X, x, =# x!. K nim existuji. 

//, G /V. x: G Ar. i"1 = (yi i yi/i,) e K"1 také, že 

. ť , , ( ! - v 1 ; . x I ! , / , ) = !N 2 j , 

z čoho vyplývá, že množina #W,(X, >'"!) má nanajvýš k — 1 prvkov. Ak má len 
jeden prvok, smc hotoví. Ak má okrem prvku .v2 ešte nějaký prvok A 2 , N2 =j= v 2 . 

existujú k nim n2 e A', v 3 e N, f1 = (y2[, • ••, v2,l2) také, že platí 

a"2( ' v - v * v"2 '! — f v ' X l (A 2 , A 2 j , l J — ( A 3 , , 

a teda množina #"' f " 2 (X, v"\ j " 2 ) má nanajvýš k — 2 prvkov. Je zřejmé, že po 
/ 

/ krokoch získáme konečná postupnost* vstupov v" = (y"\ • •-, yn!), kde /? -= y ni\ 
i - i 

/ < k, pre ktotú platí, že množina g"(X, y") má len jeden prvok. do ktorého 
možno .T usmerniť, čo bolo třeba dokázať. 

P o z n á m k a . Nech r-T = (X, Y, g) je daný automat . Hovoříme, že automat 
(A\ Y g) je združený k automatu .T a označujeme ho T vtedy a len vtedy, ak 

\. X = X{ u X2, 
kde X, - \(x{; A 2 ) : xx e X, x2 e X v, + A 2 ) ; X2 - [(v, v): x G X}; 

2. Ý = Y 
3. Pre všetky (.v,; x2) G X a všetky v G Y je g((v,; x2), y) = (g(xx; >•); g(x2 ; y)). 
Lanko sa zistí, že daný automat :T je usmernitefný vtedy a len vtedy, ak .T je 

súvislý. 
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Táto vlastnost" nám móže poslúžiť ako pomócka pri rozhodovaní, či je daný 
automat usmerniteTný, alebo nie. 

Př ík lad. Majme automat, daný na obr. 3. Tento automat označme Y/4 (význam 
tohto označenia uvidíme neskór). K němu združený ^/4 je na obr. 4, pričom stavy 
z X2 sú v dvojitých krúžkoch. Vidno, že ?̂/4 je súvislý, a teda y//4 je usmerniteTný 
(dokonca do hociktorého stavu). 

Příklad. Vytvořme si aj k automatu 3~ na obr. 1 automat T (obr. 5). Vidíme, 
že 3~ nie je súvislý, z čoho vyplývá nám už známy výsledok, že .7 nie je usmerniteTný. 

•iio щy^ 

Obr.4. Obг. 

3. R Y C H L O S T U S M E R N E N I A 

Označme Ylk množinu všetkých usmerniteTných automatov o k stavoch. Nech 
k e N, ,J eYlk. Označme 

n\jT) = min {n e N: existuje x0 e X, yn e Y": g"{X. y") = -:.v0 J ], 

n(k) = sup n(3~). 
ď e nk 

Keď předpokládáme, že činnost' automatu prebieha v pravidelných časových 
intervaloch, n(k) vyjadřuje hornú hranicu počtu časových intervalov, nevyhnutné 
potřebných k usmerneniu automatov zlí,. . 

V ďalšom si zavedieme automaty úl/k (k = 2. 3, ...), ktoré nám pomóžu zdola 
ohraničit' n(k). 

4řk = (X,. Y,gk). kde Xk = {V ....k), Y= 10: 1]: 

xeXk. .Y4=fc=>gfc(.v,0) = .v+ 1. 

gk(x\ 1) = X, 

x = k=>gk(kj)= 1; (7 = 0.1). 
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Automat # 4 máme graficky znázorněný na obr. 3. 
V následujúcich lemách si určíme niektoré vlastnosti automatov J//k. 

Lema 1. Pre všetky k = 2. 3, ... platí J?/k e ^ a n(^/k) = (k - l)2. 

Do kaz: Definujme 

yj = t pre / = ! + /. k, I = 0 k - 2, 

v,- = 0 pre j =j= 1 + / . A\ y < 1 + k(k - 2) = (k - l) 2 . 

Ukážeme si. že 
£Í + V- .v , . ...?>»1 + IA) = {U~.,k -1-1} (4) 

pre / = 1 k - 2. 
Pre / = 1 (4) zrejme piatí. 
Nech je teraz 1 <; / = k — 3 a nech pre / platí (4). Ukážeme si. že potom platí 

aj pre / + 1. Naozaj potom 

a+i)k(Y _ 
£A V-*- 3 i y(/ + i u — 

= ?r i )*(.v,>', . . . v 1 + „ , o,'...,o)= 
= «Ž_1({1 A- - / - 1}.0 0) = {! k - l - 2,k). 

z čoho 
1 -r{l + l)k, v ^ _ 

gk \A* yl * • --i ) l+(l+l)k) — 

= ^({1, . . . . k - / - 2 ,k ] , 1) = {! k - ( / + ! ) - i ] , 

a tým je platnost" (4) dokázaná pre / = 1 k — 2, z čoho však vyplývá, že 

1 +(k-2}k, v \ _ 
£* V* - ) 1 y 1 + (A - 2)AJ — 

= ? | l " " U v 1 }•„.„=) = {!{. 
a teda /̂/y e 11^. pričom 

rtý/k) ž(k- i)2. (5) 

Definujme teraz na množině Xk binárnu operáciu © takto: 

/ x1 + X2 <> X\ + X2 ^ Á\ 
.V, © x2 = x 

xi + .v2 — k o x1 + x2 > k 
(táto operácia by zodpovedala sčítaniu, keby sme malí prvky usporiadané do kruhu). 

Označme teraz pre všetky X cz Xk. X + 0 

/max (max {y e N : .v © i e Xk - X v © j e Xk - X}) <̂> X + Xk 

ř>(X) = ' -x^ l^V.-.Y 

o o x = Ay 
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(S(X) vlastně znamená počet prvkov v najváčšej medzere v množině X ak si Xk 

představíme v kruhovom usporiadaní). 
Utvořme pre všetky x e Xfc, j e N, j ^ k množinu 

a označme X tú z množin Mx r ktorá je celá obsiahnutá v Xk — X a má najváčší 
počet prvkov. Cahko sa zistí, že počet prvkov v X je rovný O(X). 

Zrejme platí S(Xk) = 0, ó(\x)) = k — 1 pre všetky xeX/v. Ďalej tiež platí 
ó(gk(X, 0)) = O\X), ako sa možno přesvědčit* z definície automatu ^ a funkcie ó. 

Pre nás bude dóležité zistiť, kedy platí 

% * ( * - - ) ) = <*(*) + 1-

Tento případ móže nastať len vtedy, ak gk(X< 1) má o jeden prvok viac ako X. 
t. j . ak K = {k - <5(X), ..., k - 1}. Potom platí: 

gjx< 1) = {* - <5(X) /c - LÁJ. 

Nech n = n(JU\) a nech y" -- íyj yM) e >"' je konečná postupnost' \stupo\. 
pre ktorú platí gn

k(Xk, y") = [x[, kde x je nějaký stav automatu (/k. Zrejme musí 
byť x = 1 a tiež y. = 1. 

Označme pre všetky i e N, i ^ n 

X(i) = ^ ( X , y } ,!•;)• 

Uvažujme teraz. že pre niektoré /, / e X platí ó(X{i — 1)) = / — K <>(X(/)) = /. 

V tomto případe je X(i) zrejme určená jednoznačné a je tvaru {k —./-!- 1 k\. 
Ak teraz á(X(i + /)) = j -f 1, je potom / = k. pretože k — 1 núl je najkratšia 

konečná postupnost' vstupov, ktorá prevedie X(i) do množiny [k — ./: . . .;k — Ij. 
aby vstup yi+k = 1 zváčšil hodnotu S o jednotku. 

Platí teda, že 
n = n(J//k) = 1 + (k - 2) k = (k - l) 2 . (6) 

Tým, ak (6) spojíme s (5), je lema dokázaná. 

Dósledok. n(k) = (k - l)2, k e N. 

Lema 2. Nech k e N. Potom platí 

n(k) S 2k - k - 1. 

Do kaz. Zvolme si lubovoíné k e N, k > 2. .7 = (X, V, #) e n / v. 
Nech n = n(T) a nech y'! = (y{ yn) e Y" a x e X sú také, že g"(A\ .v") = |.\ \. 

Označme pre všetky / e N, / S n 

X(i)=g\X,yi....,y;). 
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Zrcjme pre i g n, j ^ n, i 4=./ musí platit Á'(i) 4= A'(j), pretože inak by y" nebola 
miuimálna usmerňujúca postupnost" pre J' a neplatilo by n = n(T). 

Ďalcj tiež pre všetky i < n musí plat i ť že X(i) má aspoň dva prvky a pre všetky 
/ < // majú X(i) maximálně k — i prvkov. Množin X(i) móžc byť teda maximálně 
toíko, koíko je všetkých možných podmnožin množiny X, mimo množin X, 0 
a L — 1 jednobodových podmnožin, teda platí 

ni.T) <_ T - k - 1. 

Keďže vsak // e Y\k smc volili íubovoínc, je 

n\k) ^ 2 , ; - k - í. 

Pre A = i, 2 je tvrdenie lemy splněné triviálně, a tým je dokaž lemy ukončený. 

Veta 3. Mech k je íuhovofné prirodzené číslo. Potom platí: 

(k - i ) 2 ^ n(k) <A 1' - k - \. 

D o k a ž . Tvrdenie vety priamo vyplývá z lemy 2 a dosledku lemy í. 
Závcrom si všimnime, že pri k = í ,2 . 3 je dolné ohraničenie pre n(k) rovné 

hornému, a preto z vety 3 vyplývá, že n(\) = 0; n(2) = 1; n(3) = 4. Pre váčšie 
hodnoty k je vsak značný rozdiei medzi dolným a horným ohraničením, takže by 
ich bolo třeba spresniť. Dá sa očakávať, že to bude možné najma pri hornom 
ohraničení. 
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A N O T E O N H O M O G E N E O U S E X P E R I M E N T S W I T H F I N I T E A U T O M A T A 

Jan C e r n y 

Summary 

Some papers, e. g. [1,2], are concerned with the question whether there exists, for a given 
sequential machine, a homogeneous experiment which would bring it into a uniquely determined 
state, not depending on the initial state of the machine. The problem was solved for Moore's machines 
with distinguishable states. 

In the present paper the corresponding problem is treated for autonomous automata (i. e., 
without output). Necessary and sufficient conditions for the existence of such experiments are stated 
and estimates of their minimal length are established. 
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