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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y ČASOPIS 
R O Č N Í K X Č Í S L O 3 

VYPOČET LAPLACEOVEJ TRANSFORMÁCIE 
SUCINU DVOCH ZLOŽENYCH FUNKCIÍ 

J U L I U S CAMBEL, Bratislava 

Nech u(t) a v(t) sú dve komplexně funkcie reálnej premennej t, o ktorých 
urobíme v ďalšom potřebné předpoklady, a nech u(z) a ~v(z) sú ich Laplaceove 
transformácie. Je prirodřzené sa pýtat, ako možno použit znalost funkcií 
u(z) a ~v(z) pre výpočet Laplaceovej transformácie súčinu u(t) v(t). Odpověď 
na tuto otázku dal G. A. G r i n b e r g [4] vo svojej práci, ktorú uveřejnil r. 1943. 
Našiel vzorec, pouzí vajúci integráciu v komplexněj rovině, ktorým tento 
problém vyriešil. V r. 1949 A. V. Ivanov [5] uveřejnil vzorec, používajúci opat 
integráciu v komplexnej rovině, pre výpočet Laplaceovej transformácie sú
činu u[f(t)] v(t). 

V predloženej práci je dokázaná veta, z ktorej predchádzajúce vzorce vy
plývají! ako špeciálny případ. Dokážeme vetu pre výpočet Laplaceovej 
transformácie súčinu dvoch zložených funkcií u[f(t)] v[g(t)], za presne stano
vených podmienok pre uvažované funkcie u(t), v(t), f(t) g(t), u[f(t)], v[g(t)] 
a u[f(t)] v[g(t)]. 

Napřed si dokážeme dve pomocné vety. 

Lemma 1. Nech &(p, t) je komplexná funkcia dvoch premennýchp, t, definovaná 
na kartézskom súcine (c)x(a, oo), kde (c) je po úsekoch hladká čiara konečnej 
dízky v komplexnej rovině od bodu Cx az po bod C2 a <a, oo) je polouzavretý 
interval na reálnej osi, v ktorom je a> — oo. 

Nech 0(p, t) splňuje tieto podmienky: 

Qx. Je spojitá ako funkcia dvoch premenných na kartézskom súcine (c)X 
X <a, A} pre každé A > a. 

Q2. Integrál 
00 

/ $(P, t) d< 
a 

rovnoměrné konverguje vzhladom na premennú p, leziacu na čiare (c). 
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Potom platí: 
O2 °° OO C*2 

/ [ / 0(p, t) dt] dp = f [ f 0(p, t) dp] dt. (1) 
C^c) a a d(c) 

D ó k a z . Rovnost (1) dokážeme z rovnosti 

C2 r x d 

f [ f 0(p, t) dt] dp = f [ f 0(p, t) dp] dt, (2) 
C\(c) a a Ci(c) 

v ktorej a < £ < A, tak, že z obidvoch jej stran vypočítáme limitu pre x-> oo. 
Najprv si ukážeme, že obidve strany rovnosti (2) existujú. Za týmto účelom 
ukážeme, že integrál 

c2 

J(t) = f 0(py t) dp 
C\(c) 

je spojitá funkcia premennej t v intervale <a, A). . 
Nech je x€ (a, A). Máme ukázat, že ku danému s > 0 existuje ó > 0, že 

pre \t — x j < b je \J(t) — J(x) | < e. Označme znakom L dlžku ciary (c). 
Keďže (c) X <a, A~) je kompaktná množina, je 0(p, t) na tejto množině 

rovnoměrné spojitá. Teda existuje ku číslu -y-> 0 také číslo dx > 0, že ne-
L 

rovnost | &(p, t) — @(p, %) \ < =- je splněná pre všetky t, spíňajúce nerovnosti 
L 

\t — x | < dx a pre všetky p na čiare (c). Tvrdíme, že dx má hladanú vlastnost 
čísla <5. Skutočne, pre všetky t, ktoré spíňajú nerovnost \t — x \ < d1]e 

c2 

| J(t)—J(x) I = I / [0(p, t)~0(p, X)] dp | < 
Cx(c) 

< max | 0(p, t) — 0(p, x)\,L<-rL = e. 
P€(c) L 

Podobné sa ukáže, že aj integrál 

i(P) = f<p(P, t) dt 
a 

je spojitou funkciou premennej p na čiare (c). Keďže každá funkcia, spojitá 
v uzavretom intervale, je v tomto intervale integrovatelná, integrály na 
obidvoch stranách rovnosti (2) existujú. 

Pre a < x < A zaveďme označenie 

C2 x 

H(x) = f I(p) dp a K(x) = f J(t) dt. 
dic) a 
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Chceme dokázat, že H(x) = K(x) v intervale (a, A). Aby sme toto dokázali, 
spočítáme deriváciu obidvoch stráň tejto rovnice. 

Najprv spočítáme deriváciu K(x). Pretože 

X 

K(x) = f J(t) dt 
a 

dK(x) 
a J(t) je spojitá funkcia, —-= existuje a platí 

dK(x) v ' 2 

= J(x) = f Ф(p, x) dp. 
dx n ., 

Teraz počítajme deriváciu H(x). Tvrdíme, že aj H(x) má v bode x deriváciu 
a táto sa rovná integrálu 

c2 

f 0(p, x) dp. 
Ci(c) 

Za tým účelom vyšetříme rozdiel 

c2 

U(h) = j [H(x + h) — H(x)] — í 0(p, x) dp = 

o 
2 

0(p, x) dp = 

j{jj l0(vJ)~^(V^)]dt^dp. 

C2 x + h 

Ci(c) 

c2 

j J \ jф(p,t)dĄdp-
- / • 

Ci(c) x 

C2 x+k 

Ci(c) 

Máme 
Ci(c) 

x + h 

U(h) | < L . max . 1 f [Ф(p, t) — Ф(p, x)] dt 
p€(c) I Һ J 

Aby sme dokázali naše tvrdenie, stačí ukázat, že k rubovolnému s > 0 
existuje d > 0 také, že pre všetky | h \ < d je | U(h) | < e. 

Nech s > 0 je dané. Na začiatku tohto dókazu sme ukázali, že ku každému 

-=- > 0 existuje d± > 0, že nerovnost I 0(p, t) — 0 (p, x) I <-=- je splněná pre 
L L 

všetky | ř — x \ < óx a pre všetky p "(c). Tvrdíme, že za d stačí zvolit toto á-.. 
Akonáhle je totiž | Â  | < dx, interval (x, x + h} leží vo vnútri intervalu (x —• 
— d1,x+ (5X>. 
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Potom je 

f \&(p, t) — <P(p, x)] dt | < h-j- pre všetky p€(c). 
z+h e 

1 8 
Pre všetky I h I < d1 je teda | Í7(fe) | < -=-- h-y-. L == £ 

H L/ 

Týmto sme dokázali, že 

d^ = J{X) = f 0{P' X) dp' 
d(c) 

ZatiaT sme dokázali, že obidve strany rovnice (2) majú rovnakú deriváciu pre 
všetky xl (a, A}, ak přitom deriváciu v bode a rozumieme ako deriváciu 
správa a deriváciu v bode A ako deriváciu zlava. Keďže každá funkcia, ktorá má 
v danom bode deriváciu, je v tomto bode spojitá, sú funkcie H(x) a K(x) spojité 
v uzavretom intervale <a, A). Spojité funkcie H(x) a K(x) majúce v uzavretom 
intervale rovnakú deriváciu v každom bode móžu sa lišit na tomto intervale len 
o additívnu konstantu. Keďže v bode a je zrejme H(a) = K(a) = 0 je H(x) = 
= K(x) pre každé x£ <«, A). Týmto sme dokázali rovnost (2). 

Teraz dokážeme rovnost (1). Vyšetříme limitu lávej strany (2), t. j . 

* - ' 0 0 C*,(c) a 

Napřed poznamenajme, že integrál 

lim f [ f Ф(p, t) dl] dp. 

f[f0(p,t)dt]dp 
C\(c) a 

existuje. Za tým účelom dokážeme, že integrál 

00 

h(p) = f ®(P, t) dř 
a 

je spojitou funkciou p na čiare (c). Je dané e > O, máme nájsť 6 > O, že ne
rovnost | I^p) — Ii(p0) | < e je splněná, akonáhle je \p — p 0 \ < á a j ) = (c). 

E 
Z podmienky Q2 vyplývá, že k číslu - > O existuje také číslo B, že pre každé 

o 
A > B a každé p$(c) je 

00 

j / 0(p, f) dí I < e-. 
A ' S 

Zvolme A > B. Potom je 

-•l CO OD 

h(p) — h(Po) = f [<P(P, t) — 0(po, t)] dt + f <P(p, t) dt — / 0(po, t) dt. 
u A A 
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Kedže 0(p, t) je spojitá funkcia na (c) X <a, A}, teda na kompaktnej množině, 
je &(p, t) na tejto množině aj rovnoměrné spojitá. To znamená, že k číslu 

Ъ(Á —- a) 
Є<a, A} je 

> 0 existuje také ól5 že pre \p — p 0 \ < dl9 p€ (c) a pre každé t€ 

Ф(p, t) — Ф(p0, t) | < - __ , a < A < oo. 

Tvrdíme, že toto óx má hladanú vlastnost. Nech je p€ (c) také, že splňuje ne
rovnost \p—p0 | < 6V Potom platí 

I Ii{p) — h(Po) I < 
A co oo 

< / | 0(p, t) ~ 0(po, t) | dř + | / 0(p, t) dř | + i / 0(po, t)dt\< 
a ' A A 

<{A~-a)J(AE^)+í + í==e-
Z právě uvedeného vyplývá, že integrál 

O2 <\ CO 

/ I,(p) dp= f [f 0(p, t) dř] dp 
C\(c) C\(c) a 

existuje. Označme jeho hodnotu Mv 

Po tejto poznámke ukážeme, že existuje lim H(x) a že sa rovná číslu Mv 
.r-*oo 

Vyšetříme rozdiel 
C 2 oo C 2 A 

1 ^ - ^ ( ^ ) 1 = 1 / [f0(p,t)dt]dp— f [f 0(p,t)dt]dP\ = 
C\(c) a C\(c) a 

C 2 oo 

f[f0(PJ)dt]dp\. 
Ci(r) A 

J e dané e > 0. Máme nájsť N > O, že \MX — H(A) \ < e pre všetky x> N. 

Z podmienky Q2 vyplývá, že existuje ku číslu -=- > O také číslo B > O, že pře 

A > B je 
oo 

I / <P(í), ř) dř I <-£-. 

Tvrdíme, že B je hladané číslo N. Zvolme A > B. Potom je | Mí — H(A) \ < 

T S 

<L.T=e. 

Z tohto vyplývá, že existuje lim H(x) a že sa rovná Mv 
#->oo 
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Teraz vyšetříme limitu právej strany rovnice (2), t. j . lim K(x). Z rovnosti 
£->oo 

H(x) = K(x) pre každé konečné x a z existencie lim H(x) vyplývá aj existencia 
:r->oo 

lim K(x) a rovnost lim H(x) = lim K(x). Ale 
ÍC->OO .r->oo .r->-oo 

oo C 2 

lim K(x) = / * [ / * ^ ( p , ř) dp] dt. 

Teda 
O2 00 00 6^2 

/ [ / 0(p, t) dt)] dp=f[ f~0(p, t) dp] dt. 
C\(c) a a t\(c) 

Týmto je prvá pomocná veta o zámene integračného poradia za nevlastným 
integrálom dokázaná. 

Lemma 2. Nech @(p, t) je komplexná funkcia dvoch premenných p, t, defino
vaná na kartézskom súčine (c) X (a, oo), kde (c) je po úsekoch hladká čiara ne-
konecnej dlzky v komplexnej rovině od bodu Gx do oo a (a, oo) je polouzavretý 
interval na reálnej osi, v ktorom je a > —- oo. 

Nech <P(p, t) splňuje podmienky predchádzajúcej vety Qr, Q2 pre každý konečný 
úsek na ciare (c), leziaci medzi bodom Cx a lubovolným bodom Cn, leziacim na 
ciare (c). Okrem týchto nech sú splněné ešte tieto podmienky: 

Q3. Integrál 

f Ф(p, t) dp 
CiCc) 

rovnoměrné konverguje vzhladom na premennú t v kazdom konečnom intervale 
<a, Ay, a < A < oo. 

Qá. Integrál 
00 Cn 

f [ f 0(p, t) dp] dt 
a C\(c) 

rovnoměrné konverguje na uzavretej množině čísel Cn leziacich na ciare (c), 
bodom C1 počnúc a oo končiac. 

Potom platí: 
oo oo oo oo 

/ [ / 0(p, t) dt] dp = f [ f 0(p, t) dp] dt. (3) 
C\(c) a a C\(c) 

D ó k a z . Keďže sú splněné podmienky predchádzajúcej vety, podlá nej pre 
každé konečné Gn na čiare (c) bude platit: 

Cn oo 00 Cn 

f [ f 0(p, t) dt]dp = f [ f 0(p, t) dp] dt. (4) 
C\(c) a a C\(c) 
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Rovnost (3) dokážeme z rovnosti (4) tak, že spočítáme limitu pre Cn idúce do 
nekonečna po ciare (c) z obidvoch stran rovnosti (4). 

Najprv vyšetříme limitu právej strany rovnosti (4), t. j . 

Ukažme si, že integrál 

lim f [ f Ф(p, t) dp] dt. 
Cn-*«> a ö i ( ć ) 

f [ f ф(p, t) dp] dt 
a C І ( C ) 

existuje. Za tým účelom si dokážeme, že integrál 

oo 

/ 0(p, t) dp 
C&) 

je spojitou funkciou parametra t v každom konečnom intervale (a, A}, kde 
a < A < oo. V predchádzajúcej vete sme dokázali, že integrály pre každé 
konečné Cn\ 

Cn 

f 0(p, t) dp 
Ct(r) 

sú spojitými funkciami parametra tz (a, A}. Podlá předpokladu Q3 rovno
měrné konverguj ú vzhladom n a i v danom intervale pri Cn ~> oo po čiare (c). 
Keďže rovnoměrné konvergentná postupnost spojitých funkcií má spojitú 
limitnú funkciu, integrál 

/ Ф(p, t) dp 
Ct(c) 

je spojitou funkciou parametra t v každom konečnom intervale tz (a, A}, 
kde a < A < oo. Z tohto výsledku a z podmienky Q± vyplývá, že integrál 

oo oo 

/ [ / ф(p, t) dp] dt 
a dic) 

existuje. Označme jeho hodnotu M2 

Teraz si ukážeme, že limita 

oo C„ 

a Cx(c) 

existuje a že sa rovná číslu M, 

}™f[fф(p,t)dP]dt 

139 



Za tým účelom vyšetříme rozdiel 

U(Cn) = Mt — f [ f 0(p,t)dp]dt 
Cn 

í 
00 00 

= / [ / &(p, t) dp]dt — f[f &(p, t) dp] dt = 
a C\(c) a Ci(c) 

oo oo A oo oo oo 

= / [ / ®(P, t) dp] dt = f [ f 0(p, t) dp] dt + / [ / 0(p, t) dp] dt = 
a Cn(c) a Cn(c) A Cn(c) 

A co oo co oo (7n 

= / [ / &(P, t) dp] dt + / [ / 0(p, t) dp]dt—f[f 0(p, t) dp] dt. 
a Cn(c) v. A (\(c) A C\(c) 

Máme 

\U(Cn)\<z\f[ f0(p,t)dp]dt\ + 
a ('„('O 

00 00 OO Cn 

+ \f[f #(í>, t) dp] dt\+\f[f 0(p, t) dp] dt I. 
A (\(c) A C\(c) 

Aby sme dokázali naše tvrdenie, stačí ukázat, že k lubovoinému číslu e > O 
existuje číslo C0 na čiare (c) také, že pre všetky čísla Cn, ležiace na čiare (c) 
počnúc bodom C0 a nekonečnom končiac, je | U(Cn) \ < e. 

£ 
Nech je dané číslo e > 0. Z podmienky QA vyplývá, že k číslu — > O existuje 

ó 
číslo A0 > O také, že pre každé A > A0 platí: 

00 00 oo Cn 

I / [ / 0(p, t)dp]dt\<\ a | / [ / 0(p, t) dp] dt | < 1 . 
A (\(c) ó A C\(c) 

£ 
Z podmienky Q3 vyplývá, že k číslu ——-t——- > O existuje také číslo B na čiare 

3(^x—a) 
(c), že pre všetky čísla Cn ležiace na čiare (c) medzi bodom B a oo je 

00 

I J Ф(p,t)dp 
C»(в) 

^ҖÄ^ã)' a<A<™ 

pre všetky t z každého konečného intervalu <a, A}. Tvrdíme, že toto číslo B má 
Madanú vlastnost čísla C0 na čiare (c). Skutočne. Nech je A > A0 a C n nech leží 
medzi bodom £ a co na čiare (c). Potom je 

' p < c - > i < / 3 < 3 ^ ) d i + ! + ! = * • 
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Z tohto vyplývá, že limita 
00 Cn 

lim f [ f Ф(p, t) dp] dt 
Cn^ oo a Cг(c) 

existuje a že sa rovná číslu M2. 
Teraz vyšetříme limitu lávej strany rovnosti (4), t. j . limitu 

Cn 00 

lim f [f 0(p, t) dt] dp. 

Z rovnosti (4) pre každé konečné Gn a existencie limity právej strany a jej hod
noty M2 vyplývá aj existencia limity lávej strany rovnosti (4) a jej rovnosť 
číslu M2. 

Nakoniec dostáváme: 

oo oo 

/ [ / 0(P, t) dt] dp = f [ f 0(p, t) dp] dt. 
C\(c) a a Cx(c) 

Týmto je dókaz druhej pomocnéj vety o zámene integračného poradia pri 
nevlastných integráloch hotový. 

Pre ďalšie účely připomeňme následujúce známe věci. Majme nejakúfunkciu 
F(t), ktorá spíňa tieto předpoklady: 

Pí- F(t) je komplexná funkcia reálnej premennej t, definovaná v intervale 
(— oo, oo) a rovná nule pre t < 0. 

P 2 . F(t) a F'(t) sú v každom konečnom intervale spojité, okrem konečného 
počtu bodov nespojitosti prvého druhu. 

P 3 . Existuje také reálné číslo cr0, že integrál 

oo 

/ e-^ť F(t) dt 
o 

absolutné konverguje. 
Potom jej Laplaceova transformáoia má tieto vlastnosti (pozři fl] str. 78): 
a) Laplaceov integrál 

Lt{F(t)}p = fe-P'F(t)dt = F(p) 

konverguje absolutné a rovnoměrné pre všetky komplexné čísla p, spíňajúce 
nerovnosť Re(p) > cr0 a v oblasti Re(í>)> <x0 je regulárna funkcia premennej p. 

b) Ak integrál 

/ e-* | F(t) | dí 
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nekonverguje pre všetky p, existuje reálné číslo aa, tzv. úsečka absolutné] 
konvergencie, že pre Re(p) > aa tento integrál konverguje a pre Re(p) < aa 

tento integrál nekonverguje. Zrejme je aa ^ a0. V případe, že uvedený integ
rál konverguje pre každé p, móžme položit aa = — co. 

c) Pre výpočet originálu, t. j . funkcie F(t) platí tento vzorec (pozři [3], 
str. 212): 

F(t + 0) + F(t — 0) 
a-r иu 

lim — - / F(p) . eìH åp 
w-*oo - ^ т а J 

2 

^(í + o) 

•, t > o, 

t = o, 
2 

; 0, ř < 0. 

Integruje sa po priamke, rovnobežnej s imaginárnou osou, pričom je a ^ a0. 
Teraz pristúpime ku podstatnej časti tejto práce. 

Veta. Nech sú splněné tieto podmienky: 
1. Nech funkcie u(t), v(t), u[f(t)], v[g(t)], u[f(t)] . v[g(t)] spínajú předpoklady 

P P P 
2. Nech funkcie f(t) a g(t) sú kladné a spojité v polouzavretom intervale 

<0, oo). 
3. Nech existujú čísla y >̂ 0, b ^ 0, c / ^ 0 , a r ^ O také, ze Laplaceove 

integrály 
oo oo 

f e-<'1 . eM-* dí, f e~dt. e*ř>-* fa, 
o o 

f7 + ioo r + ioo 7 + íoo 

- ^ J Lt{«(ť)}zd2. ^ J L.MOl.d*, ^ J* L.{ií[/(í)}w di* 
a —i OD %—ico y — ioo 

absolutné konverguje. V posledných troch integráloch sa integruje po priam-
kach, rovnoběžných s imaginárnou osou. 

Potom Laplaceova transformácia súcinu dvoch zlozených funkcií sa vypočítá 
podlá vzor ca: 

7,+i oo 

L.W(0] -v\g(t)]}P= 2.^ j Ji(w).Js(p — w)dw, (5) 
y — ioo 

kde Re(p) >̂ y + <5, 

rr + ioo T + íoo 

^i(^) = TT^ / ™(z) • ^ > *) dz> J*(P — ™) = o—; I 0 00 • ý (í> — w,«) d8, 
-5 TO J ZTO / 

a — ioD T — ÍCO 

oo oo 

(I5(w, z) = j e-wt . ef{t)-z át, yi(p — w,s)=j e~^~w)t . eg(t)-s . dt, 
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u(z) = f e~zt u(t) dt, v(s) = f e~st .v(t)dt, 
o o 

Re(z) ^ cr, Re(w) ^ 7, Re(8) ^ r, Re(^p — w) > d. 

Vo vzorci (5) a v integráloch pre J±(w) a J2(p — w) sa integruje po priamkach, 
rovnoběžných s imaginárnou osou. 

Poznamenáváme, že integrál vo vzorci (5) a integrály pre J±(w) a J2(p — w) 
sú oby čaj né nevlastně integrály v dósledku urobených predpokladov na za-
čiatku tejto vety. 

D ó k a z . Do Jx(w) dosadíme za qj(w, z) a dostaneme: 

o 4- i 00 00 

Jx(w) = ~~. i u(z)\ i e-*" . e'«>-2 dt \ áz, Reíw) > r. 
o—ico O 

Tento integrál splňuje podmienky pre lemmu 2 o zámene íntegračnéno poraaia. 
S k u t o č n e . Podmienka Q± žiada, aby funkcia u(z) e~wt . ef{thz bola spojitá ako 
funkcia dvoch premenných pre všetky dvojice (z, t), pre ktoré platí t£ <0, A), 
0 < ^ 4 < o o a z j e lubo volný bod na integračnej priamke. Kedze u(z) je regu-
lárna v oblasti ~Re(z) > a0, a0 < a a/(ř) je spojitá podlá předpokladu 2 v polo-
uzavretom intervale < O, 00), táto podmienka je zřejmá splněná. 

Podmienka Q2 žiada, aby integrál 

00 

f e~wt . ef(thz . u(z) dt, Re(w) ^ y, 
o 

rovnoměrné konvergoval vzhladom na premennú z na priamke Re(z) = a. 
Tento integrál je na nej podlá předpokladu 3 absolutné konvergentný. Odtialto 
vyplývá i jeho rovnoměrná konvergencia vzhladom na premennú z na priamke 
Re(z) = a. 

Podmienka Q3 žiada, aby integrál 

o + ^oo 

— T / u(z) . ef{t)'z . e~]ct dz Im J 

rovnoměrné konvergoval vzhladom na premennú t v každom konečnom inter
vale <0, A), kde O < A < 00. Tento integrál, podlá předpokladu 3, absolutné 
konverguje pre všetky hodnoty t, ktoré ležia v každom konečnom intervale 
<0, A), kde O < A < 00. Odtialto vyplývá i jeho rovnoměrná konvergencia 
vzhladom na premennú t v každom konečnom intervale <0, A), kde O < A < 00. 
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a + LФ 

Podmienka QA žiada, aby integrál 

co G + 

[ e-*'\^-. [ e'«>*. u(z) dz\ dt 
O o—ico 

rovnoměrné konvergoval na uzavretej množině čísel co, ležiacich na priamke 
Re(z) = a. Tento integrál je podlá předpokladu 3 absolutné konvergentný pre 
všetky hodnoty co z intervalu <0, co) a aj pre co = co. Odtialto vyplývá i jeho 
rovnoměrná konvergencia na uzavretej množině čísel co, ležiacich na priamke 
Re(z) = a. 

Použij úc výsledok lemmy 2, po zámene integračného poradia dostáváme 

oo a + i OD 

Jx(w) = f e - » . | - L [ e " ( ) í . u(z) dž\ dt, Re(w) ^ y. 
O a—ico 

Zaveďme označenie r* = f(t). Po dosadení do predchádzajúceho integrálu 
dostaneme 

oo a + ioo 

Ji(«0 = / e-wř — / e*** u(z) dz dt, Re(w) ^ y. 

Pri použití vlastnosti c), /(£) je kladná podlá předpokladu 2, Ji(w) bude mať 
tento tvar 

co 

Jx(w) = / e-»; . u(x*) dt = Lt{u(r*)}w, Re(w) ^ y. 
U 

Nakoniec po dosadení T* =/(ř) dostaneme 

Jx(w) - W ) ] } , Re(w) ^ y . 

Analogickou úpravou dostaneme 

00 

J2(p — w) = f e-<*>-")( . v[g(t)] dt, Re(í) — w)^d. 

Tieto výsledky dosadíme za Jx(w) a J 2 (p — w) d 0 p r a v e j strany vzorca (5). 
Dostaneme 

y + ioo oo 

F { p ) = é ~ j L>Wf{t)V»-{fe~(P~wU-vl9(t)]dt\dw, Re(p)^y + d. 
'/—ico O 
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Analogicky, ako pri J^w) čitatel si lahko dokáže, že aj tento integrál splňuje 
podmienky pre lemmu 2 o zámene integracného poradia. Po zámene dostaneme 

oo y + ioo 

F(p) = f e--" . v[g(t)] ^ I e * . Lt{u[f(t)]}., dw] dt, Re(p) ^ y + d. 
O 7—ico 

Pri použití vlastnosti c) z tohto dostáváme 

oo 

F(p) = f e-?t. v[g(t)] . u[f(t)] . dt, Re(p) ^ y + Ó, 
o 

co bolo třeba dokáza l 

P o z n á m k a l. Položme v (5) f(t) = t, g(t) = t a dostaneme vzorec pre 
Laplaceovu transformační súčinu dvoch jednoduchých funkcií: 

y+ioo 

Lt{u(t) . v(t)}p = — / ú(w) . lů(p — w) áw, He(p) ^ y + d. (6) 
y — i co 

Tento vzorec uveřejnil G r i n b e r g [4]. 

P o z n á m k a 2. Vo vzorci 
00 

Lt{u\f(t)].v\g(t)]}p = f e~" . u[f(t)] . v[g(t)] . dt, Re(p) ^ y + d 
o 

položme f(t) = t. Dostaneme 

oo 

Lt{u(t) . v[g(t)]}p = f e-* . u(t) . v[g(t)] dt, íle(p) ^ y + d. 
o 

Označme znakom T * * funkciu g(t). Po dosadení do predchádzajúceho výrazu 
dostaneme 

00 

Lt{u(t) . v^**)}p = f e-* . u(t) . v^**) dt, B,e(p) ^ y + d. 
o 

Vzhladom na to, že r** > O, g(t) > O, podlá předpokladu 2, móžeme s použi
tím vlastnosti c) písat 

v(r**)^2m J et"z-v&dz-
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Po dosadení tohto výrazu do predchádzajúceho integrálu dostáváme 

00 T + ÍOD 

Lt{u(t) . v(r**)}p = f e-"' . u(t) f - L / e *"* . v (z) dsl dř, Re(j>) ^ y + d. 
0 T —ÍOO 

Analogicky, ako pri Jx(x) si čitatel' 1'ahko dokáže, že aj tento integrál splňuje 
podmienky pra lemmu 2 o zámene integračného poradia. Po zámene dostáváme 

т + гoo 

Lt{u(t) . v(r**)}p = ~ f v(z) • f е-?1 . e**** . u(t) dř áz, R e ( » ^ у + д. 

т — ioo 0 

Po dosadení za r** = g(t) a 

oo 

f e-Pt m e<At)z m u ^ dt = Lt{e^-Z u(t)}p, 
o 

dostáváme 
т + г'оо 

Lt{u(t) . v[g(t)]}p = - L f v(z) . Lt{eP«>-' . u(t)}p áz, Re(p) ^ у + <3. (7) 
ZiTÍ% J 

X—ÍOD 

Tento vzorec uveřejnil I v a n o v [5]. 
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П Р Е О Б Р А З О В А Н И Е ЛАПЛАСА П Р О И З В Е Д Е Н И Я ДВУХ 
С Л О Ж Н Ы Х Ф У Н К Ц И Й 

Ю Л И У С Ц А М Б Е Л 

Выводы 

В этой статье доводится теорема о преобразовании Лапласа произведения двух слож
ных функций. Из этой теоремы вытекают результаты Гринберга [4] и Иванова [5]. 

D I E LAPLACESCHE TRANSFORMATION E I N E S 
P R O D U K T E S Z W E I E R 

ZUSAMMENGESETZTEN F U N K T I O N E N 

J U L I U S C A M B E L 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

In dieser Arbeit wird ein Satz über die Laplacesche Transformation eines Produktes 
zweier zusammengesetzten Funktionen bewiesen. Aus diesem Satz folgen die Resultaten 
von Grinberg [4] und Ivanov [5] als spezieller Fall. 
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