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UBER EINE ANORDNUNG DER KNOTENPUNKTE
KUBISCHER GRAPHEN

HANSJOACHIM WALTHER, Ilmenau (DDR)

Wir behandeln endliche zusammenhéngende, ungerichtete, schlingenlose
Graphen. Ein Kreis eines Graphen @ ist eine einfache geschlossene Kantenfolge
von G. Ein Baum ist ein zusammenhéingender, kreisloser Graph. Der Abstand
d(xz, y) zweier verschiedener Knotenpunkte von G ist gleich der Minimalzahl
der x und y verbindenden Kanten in G. @ heisst zweifach zusammenhéngend,
wenn es durch irgendzwei Knotenpunkte von G mindestens einen Kreis von ¢
gibt. Die Valenz v(x) eines Knotenpunktes « ist die Anzahl der mit x inzidenten
Kanten. Ein Faktor p-ten Grades von G ist ein Untergraph @’ von @, der
dieselben Knotenpunkte wie G' hat und dessen Knotenpunkte alle die Valenz p
haben.

M. Sekanina [2] bewies, dass man die Knotenpunkte eines zusammen-
hingenden Graphen G derart in einer Folge F = (x1, ..., ) bei beliebiger
Wahl von «; und x, schreiben kann, dass d(x;, z;11) £ 3 (¢ =1,...,m — 1)
in @ gilt.

F. Neuman [1] gab eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an,
dass man die Knotenpunkte eines Baumes B derart in einer Folge F' = (x4, .
xm) anordnen kann, dass d(x;, 2441) £ 2(¢6 = 1,...,m — 1) in B gilt.

In dieser Arbeit wird der folgende Satz bewiesen:

ey

Satz. Sei I' ein zweifach zusammenhdngender kubischer (1) Graph. Dann kann
man die Knotenpunkte von I' derart in einer Folge F = (x1, %2,..., Tm, Tm+1 = 1)
anordnen, dass d(x;, x;+1) £ 2 (¢t =1, ..., m) ist.

Zunichst beweisen wir einen Hilfssatz:

Hilfssatz. Sez G ein planarer, zusammenhdngender Graph mit folgenden
Eigenschaften:

(a) Fiir einen beliebigen Knotenpunkt x gilt entweder v(x) = 2 oder v(z) = 3,
(b) Die Kantenmenge setzt sich aus zwer Mengen K und E zusammen, wober K

@ d. h. ein Graph, in dem jeder Knotenpunkt mit genau drei Kanten inzidiert.
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die Vereinigung von n disjunkten Kreisen k; der Linge = 2 ist, und eine Kante
e € E verbindet verschiedene Kreise von K,

(c¢) Nach Entfernen einer beliebigen Kante von E ist der entstehende Graph
nicht mehr zusammenhdngend (Abb. 1 zeigt einen solchen Graphen ).
Dann gibt es eine Anordnung F = (x1, ..., Ty, Tn+1 = x1) der Knotenpunkte von G
mit folgenden Eigenschaften:

(1) Fur den Abstand d(x;, xi+1) zweier in F aufeinanderfolgender Knotenpunkte
gilt

dzg, xi1) £ 2 G, i=1,...,m,

(2) Set W = (x, c1,¢€2,...,C1,y) ein Weg von @, wobei v(x) = v(y) = 3 und
v(e) =2,1=1,2,...,lin G gelte. Dann gibt es einen Folgenabschnitt F' von F
mat

F'=(x,c1,...,¢)oder F' = (c1,...,¢1,¥) .

Es kann auch x = y sein. Am Ende der Arbeit wird gezeigt, dass jeder Graph

mit den Eigenschaften (@), (), (¢) planar ist.

Abb. 1

Beweis des Hilfssatzes: Besteht die Menge K der Kreise nur aus
einem Element %, dann ist der Hilfssatz sicher richtig, da in dem Fall @ nur
aus einem Kreis

k= (xl, L2y eoey Xy y Tyl — .’L‘l)
besteht. F' = k ist dann die gesuchte Knotenpunktanordnung. Besteht K aus

genau zwei Kreisen und F aus einer diese beiden Kreise verbindenden Kante

(Abb. 2), dann ist
F = (x, bly b29 ~-'yb8, Yy, a1, az, ..., ai‘,x)

Abb. 2
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eine zuldssige Knotenpunktanordnung. Wir nehmen an, dass der Hilfssatz
fur alle Graphen richtig ist, die = n Kreise k; besitzen.

Es sei nun die Anzahl der Kreise von K gleich » + 1 (» = 2). Man sieht
unschwer, dass £ dann genau n Kanten enthilt. Dann gibt es aber einen
hingenden Kreis k € K, das ist ein Kreis, der nur einen Knotenpunkt x der
Valenz 3 besitzt. Es sei e = (z, y) die Kante von £, die £ mit dem Rest von

verbindet, dabei 'liege y auf dem zu k ,,benachbarten® Kreis k' (Abb. 3).

Abb. 3

Seien » und v die Knotenpunkte der Valenz 3 von %', so dass es zwischen y
und % (bzw. v) hochstens Knotenpunkte der Valenz 2 gibt. (evtl. ist v = v).
Mindestens einen solchen Knotenpunkt gibt es, da G' zusammenhéngend ist
und da n = 2, also |E| = 2 ist.

Der Graph @' =G — k — (x,y) besitzt nach Induktionsvoraussetzung
o. B. d. A. eine Knotenpunktanordnung

Fr=(.,ub1,....,.0 =9, by1,..., b5, ...),
dabei ist 2 = 1 (denn in G’ hat y die Valenz 2). Evtl. ist
s=1.
1. 2 = 1. Dann ist
F=(.uz0,...,8,y=>0,b...,b0s,...)
eine zulédssige Knotenpunktanordnung in G.
2.4 > 1. Dann ist
F=(..,ub,...;0 1,2,a1,...,8,y = by, bys1, ..., bs, ...)

eine zuldssige Knotenpunktanordnung von G. Damit ist der Hilfssatz bewiesen.

Der Beweis des Satzes ergibt sich nun unmittelbar. Wir haben nur zu
zeigen, dass ein beliebiger kubischer, zweifach zusammenhidngender Graph I
einen Teilgraphen @ besitzt, der den Voraussetzungen des Hilfssatzes gentigt.

Nach dem bekannten Petersenschen Satz zerfillt I" in einen Faktor K
zweiten Grades, bestehend aus isolierten Kreisen und in einen Faktor E° =
= I" — K ersten Grades. Wahlt man nun eine solche Teilmenge £ < E’, die
die Eigenschaft besitzt, dass der Graph K U E zusammenhingend ist, jedoch
nach Entfernen einer beliebigen Kante von E zerfillt, dann kann man den

332



so entstehenden Graphen @ sicher auf der Ebene zeichnen (Man bilde etwa
aus G einen Graphen @ wie folgt: Jedem Kreis k; von K ordne man einen
Knotenpunkt %; von G’ zu. Man verbinde in G’ die Knotenpunkte k; und k;-,
wenn die ihnen entsprechenden Kreise in G durch eine Kante aus E verbunden
sind. @ ist ein Baum, den man in der Ebene zeichnen kann. Nun ,,blase*
man die Knotenpunkte k; von G’ wieder zu den entsprechenden Kreisen %; auf.
Der entstehende Graph ist isomorph zu @). Damit ist der Satz bewiesen.
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