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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S SAV, IX, 2-1959 

0 BIKOMPAKTNÝCH 
TOTÁLNĚ NEKOMUTATÍVNYCH POLOGRUPÁCH 

F R A N T I Š E K K R Ň A N , B r a t i s l a v a 

Pologrupu S nazýváme topologickou, ak množina jej prvkov tvoří topolo
gický priestor a operácia násobenia je v tejto topologii spojitá. Ak tento 
topologický priestor je bikompaktný a Hausdorffov, hovoříme, že pologrupa 
je bikompaktná a Hausdorffova. V celej práci sa pojednává len o topologických 
Hausdorffových bikompaktných pologrupách. Kvóli kratšiemu vyjadrovaniu 
budeme hovoriť stručné: pologrupa S, namiesto Hausdorffova bikompaktná 
pologrupa S. 

Zápis ACS znamená vždy, že množina A je vlastnou podmnožinou mno
žiny S na rozdiel od zápisu A E S, ktorý pripúšťa A = S. Symbol A znamená 
uzávěr množiny A. 

Pre pohodlie čitateía pripoinenieme niekolko známých poznatkov, ktoré 
v dalších úvahách používáme. (Podrobné dókazy pozři v [4].) 

Hovoříme, že prvok a £ S patří k idempotentu e a , ak ea je jediným idempo-
tentom € A ={a, a2, ...'}. Každý prvok a G S patří k jednému a len k jednému 
idempotentu. Súhrn všetkých prvkov € S, ktoré patria k idempotentu ea> 
označíme znakom Ka. Platí S = u Ka. Množiny Ka sú disjunktně a každá 
z nich obsahuje ako podmnožinu istú maximálnu uzavretú grupu Ga, ktorá 
má e,t za jednotkový prvok; Ga

 c Ka. Ak a € Ka, ea € Ka, potom aea = eaa. 

Vo všeobeenom nekomutatívnom případe množiny Ka nie sú nutné pologrupy. 
Cielom práce je ukázať, ako sa výsledky práce [1] prenášajú na Hausdorffove 

bikompaktné pologrupy. 
Najprv pojednáme všeobecné o totálně nekomutatívnych pologrupách. 
Hausdorffovu bikompaktnú pologrupu S nazveme t o t á l n ě n e k o m u t a t í v-

n o u , ak: 
1. obsahuje aspoň dva idempotenty, 
2. pre každé dva rózne idempotenty ea 4= fy j e eae

ti + e/?ea-
Totálně nekomutatívna pologrupa nemá ani nulový ani jednotkový prvok. 

Súčin idempotentov nemusí byť idempotent. Tak napr. v práci [6] je uvedený 
na str. 188 příklad konečnej totálně nekomutatívnej pologrupy, v ktorej súčin 
niektorých idempotentov nie je idempotent. Rovnako ako v práci [1] (pozři 
lemmu 1) sa však dokáže, že ak náhodou eae^ = e^, potom je ê  . ea — e a . 
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Názov totálně nekomutatívna pologrupa je odóvodnený touto větou: 
Veta 1. Centrum totálně nekomutativně] pologrupy S je prázdna množina. 
D ó k a z . Vetu dokážeme nepriamo. Predpokladajme, že centrum Z je ne

prázdné a že teda existuje taký prvok c € Z S $ , že pre každé x £ S je xc = cx. 
Úplnou indukciou z toho vyplývá, že aj C = {c, c1, . . . } g Z , Dokážeme naj-
prv, že z nášho předpokladu vyplývá, že aj C S L . 

Predpokladajme. že existuje taký prvok C £ C, ktorý nepadne do Z. Potom 
existuje taký prvok x0 € S, že £x0 4= x0£. Vzhladom na předpoklad, že polo
grupa S je Hausdorffova, existujú také okolia U(£x0), U(X0L) prvkov £x0, x0£, 
že 

U(Cx0) n U(x0Q = 0. (1) 

Zo spojitosti násobenia vyplývá ďalej existencia takých okolí U^XQ), 

t i(C), Us(x0) U2(C), že 
UM 11,(0 £ ř7(ff0C), 
v2(C) !72K) £ v(f.-r0). 

Nech 

Z (2) a (3) dostáváme 

U(x0) Æ řĵ íжo) n lЛ(æ0), 

!7(C) ş vЛí) n Í/2(C). 

Г7(.г-0)ГJ(C)SЩ^oC), 

C/(f)C7(ж„)ęU(^). 

(2) 

(3) 

(4) 

Pretože £ (E (7, obsahuje každé okolie prvku £ nějaký prvok ležiaci v C. 
K nášmu okoliu c7(£) existuje teda také prirodzené číslo k, že ck € ř7(£). 
Podlá (4) dostáváme: 

x0c
keU(x0)U(£)^U(x0t), 

ckx0eU(OU(x0)gU(Cx0). 

Pretože prvok ck je záměnný s každým prvkom € S, máme: 

x0c
k = ckx0, teda x0c

k £ U(x0Q) n L7(£a;0). 

To je spor so vzťahom (1). Dokázali sme, že z předpokladu c € Z vyplývá C £ Z. 
Označme jediný idempotent ležiaci v C znakom e . V pologrupe S existuje 
však aj další idempotent e. Pretože ey leží v centre pologrupy S, platí e e = ee„. 
To je v rozpore s predpokladom, že S je totálně nekomutatívna pologrupa. 
Předpoklad Z 4= 0 J e teda nesprávný. Preto je Z = 0. 

Veta 2. Každá množina Ka totálně nekomutativně] pologrupy S je pologrupa. 
D ó k a z . Nech a € Ka, be Ka. Máme dokázat, že db € Ka. Predpokladajme, 

že ab patří k idempotentu ey, t . j . e? je jediný idempotent ležiaci v množině 
C = {(ab), (ab)2, . . . }. Utvořme súčiny eaey, eyea a predpokladajme, že eaey 4= 
4= e ; /ea. Potom existujú také okolia prvko v e a e / ? eyea, že 

U(eaey) n U(e.,ea) = 0. (9) 
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Zo spojitosti násobenia plynie opat existencia takých okolí !Ji(eJ, Ux(e7), 
U2(ea), v2(e ), že 

vi(ejv1(e,)gř7(eae;.), 
Ut(e?)Ui(ea)£U(e..ea).

 ( ' 
Nech 

U(eJiUi(eJnv2(eJ, 
U(e.,)QU1(e7)nU2(e7).

 { ' 
Z (10) a (II) vyplývá: 

U(eJU(e,)gv(eae,), 
U(e7)V(ea)QU(e.,ea).

 ( M 

Pretože ey leží v uzávěre množiny C = {(ab), (ab)2, . . . }, obsahuje každé 
okolie prvku e? nějaký prvok € C. K nášmu okoliu U(ey) existuje teda také 
prirodzené číslo 8, že (ab)s 6 U (e?). Podlá (12) máme potom 

ea(abyeU(ea)U(e7)£U(eaey), 

(abyeaeU(e7)U(ea)^U(e7ea). 

Avšak eaa = aea, eab = bea, teda 

ea(ab) (ab) . . . (ab) = (ab) (ab) . . . (ab) ea, 

s — činitelov s — činitelov 
t . j . 

ea(ab)s e U(eae7) n U(eyea). 

To je v rozpore s (9). Náš předpoklad je teda nesprávný, a preto eaey = e.,ea. 
Vzhíadom na totálnu nekomutatívnost pologrupy S vyplývá z tohto vztahu 
ea = e„, t. ]., ab patř í k idempotentu ea, teda ab € Ka, č. b. t. d. 

Veta 3. Každá množina Ka totálně nekomutativně] pologrupy S je uzavretá. 
D ó k a z . J e známe (pozři [4], lemma 9), že ak eačKa a množina Ka nie je 

uzavretá, potom Ka obsahuje aspoň jeden další idempotent e^ 4= ea. Ak 
e^ € Ka, potom (pozři [4] lemma 11) platí ea = eae^ = e^ea. Keby množina Ka 

nebola uzavretá, mali by sme spor s predpokladom, že pologrupa S je totálně 
nekomutat ívna. Teda každá množina Ka je uzavretá. 

Veta 4. Kazdy cbojstranný ideál J totálně nekomutativně] pologrupy S obsa
huje všetky idempotenty € $ . 

D ó k a z . J e známe (pozři [5], veta 2), že každá Hausdorffova bikompaktná 
pologrupa S má jediný minimálny obojstranný ideál N, ktorý je bikompaktný 
(v relatívnej topologii). Stačí preto, ak dokážeme, že každý idempotent € S 
leží v N. Bikompaktná množina N obsahuje aspoň jeden idempotent. Označme 
ho ea; ea £ N. Ak N = S, nemáme co dokazovat. Nech N 4= S. Předpokládá jme, 
že existuje aspoň jeden idempotent e€S — N. Utvořme súčin eea = p. Zrejme 
platí 

p = eeaeSNQN. 
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Teda je 
P = {p, p\ p 3, . . . } g N a P g N~= N. 

Množina P obsahuje jediný idempotent, označme ho e^. Tvrdím ee^ = e ? . 
Dokážeme to nepriamo. Keby platilo ee^ 4= e ,̂ existovali by disjunktně okolia 
prvkov ee í ? ei} t. j . 

U(ee(í) n ť/^e,) = 0. (a) 

Zo spojitosti násobenia plynie existencia takých okolí U(e), U2(e.}), že 

U(e)U2(eiJ)^U(eeiJ). 
Ak 

P f e l i ^ l n U2(efl), 
potom tým skór je 

U(e) U(ef,) n U(etj) = 0. (b) 

Avšak e^eP, preto existuje také prirodzené číslo k, že pk = (eea)
k £ f/(e?). 

Zrejme je e(eet)^' € ř/(e) U(er]). Avšak e(eea)^ = (eea)
k, teda 

(eej- € U(e) ř7(e„) n U(e9). 

To je v rozpore so vzťahom (b). Preto je ee^ = e;i. Z rovnice ee^ = etj vyplývá 
(pozři [1]. lemma 1), že 

e = e.eeNS^N. 

To je spor s predpokladom e € S — N. Tým je dokázané, že množina S — N 
neobsahuje žiadny idempotent. Teda A7 obsahuje množinu E všetkých idempo
tento v pologrupy S, c. b. t. d. 

Veta 5. Zjednotenie všetkých maximaInych grup totálně nekomutatívnej polo
grupy S je N. Maximálně gritpy sú navzájom izomorfně. 

D ó k a z . Je známe (pozři [5] veta 4L a 4R), že pre každý idempotent ečN 
je Ne (resp. eAT) mininiálny lavý (resp. pravý) ideál z S. Ďalej je známe, že 
v pologrupe, ktorá má aspoň jeden minimálny lavý a aspoň jeden minimálny 
pravý ideál, existuje minimálny obojstranný ideál A7 a tento je zjednotením 
disjunktných izomorfných uzavretých grup. Ak S je totálně nekomutatívna 
pologrupa, leží podlá vety 4 každý jej idempotent v ideále N. V dósledku toho 
platí pre každú maximálnu grupu Ga vztah Ga £iV. Pretože 8 nemá žiadne 
iné maximálně grupy, je zjednotenie všetkých maximálnych grup (v totálně 
nekomutatívnej pologrupe) množina N a všetky tieto grupy sú izomorfně. 
Tým je veta 5 dokázaná. 

Nasledujúce příklady slúžia na ilustráciu odvodeňých viet. 
P ř í k l a d 1. Nech S je pologrupa komplexných čísel z= Qei(p, pre ktoré 

o < r 5̂  | z | ^ 1. Topológia nech je obyčajná topológia v komplexnej rovině. 
Násobenie nech je definované takto : zx O z2 = QXe^- O Q2e

i(p* = QXe^i+^2). To je 
totálně nekomutatívna pologrupa. (Přitom je táto pologrupa zrejme neperio-

104 



dická.) Idempotentmi sú všetky reálné čísla Q € <r, 1>. Pre každý idempo-
tent Q je SQS = S, preto N = n SQS = S (pozři [5], veta 2). Pre každý 

idempotent Q £ N je L = NQ = N = S, t. j . jediný minimálny lavý ideál 
pologrupy S je celá pologrupa. Minimálně pravé ideály pologrupy S sú množin}!" 
R = QN = {z\\z\ = Q}. Teda je RQ = K = G . Maximálně grupy G0 sú 
vzájomne izomorfně. (Poznamenávám, že předpoklad r > 0 je nutný, aby 
násobenie bolo asociativně, teda aby S bola pologrupa.) 

P ř í k l a d 2. Nech S je pologrupa komplexných čísel z, pre ktoré 
l; 5g | z | fg 1. Topológia nech je obyčajná topológia v komplexnej rovině. 
Násobenie nech je definované takto: zx O z2 = QX e

i(^ Q p2e^- = min (Q19 J) e ' ^ 1 4 ^ . 
To je totálně nekomutatívna (neperiodická) pologrupa. Idempotentmi sú 
reálné čísla Q € <i , i}. Pre každý idempotent Q je SQS = {z \ ^ ^ \ z \ ^ 
< : ! ] = : N. Pre každý idempotent Q je L = NQ = N 4- $, t. j . iV je je
diný minimálny íavý ideál pologrupy S. Keďže Rf) = QN = {z\ \ z\ = Q}, 
sú množiny R minimálně pravé ideály pologrupy S. Pre O€<i, i) je 
Rt, = K„ = G„;We Q = \ je B, = G{ = {z\\z\ = 1} ^ Kh = {z\\ ^\z\ ^l). 
Platí N = u G . Maximálně gru])y G sú vzájomne izomorfně. (Všimnime si 

výslovné, že S je totálně nekomutatívna pologrupa, v ktorej N 4= S.) 

P ř í k l a d 3. Nech prvkami pologrupy S sú dvojice reálných čísel (x, y); 
0 5̂  x ^ i; 0 ^ y ^ l. Topológia nech je obyčajná topológia v rovině. 
Násobenie nech je definované takto: (xl9 yt) O (x2, y2) = xxx2, y2). Toto je 
totálně nekomutatívna pologrupa. Množina idempotentov je E = {(0, y); 
0 < y ^ 1}. Pre každý idempotent ey = (0, y) je SeyS = E, preto N = 
= n SeyS = E. Pre každý idempotent ey je Ry = eyN = (0, y) E = E = N, 

elfE 

t. j . jediný minimálny pravý ideál pologrupy S je N = E. Minimálně lavó 
ideály pologrupy S sú množiny Ly = N(0, y) = E(0, y) = {(0, y)} = {ey} = Gy. 
Platí N = u Gy; to je disjunktně zjednotenie jednoprvkových maximálnych 
grup. 

Teraz dokážeme dve vety o maximálnych obojstranných ideáloch, ktoré nám 
umožnia dokázat vety 8 a 9. Tieto vety podrobnejšie objasňujú strukturu 
totálně nekomutatívnych pologrúp. 

Oboj stranný ideál J sa nazývá maximálny, ak neexistuje obojstranný ideál Jr 

spiňujúci vzťah JCFC S. 
Známy je tento výsledok (pozři [3], veta 1): Každý vlastný obojstranný 

ideál bikompaktnej pologrupy S je obsažený v nejakom maximálnom vlastnom 
obojstrannom ideáli. Každý vlastný obojstranný maximálny ideál je otvorený. 

Dokážeme najprv tuto vetu: 

Veta 6. Nech S je totálně nekomutatívna bikompaktná pologrupa. Pre každý 
jej maximálny obojstranný ideál J platí S*^J. 

D ó k a z . V práci [3J je dokázaná tá to veta: Ak S je bikompaktná polo-
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grupa a množina jej idempotentov je obsažená v nejakom jej obojstran-
nom vlastnom ideáli J, potom S2 i J. V případe totálně nekomutatívnej 
pologrupy je E^N (veta 4). Teda množina E je tým skór obsažená v kaž-
dom obojstrannom maximálnom ideáli J a v dósledku toho je správné tvr-
denie vety 6. (Pozři analogický výsledok v [1], lemma 2.) 

Veta 7. Nech v totálně nekomutatívnej pologrupe S je S — S2 4= 0; potom 
každý jej maximálny obojstranný ideál má tvar Ja = S — {a}, kde a G S — S2. 

D ó k a z . Nech A je [libovolná množina obsažená v S — S2. 
Platí : 

S(S2 u A) = AS3 U SA S S2
 U S2 S S2

 U A, 

(S2 u A) S = £3 u AS £ S2 u S2 £ S2 u A. 

Teda S2 u A je obojstranný ideál pologrupy S. Ak ku množině S2 přidáme 
všetky prvky množiny S — S2 okrem jednoho prvku, dostáváme zrejme 
maximálny ideál z S. Keďže v totálně nekomutatívnej pologrupe leží (podlá 
vety 6) S2 v k a ž d o m maximálnom obojstrannom ideáli, dostáváme takto 
v případe totálně nekomutatívnej pologrupy, v š e t k y maximálně obojstranné 
ideály z S. 

DOsledok vety 7. Ak v totálně nekomutatívnej pologrupe je S — S2 4= 0, 
potom prenik všetkých maximálnych obojstranných ideálov pologrupy S je S2. 

Veta 8. Nech S je totálně nekomutatívna pologrupa. Potom S = S2 vtedy a len 
vtedy, ak S = N (t. j . ak S je jednoduchá pologrupa). 

D ó k a z . 1. Ak N = S, zo vztahu S2CS by vyplývalo S2CN. To však nie 
je možné, lebo podlá deíinície leží N v každom obojstrannom ideáli z S (spe
ciálně Ni S2). Teda S2 = S. 

2. Ak N C S, obsahuje S nějaký maximálny obojstranný ideál J. Přitom 
je N^JCS. Podlá vety 6 je S2 c j a teda S2CS, t. j . S2 4= S. Tým je 
veta 8 úplné dokázaná. 

Veta 9, Nech S je totálně nekomutatívna pologrupa, N jej minimálny oboj-
00 

stranily ideál, potom N = n Sn. 
w = l 

D ó k a z . Utvořme nerastúcu postupnost obojstranných ideálov: 

S^S2?:S*^ ... 

Každý z týchto ideálov obsahuje (podlá vety 4) množinu E všetkých idempo-
CO 00 

tentov pologrupy S. Teda je 0 4= E Ě n Sn. Označme T = n Sn. T je neprázdný 
n -= 1 n = 1 

uzavretý obojstranný ideál pologrupy S (lebo Sn sú uzavřete obojstranné 
ideály). Teda je T vrelatívnej topologii bikompaktná (totálně nekomutatívna) 
pologrupa a platí N £T g S. Je známe (pozři [7], veta 1), že v každej bikom-
paktnej pologrupe je T2 = T. Keďže T = T2, jepodla vety 8 v našom případe 
T jednoduchá pologrupa, ktorá neobsahuje žiadny vlastný obojstranný pod-
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ideál z T. Avšak obojstranný ideál N pologrupy 8 je tým skór obojstranný ideál 
pologrupy T. Zo vztahu N g T vyplývá teda nevyhnutné N = T t. j . N = 

00 

= n Sl, 6. b. t. d. 
w = i 
P o z n á m k a . Význam vety 9 možno si dobré ozřejmit na príkladoch 1 — 3. 

V příklade 1 je S2 = S. V příklade 2 je N = £2 . V příklade 3 je fl* 4= fl*+i 
00 

pre každé prirodzené číslo n a E = N = n Sn. 
n= 1 
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О В П О Л Н Е Н Е К О М М У Т А Т И В Н Ы Х 
ВИ К О М П А К Т Н Ы Х П О Л У Г Р У П П А Х 

Ф Р А Н Т И Ш Е К К Р Н Я Н 

В ы в о д ы 

Хаусдорффову бикомпактную полугруппу .5" называем вполне некоммутативной, 

если: 1. Она содержит по крайней мере два идсмпотепта, 2. д л я двух любых идем-

потентов еа=$=е$ имеет место сле$ Ц= е$ел. Целью этой работы я в л я е т с я исследование 

структуры таких полугрупп. 

В работе доказываются следующие теоремы: 

а) Центром такой полугруппы я в л я е т с я пустое множество . 

б) Множество всех элементов, принадлежащих к фиксированному идемпотепту ел 

(в смысле работы [4]) замкнутая полугруппа . 

в) Минимальный двусторонний идеал N полугруппы ^ содержит все идсмиотенты 

полугруппы б1. Множество N является соединением всех (непересекающихся) макси

мальных групп полугруппы *5\ (Все эти группы изоморфные тоиологуческие группы). 
00 

г) Имеет место равенство А7" = П $1, в частности о" = $2 тогда и только тогда если 

^ явяется простой полугруппой вез н у л я . 

д) Еслих^ — ^ 2 =|= 0, то для любого двустороннего идеала,/имеет место соотношение 

^ 2 ^ ^, в частности каждый максимальный двусторонний идеал имеет вид-/,, = *5 — {с!} 

кде а € .5* — -52. 

ON TOTALY NON-COMMUTATIVE 
BICOMPACT S E M I G R O U P S 

F R A N T I S E K K R N A N 

S u m m a r y 

A Hausdorff b icompac t semigroup S is called totallyr n o n - c o m m u t a t i v e if: 1. i t has a t 

least two idempotents, 2. for every couple of i d e m p o t e n t s eiX =p e() we have eaef] =j= e^ex . 

T h e purpose of this pape r is to s tudy the s t r u c t u r e of such semigroups . T h e following 

theorems are p roved : 

a) T h e cen ter of S is emp t y . 

b) T h e se t of all e lemen ts be longing to a fixed chosen indempotent (in the sense of the 

p a p e r [4]) is a closed semigroup . 

c) T h e m in imal two-sided ideal N of S con ta ins all i d e m p o t e n t s € S. Hence the se t N 

is a class s u m of mu tua l l y disjoin t m a x i m a l g roups , wh i ch a r e therfore isomorph ic 

together. 
00 

d) W e have N = n S l; especial ly S == S2 holds if and only if S is a s imp le semigroup 
n=l 

(wi thout zero). 
e) If S — S2 4= 0, t h e n for every two-sided ideal J we have S2 C J a n d every m a x i m a l 

two-sided ideal of S is of the form Ja = S — {a}; a € S — S2. 
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