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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S SAV, IX, 2-1959 

NEROVNOVÁŽNÉ KONCENTRÁCIE E L E K T R Ó N O V 
A D I E R NEHOMOGÉNNYCH PÓLOVODICOCH 

SO ZMIEŠANOU VODIVOSŤOU 

JULIUS K R E M P A S K Ý , Bra t i s lava 

Úvod 

V práci [1] sa rieši problém rozloženia stacionárněj koncentrácie elektronov, 
resp. dier v nehomogénnom polovodiči s jedným typom vodivosti v bezprúdo-
vom stave i za přítomnosti vonkajšieho elektrického póla. Ukázalo sa, že 
v týchto prípadoch sú i pri poměrné velkej nehomogenite a silných elektrických 
poliach odchylky od rovnovážných koncentraci! nepatrné. 

V tejto práci budeme riešiť problém stacionárneho rozloženia koncentraci! 
nosičov náboja v polovodičoch so zmiešanou vodivosťou. Pretože problém rov
novážného rozloženia v bezprúdovom stave sa rieši v prácach [2], [3], zame-
riame sa len na případ nehomogénneho polovodiča vo vonkajšom elektrickom 
poli1). 

Problém, ktorý sa v tejto práci rieši, je jednak omnoho reálnější jednak 
omnoho zaujímavejší než problém polovodiča s jedným typom vodivosti, 
pretože v polovodiči so zmiešanou vodivosťou vzniká celý rad efektov pod-
inienených právě existenciou nosičov náboja obidvoch znamienok, napr. 
rekombinácia, vzájomné kompenzovanie nábojov atď. Avšak právě pre tieto 
efekty je tento problém matematicky omnoho zložitejší a vo všeobecnom 
případe sa běžnými funkciami vóbec nedá riešiť. Nevyhnutné budeme preto 
musieť zaviesť niektoré zjednodušujúce předpoklady, ktoré zapríčinia, že 
kvantitativné zhodnotenie efektov bude spolahlive len v špeciálnych prípadoch, 
avšak nebudu mať vplyv na správnost odvodených kvalitatívnych záverov. 

Podobné ako v práci [1] budeme aj tu nazývať základnými koncentráciami 
tie koncentrácie elektronov a dier, ktoré by zodpovedali tepelnej rovnováhe, 
keby nebolo difúzie a nerovnovážnými tie, ktoré charakterizujú stacionárny 
stav vo vzorke polovodiča umiestneného v elektrickom poli. Ťažiskom práce 

x) V uvedených prácach sa čiastočne rieši aj tento problém, avšak len so zameraním na 
polovodiče s lokalizovanou bariérou (p — n prechodom). Jej výsledky nemožno prakticky 
na polovodiče s pozvolnou nehomogenitou aplikovat, pretože niektoré předpoklady, 
ktoré uvedení autoři používajú, nie sú pre mierne nehomogenity splněné (pozři napr. [4]). 
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má byť riešenie problému, do akej miery móže nehomogenita vzorky, nadobud-
nutá pri jej výrobe, ovplyvniť najdóležitejšie jej charakteristiky napr. vodivost, 
odpor atď. 

1. Základné prepoklady a rovnice 

Z práč [5], [6], [7] vyplývá, že gradient atómov nečistoty, resp. příměsí vo 
vzorkách polovodičov, připravených ťahaním z taveniny alebo zónovou 
tavbou, má exponenciálny charakter. V najjednoduchšom případe móžeme 
koncentráciu prímesných atómov vyjadriť vzťahom 

N(x) = N0e
ax, (1,1) 

kde x je súradnica v ose vzorky. V řeze (y, z) budeme vzorku považovat za 
homogénnu. Ak je vzorka připravovaná zónovou tavbou tak, že sa atomy 
příměsi dajú iba do prvej roztavenej zóny (alebo aj v případe, že před zónovou 
tavbou má vzorka konštantnú priemernú koncentráciu atómov nečistoty), 
je exponent a rovný podielu segregačnej konstanty k a dlžky roztavenej zóny l. 
Podlá [8], [9], [10] majú napr. v germaniu všetky prvky okrem bóru k <^ 1, 

takže pri Z ^ 1 a x < — móžeme písať přibližné 

e l'=l-±~x=l±_ax 

a pre koncentráciu prímesných atómov, resp. atómov nečistoty 

N(x) = N0(l ± ax). (1,2) 

Nevzdialime sa preto velmi od skutočnosti, ak budeme předpokládat rozloženie 
koncentrácie atómov příměsi, resp. nečistoty podlá vzťahu (1,2). Aby sme 
sa vyhli neobyčajne zložitým zjavom na kontaktoch [11], budeme před
pokládat, že nehomogenita je len v intervale 0 < x < l, kým napravo aj 
nalavo od tejto oblasti budeme považovat vzorku za homogénnu. S ohladom 
na jednoduché okrajové podmienky budeme preto od vzorky požadovat, aby 
jej koncentrácia prímesných atómov, resp. atómov nečistoty bola určená 
vzťahmi 
pre 

x€(—oo, 0> N(x) = N0, 

x £ <0, V) N(x) = N0(l + ax), (1,3) 

x € (l, oo> N(x) = N0(l + al) = Nt. 

I)alšie úvahy budu platit aj pre případ, že N značí koncentráciu iných 
poruch (napr. Frenkelových, resp. Schottkyho poruch) podmieňujúcich dono-
rové, resp. akceptorové hladiny. Keďže v polovodičoch nehomogenně znečiste-
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ných prakticky nemožno realizovat vlastný polovodič, budeme sa v ďalšom 
zaoberať len vzorkami polovodičov s převažujúcou elektronovou vodivosťou. 
(Pre polovodič typu p boli by úvahy analogické.) 

Pre nerovnovážné koncentrácie elektrónov a dier v polovodičoch s uvážením 
rekombinácií a generácií všetkých druhov platia rovnice (pozři napr. [12]) 

_. - e / __ k2o + k^n, 
d i v £ = — n9 — n- — IV, - 23 i 13 i 

S \ k31 -f- /_23 + kl3^1 + #32^2 

_|_ _v4 ^41 + ^42^2 \ (1 4a) 
4 Kl + ^24 + ^14% + ^42^2 / ' 

i12 div (zfen12E — kT grád n12) = e<9n, (1,4b) 

^31^23 ^13^32^1^2 , <9w = k21 — k12nľn2 + ІV, 
^31 + '̂ 23 + k13nx -j- k32^2 

1 7VT k14l% k1/1lc^2n1n2 . 

^14 + ^24 + ^14^1 + k±2n2 

kde nx — koncentrácia elektrónov vo vodivostnom pasme, 
n2 — koncentrácia dier vo valenčnom pasme, 

_V3 — koncentrácia akceptorových hladin, 
_V4 — koncentrácia donorových hladin, 

£ — intenzita elektrického póla (súčet intenzity vnútorného a vonkajšieho 
elektrického póla), 

u12 — pohyblivost elektronu, resp. diery, 
ki:j — kinetické koeficienty prechodov zo stavu i do stavu j , 
e — náboj elektronu (e = 1,6 . 10"1 9 AS), 
k — Bolzmannova konstanta (k = 1,38 . 10~-3 joule grád - 1 ), 
s — dielektrická konstanta prostredia, 

T — absolutna teplota. 

V tepelnej rovnováhe musí sa počet prechodov zo stavu i do stavu j rovnat 
počtu prechodov zo stavu j do i. Z předpokladu, že přechody 2—3, 2—4, 3—1 
a 4—1 majú charakter monomolekulárny a přechody 1 — 2, 1 — 3, 1 — 4, 3 — 2, 
3—4, 4—2 a 4—3 charakter bimolekulárny, dostaneme pre kinetické koeficienty 
vztahy: 

w?(_V8-wg) k41 n\n\ * _ 1 - n\n\, 

?г§ní| 
= NҐ-Щ> 

^ 3 1 

* 1 2 

k 

^ 2 3 _ 

^ 3 2 

- n\n\, 

?г§ní| 
= NҐ-Щ> 

# 1 3 

^ 2 4 

^ 4 2 

»8 ' *14 N4 - П\ ' 

»§(-V 4-nS) _ _ <•' > 
^ я _ — Л'_a — U . 

n\ ' 3 4 ~~ 4 3 

Kinetické koeficienty k34 a k43 kladieme ako rovné nule, pretože elektrony 
na donorových, resp. diery na akceptorových hladinách sú prakticky nepohyb
livé. Symbolmi n{l sme označili rovnovážné koncentrácie elektrónov a dier 
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vo vodivostnom, valenčnom pasme, resp. na donorových a akceptorových 
hladinách. Za nezávislé kinetické koeficienty volíme k12, k13, k14, &32 a k42, 
pretože ich možno vyjadriť vzťahmi 

*'l2 = 0*12 yV'í + Vl > &13 = °13? 1> 

«14 = G14V1, k32 — °'s2?",2 5 "42 = °42V2 ' 
(L6) 

kde í?2 a r2 značia strednú tepelnú rýchlosť elektronu, resp. diery a aik příslušné 
účinné prierezy rekombinácie alebo záchytu. Pre jednoduchost budeme ďalej 
uvažovat vo vzorke len donorové hladinj7, t . j . položíme N3 == O a iV4 = N(x). 
O nich budeme predpokladať, že sú ionizované alebo úplné, alebo len čiastočne. 

2, Polovodič s úplné ionizovanými donorovými 
hladinami 

Fakt, že donorové hladin}7 sú úplné ionizované, móžeme matematicky vy
jadriť tým, že položíme k24 = k14 = 0. Vyplývá to z podmienky, že počet dier 
precbádzajúcich z donorových hladin do valenčného pásma vu = k24w4, (n4 

značí koncentráciu ionizovaných donorových hladin) a počet elektrónov pre-
chádzajúcich z vodivostného pásma na donorové hladiny i!14 = k^n^ má sa 
rovnať nule. Na základe toho z rovnice (1,4a) ihned vyplývá 

div£ = — (n9 — nx + N). (2,1) 
£ 

Táto podmienka je v germaniu a křemíku splněná prakticky už pri izbových 
teplotách. 

Zo zákona o pósobení hmot pre rovnovážné koncentrácie elektrónov a dier 
vyplývá 

n\n\ = n\ = f(T). (2,2) 

Okrem toho v tepelnéj rovnováhe musí platiť2) 

n\ = n\ + N, (2,3) 

z čoho na základe (2,2) dostaneme 

ri{ = l [jlN- + 4nf + N], (2,4a) 
LJ 

A = o [ fW+^n} ~ N]. (2,4b) 

2) Táto podmienka by v skutočnosti platila vnehomogénnom polovodiči len v případe, 
že by nejestvovala difúzia. Difúzia spósobí, že rovnovážné koncentrácie sa líšia od 
základných, avšak pokial nehomogenity nie sú velké, sú tieto odchylky podlá [2], [3] 
nepatrné, takže základné a rovnovážné koncentrácie móžeme považovat za zhodnó. 
Tým fakticky zanedbáváme aj priestorový náboj, ktorý sa difúziou v polovodiči vytvoří. 
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Pri izbovej teplotě je pre germanium n{ = 3 . 1013 cm~3. Keby bolo N <^ 2nt, 
vplyv nehomogenity by sa vóbec neprejavil. Pre nás dóležitý případ je teda, ak 

N^>2ni. (2,5) 
. l I2n\2 

V tom případe móžeme funkciu ýN* + 4nf = N 1/ 1 + I -^~ 1 rozvinut do 

( 2w-\4 

-~ I . Tak dostaneme 

w? 
n? = i V + ^ - , (2,6a) 

N < = -w. ( W 
Riešenie rovnic (1,4) ďalej zjednodušíme predpokladom, že intenzita elek

trického póla vo vnútri polovodiča je konštantná. t. j . div £ = 0. Ak je inten
zita vonkajšieho elektrického póla konštantná, co ako samozřejmé předpoklá
dáme, žiada táto podmienka, aby aj intenzita elektrického póla vo vzorke 
před vložením do elektrického vonkajšieho póla bola konštantná. Táto po-
žiadavka předpokládá, že vo vnútri polovodiča před připojením vonkajšieho 
napátia je priestorový náboj spósobený difúziou volných nosičov náboja 
z miest o váčšej ich koncentrácii do miest s nižšou koncentráciou kompenzo
vaný nábojmi opačného zn-amienka. S touto podmienkou, charakteristickou 
pre malé nehomogenity, sa střetáváme v celom radě práč s příbuznou proble
matikou (pozři napr. [13—17]). Mott v práci [18] používá tuto podmienku 
s úspechom pri riešení usmerňovacieho efektu na styku polovodiča a kovu, 
kde ide o poměrné velké gradienty koncentrácii. Je však isté, že čím viac 
převažuje koncentrácia nosičov jedného typu nad druhým, tým je ten před
poklad ťažšie splnitelný (nakoniec by totiž ani všetky minoritné nosiče náboja 
nestačili kompenzovat priestorový náboj spósobený difúziou majoritných3 

nosičov náboja). Preto výsledky tejto práce budu na rozdiel od [1] aplikovatelné 
na polovodiče, v ktorých koncentrácia nábojov jedného znamienka nepřevy
šuje příliš koncentráciu nábojov opačného znamienka. Bližšie o tomto před
poklade pojednáme v přípravovanej práci. 

Po týchto zjednodušeniach dostáváme pre nl9 n2 a £ na základe (1,4) tieto 
rovnice: (podlá úvodného předpokladu ide o jednorozměrný případ Ex = E) 

— n±n2), (2,7a) d 
dx [' iE + ЩkтЏ] = 

dx J 
= — ek12(rì 

d 
dx h iE- щkт^] = 

2 dx] 
div£ = 

: ЄkЛ 

-o, 

i2(nľn2 «i»2)> (2,7b) 

(2,7c) 
3 Nosiče náboja převažujúceho typu sa nazyvajú majoritně, nosiče náboja opačného 

znamienka — minoritné. 
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k d e cr1.(T2
 s u elektronová, resp. dierová vodivost. Hustota elektronového 

a dierového prúdu je určená vzťahmi 
dn 

."i = axE + ihkT+^, (2,8a) 

, dn2 

dx 
i2 = a2E - щkT-^. (2,8b) 

Celkový prúd i = i1 + i2 je podlá předpokladu konstanta. Preto ak rovnice 
(2,7a) a (2,7b) spočítáme a integrujeme, dostaneme 

, T, 7 m I dn, dn<y\ 
i^ + aJE + k T ^ ^ - r ^ ^ , , 

z čoho. ak označíme a1 + a2 = a, vyplývá 

dn1 dn2 

E r = i - kT
Uldx-U>dx (2,9) 

a a 

Dosaclením tohto vztahu do rovnice (2,7a) s uvážením (2,7c) dostaneme pre 
příslušné nerovnovážné koncentrácie diferenciální! rovnicu v tvare 

dx [ " cт 
ekia(n{ln% - » x n 2 ) , (2,10) ' f f l ^ - - u k T ^ - ^ i 

dx dx a 
kde 

— °1^2 + a2Ul 

a 

Ak nerovnovážní! koncentráciu elektrónov n± vyjádříme vzťahom 

n1 = ri{ + z (2,11) 
a ak okrem toho předpokládáme, že odchylka nerovnovážnej koncentrácie 
od rovnovážnej nebude přesahovat samotnú rovno váznu koncentráciu, t. j . 

ak z < n{\, dostaneme pre z na základe (2,10) rovnicu (ak položíme přibližné 

ax dN dN\ 
u ?& Uo a -.— ^ ~,— I, 

a dx dxI 

d2z eк12 

dx 2 u2kT 

V I. a I I I . oblasti, ktoré sú určené definováním funkcie N(x) vzťahmi (1,3), 

je 

»! + »§ = iV,ri + 2|^L) !J, 

dx* - °' 
resp. 

d2n? 
dæ2 
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V I I . oblasti móžeme písať 

» ° + »g = #„(& + & az), (2,13) 
kde 

A = ' + S f e ) ' 

A = . - S ( £ ) \ 
Po týchto označeniach nadobudne diferenciálna rovnica (2,12) v jednotli

vých oblastiach tvar 

I ^ - ( C o i S o ) 2 2 z = 0, (2,14a) 

I I ÏJ - <** + A««)«.. = - - ^ ( гq^)" ' ( 2 Д 4 b ) 

I I I d ^ y - ( r , ^ m = 0, (2,14c) 

kde 

_ i / ekwN0t, 
(-»,l \ „. hm ' í! «2&T ' d

 UlkTN0 

ь-Ѓ+*Ш-

3. Hraničně podmienky a riešenie rovnic (2,14) 

Pre určenie šiestich konstant (po dvoch z každej oblasti) použijeme predo-
všetkým prirodzené podmienky v nekonečnu, t. j . podmienky, že v nekonečnu 
sú nerovnovážné koncentrácie rovné rovnovážným. Preto musí platit 

x --> — co z- = 0, (3,1a) 

x -> + °° zm ~ 0- (3,1b) 

Ostatně podmienky dostaneme z předpokladu, že vo vnútri vzorky je 
div £ = o a z podmienky spojitosti celkového prúdu, vyjadrenej rovnicou 
div / = o. Móžeme ich napísať v tvare 

dZr dZ.r /n ^ v 

, = 0 *. = *,., ^ = - ^ , (3,2a) 

I I FTT /r» ÍT»I \ 
x = l z " = 2 " i ' " d ^ = ~ ď ^ - ( 3 ' b ) 
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Riešením rovnic (2,14a) a (2,14c) sú funkcie 

zI = C1e
a"^-^ c2e^"'t, (3,3a) 

z1 Ii = C6e«.* + C 6 e - V , (3,3b) 
kde 

^-cv(v,-l/^[i + .(^)"]. 
Z prirodzených okrajových podmienok v nekonečnu však vyplývá, že C2 = 
= c5 = o. 

Riešenie rovnice (2,14b) je 

hi = Іßi + ß*aĄctц]~(ßi + /WJ 
Cţli[l£-(ß1 + ß2axý] + oĄx), 

+ 
(3,4) 

I ZJ II / Q I 

+ c 
kde I_ a F_i sú Besselove funkcie c = —~- a co(x) partikulárny integrál. Kon

stanty C* a Cf sú obecné komplexně čísla. Aby sme dostali reálné riešenie rov

nice (2,14b), uvážíme, že pre Besselove funkcie platí (pozři napr. [19]) 

kde 
oo 

LÁv) = Z ~7W+^ I W+^TTT \ 2 / • 

Preto ak volíme C* = i~* C3 a C* = i* C4, móžeme reálné riešenie rovnice 
(2,14b) vyjádřit v tvare: 

, í - | 2 C з 
zц =}ßi + / V t + V U - ~ - ( Ä + ß2ax)ï 

+ Cj-ł [ Ş (/?, + /W~]} + oĄx). 
(3,5) 

Aby sme určili partikulárny integrál o(x), položíme 1 + ax = r], t . j . 

/?! + /32 a^ = (/?-_ — /32) + p2rj & p2rj, pretože f}± — f}2 = 4 í ^ j < /?2?y. Je teda 

třeba hladať partikulárny integrál rovnice 

d*zn(ri) I CA* 2nfg II \3 

årf (£)•*-"«> = -$(}-)•• (3,6) 

Vo všeobecnom případe je jediná možnost hladať jej partikulárny integrál 
vo formě nekonečného radu. V dvoch špeciálnych prípadoch možno ho však 
vyjádřit jediným členom, a to : 
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a) ak je 

potom 

co(x)= _ ^ — L _ _ . (3,8) 
v ' aN0 l + ax v ' 

Z nerovnosti (3,7) však vyplývá, že je 

3 ( f ) i -^ ( 1 + a ; c ) l < 1 - (3'9) 

Keďže 3 j ^ M 2 ^ 1 a ^ & /32 ^ 1 nerovnost (3,9) značí, že argument Besselo-

vých funkcií je v tom případe <^ 1. Možno ich preto aproximovat len prvými 
členmi. 

b) Akje 

M?F>20(r++ < w o > 
potom 

^No\CQl \l+axl 

Z nerovnosti (3,10) potom vyplývá, že je 

o 2C 

8 ^ . ~ ^ ( l + a x ) i > 1, (3,12) 

čo značí, že v tom případe móžeme pre Besselove funkcie použit asymptotické 
vzorce platné pre velké argumenty. 

O tom, či konkrétny případ patří do skupiny a) alebo b), rozhoduje výraz 

< i + - > i = è l / w < i + ° * <з'iз> 
Pri dostatočne malej nehomogenite móžeme podlá toho všetky konkrétné 
případy zahrnut do skupiny b). Pri nie velmi malej nehomogenite je rozhodu-
júci kinetický koeficient k12. Všimnime si napr. germania. Podlá [20], [21] 
je pre germanium a12 = 10~~15 cm2. Ak položíme i\ = v2 = 3 . 106 cm/sek, vy-

]/W' 
chádza podlá (1,6) k12 = 4,3 . 10 - 9 cm/sek a teda C = 10 - 5 —~- . Pretože 

r 2 

podlá (2,5) má byť N0 > 1ni = 6 . 1013 cm - 3 , vychádza napr. pre germanium 
2C (1 -V ax\i 

s N0 = 1015 cm- 3 — (1 + axý & 3 0 0 ^ - ^ ' - . Z toho vyplývá, že pre 
o a 

germanium i pri poměrné velmi silných nehomogenitách sú podmienky pří
padu b) dobré splněné. Podmienky případu a) by mohli byť splněné alebo 
pri velmi malých hodnotách rekombinačných prierezov (a to vtedy, ak 
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a19 < 3 . 10- 6 -T /T °\ 1. i. pr i a = 1 ! I = 1 IN0 = 101 5 c m " 3 a12 < 1 0 ' 2 1 cm2, 
iV0(l + a#) J ' ' 

co je podlá [22], [23], [24] už prakticky dolná hodnota rekombinačného prie-
rezu), alebo pri velmi malých koncentráciách nečistot v polovodičoch so širo
kým zakázaným pásmom. 

Polovodiče patriace do skupiny a) nazveme polovodičami so slabou rekombi
náciou, polovodiče patriace do skupiny b) polovodičami so silnou rekombináciou, 
resp. malou nehomogenitou. 

4. Polovodiče so slabou rekombináciou 

Ak je rekombinácia taká slabá, že je splněná nerovnost (3,7), móžeme funkcie 
Ji a Ji aproximovat vztahmi 

3 ІQ 

Һ = ]/І П (A + ß ^ = A(ßi + &«*)*> (4 l a ) 
Г ( з + 1 ) 

з г 3 
j - i = 1 / o — ? — r — r < & + & 0 * ' " 1 = B{^ + &«*)"*• u , M r ( + + 1 ) 

Pre neznáme konstanty dostaneme potom vztahy 

Q =^9\ a + A'o LI 
1 ^oUU+oof'^)" «J' 

c = nfg I" 1 r^l 
3 AN0( 1 + al) (-v, + C0 iKTJkal) (Pí + M l ) L f + ^ a J ' 

04 = -r^-—^ í i + - ] - (4,2) 
7iiVoK+Col7?i)L «J 

C = -e«.< W , ? f l r f - "L+ »̂ - 1 
N0[a(,0 + Co}%) a(l + ol)J-

Je zrejme. že konstanta Cx značí odchylku od rovnovažnej koncentrácie 
elektrónov v bode x = 0 & C6e~ail v bode x = L Pre odchylku od rovnovážnej 
koncentrácie spósobenú pretekajúcim prúdom v bode x = 0 vychádza 

NluJcT 
' __+_^ 0 1 1 
4^ + c0fß5 + (4'3) 

alebo ak sem dosadíme i = euJNJE^, kde E0 značí intenzitu elektrického pofa 
vo vzorke v x -> — co a ak ešte uvážíme, že ťy.0 ^ 6 0 a /?x ^ 1 (pre a > 6r

0) 
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Z toho vztahu vidieť, že i pri poměrné malých hodnotách prúdu sú odchylky 
od rovnovážných koncentraci! značné. Vzorec však podlá základného před
pokladu je správný len potial, pokial je nx — n\ < n\.Y germaniu, ako sme 
viděli, sa pri malých nehomogenitách podmienka případu a) nedá realizovat. 
V křemíku, v ktorom je ni = 1010 cm~3, by mohol takýto případ nastat pri 
koncentrácii nečistot nepřevyšujúcich 1011 cm - 3, avšak taký čistý křemík sa 
súčasnými technologickými metodami ešte nepodařilo vyrobit. Preto pre prax 
je dóležitejší druhý případ a z toho dóvodu preberieme ho oniečo podrobnejšie. 

5. Polovodiče so silnou rekombináciou. resp. malou nehomogenitou 

Z teorie Besselových funkcii je známe, že pre velké argumenty možno ich 
aproximovat vztahmi 

UmIv(V) = y^-e«. i 

Podlá toho však je lim I_ (rj) = lim I__i (rj) a pre riešenie diferenciálnej 
rovnice (2,14b) by sme dostali tak dva lineárně závislé integrály. Pretože 
v tomto případe by sme nemohli splnit systém štyroch rovnic pre štyri kon
stanty, použijeme pre tento případ miesto funkcie I_i (rj) ako riešenie funkciu 
Mac Donaldovu definovánu vzťahom (pozři napr. [25]) 

Kv(v)=±Tziei*viHv»(b]), 

kde FF1) je Hankelova funkcia I. druhu. 
Pre velké argumenty klesá Mac Donaldova funkcia exponenciálně k nule 

Ak označíme 

H(x) = j / ^ A + P_ax)U^(í>l+^Yi; H0J = |HL,_0>I) 

F(x) = j / f ď ( i S l + l?2^)i^^(/?1+/?2fl;r,2
; FňJ = \F\t^„ (5,1) 

A>J — — I ÃZ 
åco 
dx 

_=____ln1YI L 
,=0,/ PaN0\Cj \l + ax 

} 
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vychádzajú pre neznáme konstanty vzorce 

^cojl) + Zl ^ FIo_ 

<v, + Co Vj^+ŽM " #/ ^ + C0 ffx 

C — — ^ ^ ( Q + Zг ^ Яo_ _ rv.0co(0) — Z 0 , 

^ = «.ft>(0 + z, i 
3 ~ O + <?„ 1K+W ' Ht ' 

_ ^0w(0) - Z 0 1 , e o . 
i-~+r^iK'y0'

 (5,2) 

C6 -= e V f " . » ( Q + j _ _ - ^ + „ ( i ) ! . 
L «, + c „ / & + M * tfo + Coilft J 

Bre zvýšenie koncentrácie elektrónov v bode x — 0 vychádza přibližné 

»,-»» = 2 (- j fc) '^, (5,») 
čo pre germanium dává přibližné 

% - < ^ 1,2. ion l - ^ J a ^ o - (5,4) 

Pri nJN0 — 0,2 by to bolo asi 4 . 1010 aE0 a pri nť/J\T0 — 0,1 asi 1,2 . !09aE0. 
Odchylky rádove porovnatelné s póvodnými koncentráciami elektrónov 

by preto v germaniu mohli vzniknut až pri elektrickom poli 

N3 

^ > 1 0 - 1 2 4 ' (5'5) 

čo pri No = !0 1 5 cm~3 značí E0 > 106/a (V/cm). 
Z týchto vzíahov vyplývá závěr, že v polovodičoch, v ktorých je splněná 

nerovnost (3,10) (a to sú prakticky všetky v praxi sa vyskytujúce případy — 
samozřejmé nemáme na mysli znečistenia bariérového charakteru) sú odchylky 
od rovnovážných koncentraci! spósobené pretekajúcim prúdom také malé, že 
pri nie příliš velkých prúdoch móžeme ich zanedbat. Je to dósledok toho, že pri 
zvýšení koncentrácie volných elektrónov v niektorom bode nad jej rovno-
vážnu hodnotu (napr. elektrickým polom) objaví sa silná rekombinácia, ktorá 
tieto odchylky zmenšuje. V porovnaní s polovodičom s jedným typom vodivosti 
sú odchylky v polovodiči so zmiešanou vodivosťou za inakších rovnakých 
podmienok váčšie, aj keď sú často tiež zanedbatelné. 

6. Nerovnovážné koncentrácie volných elektrónov a dier vo wilsonovskom 
polovodiči 

Rovnovážné koncentrácie elektrónov a dier v homogénnych polovodičoch 
s málo ionizovanými donorovými hladinami za předpokladu, že pri absolutné] 
nule sú donorové hladiny obsadené jediným elektrónom, vypočítal Wilson [26]. 
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(Polovodiče v podmienkach, za ktorých platia Wilsonove vzorce, sa často 
nazývajú wilsonovské.) Sú určené vzťahmi 

n\ = ÍA1e-^'kT (N +A2e~^kT), (6,1a) 

n\ = A t e - ^ w ] / * 1 . -r=, (6,1b) 
2 2 ] N + A2 e~u^kT ' v > / 

kde ux — aktivačná energia donorových elektrónov, u2 — AE — ux, pričom AE 
je sirka zakázaného pásma. Konstanty A1 a A2 sú určené vzorcami 

A1=-^(2nm1kTý, (6,2a) 

A2 = A (2Tum2kT)l. (6,2b) 

Aj pre wilsonovské polovodiče budeme předpokládat, že tieto vztahy určujú 
priamo rovno váznu koncentráciu elektrónov a dier v polovodiči bez vonkajšieho 
vplyvu (pozři pozn. 2) na str. 6). 

S wilsonovskými polovodičmi sa v praxi střetneme napr. pri nízkých teplo
tách, keď středná energia fonónov (kT) je omnoho menšia ako aktivačná 
energia příměsi, alebo aj pri vyšších teplotách v případe, že aktivačná energia 
příměsí je dostatoěne velká. 

Podlá Pearsona a Bardeena [27] závisí aktivačná energia ux od koncentrácie 
prímesných atómov vzťahom 

ui = ^io ~ KiN*, (6,3) 

avšak pri nie příliš velkom gradiente koncentrácie příměsí (čo v celej práci 
předpokládáme) móžeme ju považovat za konštantnú. 

Vo váčšine prípadoch je ux <^u2. Pre u2 — 0,5 eV pri izbovej teplotě je 
Ax *á A2 & 7 . 1019 cm- 3 a e~u*lkT = 3 . 10"9, takže A2e-^lkT ^ 2,1 . 10 r cm-3. 
V germaniu je u2 ^ 0,7 a v křemíku až 1,2 eV, takže příslušné hodnoty sú ešte 
menšie. Vzhladom na předpokládánu nerovnost (2,5) móžeme oprávněné před
pokládat, že N :> A2e~u^kT. Vztahy (6,1) možno potom prepísať do tvaru 

П-.? = УД -«i*2' N=U УN, (6,4a) 

* = v - ^ — = / 2 w (Mb) 

Pretože podlá prepokladu niet vo vzorke priestorového náboj a, musí za 
rovnováhy platit 

n\ = n% + n\, (6,5) 

kde ni značí koncentráciu ionizovaných donorových hladin. Pri teplotách, pri 
ktorých je ešte len malá časť donorových hladin ionizovaná, je vo valenčnom 
pasme nepatrná koncentrácia dier. Preto v menovateli druhého zlomku vo 
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vztahu (1,4c) móžeme clen úměrný n2 zanedbat oproti členu úměrnému nx. 
Okrem toho na základe (1,5) platí 

k41k24 — kl4^42^1^2> 

k14 lnг 
nлn\ 

0 
ľ " 4 

N - n\ 
fc14w.. 

Pri předpokládaných malých odchylkách od rovnovážnej koncentrácie móžeme 
teda písať 

dn = k12{n\n\ — wxw2) + k±2N(n{l — n2). (6,6) 

Podlá [12] možno za predpokkladu div £ = o v stacionárnom případe písať 

n , - * , - - . ^ - , - ! — ^ . (6,7) 

Konečné ak budeme nerovnovážné koncentrácie hladať v tvare 

n1 = n°l + z1, (6,8a) 

n2 = n\-\- z2, (6,8b) 
pričom podlá (6,7) je 

n\z2 = n%zx, (6,9) 

dostaneme pre zx tuto diferenciálnu rovnicu 

d% 

kde 

- g - - C ^ - h,ax)Zl = - ^ ^ ( r ^ ) 2 , (6,10) 

h, = Ь-ki2 + 2kl2Í2 

/ l I Лr7, 0 

h — 1 2 ' 2 

' 0 

••-Ví Cn = 
гkT' 

Jej riešenie v I. a I I I . oblasti je vyjádřené funkciami (3,3), len konstanty a0 

a a-x majú hodnoty 

* o . « = C o l / % á + - ^ . (6,11) 
' yNo,í /i 

V I I . oblasti jej je přibližným riešením 

zy = (i + «*>{c,7t[ *£ (i + «*,.] + ^ / . ^ ( i + «*)-]} + «,<*), 

(6,12) 
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pricom partikulárny integrál co(x) v případe malých argumentov je 

co{x) = ~- -- ln (1 + ax) (6,13) 
/i a 

a v případe velkých 

o}(x)=-^^[—^—)\ ( 6 > u ) 

/ A Cl \1 + ax] 

Integračně konstanty sú aj v tomto případe určené vztahmi (5,2). Všimneme 
si totiž len případu velkých argumentov, pretože sa v praxi omnoho častéjšie 
vyskytuje. Pre zvýšenie koncentrácie elektrónov vo vodivostnom pasme 
v bode x = 0 vychádza přibližné 

*--w- = - p ; | f - (6'15) 

Ak sem dosadíme podobné ako na str. 118 ^ = euxN0E0 na základe označení 
(6,10), móžeme tento vztah prepísať do tvaru 

nx - n\= ^ ° 2 au2E0. (6,16) 
k42 ]/N0 + 2k12fx 

Koncentrácia volných dier vo valenčnom pasme sa podlá vztahu (6,9) 
změní přibližné o n^jn\ násobok odchylky koncentrácie elektrónov. Pretože 
podlá předpokladu je tento zlomok omnoho menší ako 1, sú aj odchylky 
koncentrácie volných dier vo valenčnom pasme čo do hodnoty omnoho menšie. 
Koncentrácia dier na donorových hladinách sa preto mění přibližné tak ako 
koncentrácia volných elektrónov vo vodivostnom pasme. 

7. Usměrňovači efekt v nehomogénnych polovodicoch 

V polovodicoch, v ktorých pri zmene polarity vonkajšieho napátia vzniká 
rozličné rozloženie nerovno váznej koncentrácie nosičov náboj a, musí vzniknut 
usměrňovači efekt. V polovodicoch s bariérovým charakterom znečistenia je 
tento efekt značný a má aj praktické upotrebenie. Pokúsime sa vyšetřit, ako 
intenzívně sa tento efekt prejaví aj v polovodicoch s pozvolnou nehomogenitou 
a za akých podmienok by mohol mať JDO případe aj praktický význam. 

Aby sme dostali o ňom kvantitatívnu představu, vypočítáme změnu odporu 
vzorky polovodiča pri zmene orientácie vonkajšieho póla. Formálně ju mó
žeme vyjádřit takto: 

AR = AR+i-AR_i, (7,1) 
kde 

oo oo 

AR+i = f l J L ! \ dx ^- [~?-idx. (7,2) H J \a0 + Aa±i aj J a* 
— oo — o o 
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Charakteristikou usmerňovacieho efektu móže byť podiel tejto změny odporu 
a póvodného odporu vzorky (bez prúdu), t. j . 

p_AR = AR±1-AR=Lm 

íi0 tí0 

Zo vzťahov (5,1) vyplývajú nerovnosti 

H,>H„, (7,4a) 
Ft<F0, (7,46) 

preto ak za Cá a C3 dosadíme podlá (5,2) a za H(x) a F(x) ich maximálně hod
noty, dostaneme nerovnost 

H(C% - C?) + F(C\ - C?) < 

K l T . . / 7 X , . , 7 \ 1 , ^ 0 
[a>(l)i-a>(l)-ù + 

<*i + Co í 1 + ax 

Z nej vyplývá, že 

'H(Ci-Cr)+F(C{-Cf) 

Cc 
[(0(0), - (0(0).,] 

ľ à x < f_.í_Ь-_Z_~__-edæ 

Щ(l + axf ă X < J Щ(l + axf Ü a " 

(7,5) 

(7,6) 

Preto pri počítaní integrálu (7,2) stačí uvážiť partikulárny integrál rovnice 
(2,14), čím pre celkovú změnu odporu polovodiča pri přeorientovaní vonkaj-
šieho napátia dostaneme 

2g l?iA2(2a , 2a 
AR\ _2flr_/M 2 f2a 

eu_C%\N0) \tv.0" + + 
+ 

«,(l + oZ)4 

_[i_/___n+___[i_(_j_+11 
7 [ \l + alj \^ 9C§ [ \l + alj \f 

(7,7) 

Prvé dva členy zo zátvorky charakterizujú vplyv na počiatku homogénnych 
oblastí <—co, 0> a (l, oo>. Pre nie příliš velké nehomogenity ich móžeme 
zanedbat. Ak ešte uvážíme, že odpor vzorky bez vonkajšieho póla je 

i 

d x 1 -ln(l + aZ), (7,8) Rn = 
eщN0J 1 + ax eщaNц 

dostaneme jire podiel (7,3) vzťahovaný na oblasť <0, l}, ktorá je pre usmerňo-
vanie rozhodujúca, přibližné 

AR _ 2n1 
"R~ ~~N 

< _ L o _ _ « _ . / 2. í \ __ I L V ] , 2 _ I ! _ / _ _ V 1\ ( 7 9 ) 
JI k,2 ln(l + « i ) | 7 [ \ 1 + a*/ J ^ 9C§ [ \ 1 + al / J f l ' ' 

Usměrňovači efekt je podlá toho tým váčší, čím váčšia je nehomogenita 
vzorky a čím menšia je rekombinácia. Rastie s připojeným napátím, avšak 
so vzrastajúcim prúdom fakticky klesá, čo vyplývá z přítomnosti N^ v meno-
vateli. Právě taký výsledok bolo nutné očakávať. 
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Pre N0 = 1014 c m - 3 vychádza přibližné 

^-••'̂ -Wbo- (7,10) 

pre N0 = 1015 cm" 3 100-krát menej. Pri přetékaní prúdu o hustotě i = 
= 0,05 A/cm2, co zodpovedá napr. hodnotám N0 = 1014 c m - 3 a E0 = 1 V/cm, 
je celková změna odporu pri a = 1 a Z = 1 len asi 6/1000 a pri hustotě i = 
= 0,5 A/cm 6/100 000 póvodného odporu vzorky. Z toho vidiet, že pre malé 
nehomogenity je pre meratelné prúdy usměrňovači efekt zanedbatelný. Aby 
polovodič mal dobré usmerňovacie vlastnosti, musel by podlá (7,9) mať prudkú 
nehomogenitu na co možno najmenšom intervale, co je výsledok v praxi velmi 
dobré ověřený. 

Závěr 

V práci sa rieši problém nerovnovážných koncentrácií elektrónov a dier 
v polovodicoch s pozvolnou nehomogenitou na 1'ubovol'ne velkom intervale, 
takže rekombinácia elektrónov a dier sa nedá zanedbat tak ako v bariérách 
s hrubkou pod 10~7 cm. Pri riešení nevystupujú doby života elektrónov a dier, 
ktoré nemožno vždy považovat za konstanty. Ako základné charakteristiky 
polovodiča sú uvažované kinetické koeficienty prechodov medzi rozličnými 
energetickými hladinami. 

Ukázalo sa. že pri miernych nehomogenitách sú odchylky od rovnovážných 
koncentrácií i pri poměrné silných vonkajších elektrických poliach malé a vo 
váčšine prípadov, ktoré podlá nasej klasifikácie, vyplývajúcej z dvoch možných 
jednoduchých riešení východiskových rovnic, třeba zařadit medzi ,,polovodiče 
so silnou rekombináciou", často zanedbatelné malé. Z toho, ako je to aj ma
tematicky potvrdené, vyplývá, že aj usměrňovači efekt v nehomogénnych 
polovodicoch s malou nehomogenitou existuje iba kvalitativně. 

Na základe odvodených vzťahov za předpokladu, že by bolo možné merať 
odchylky od rovnovážných koncentrácií, javí sa možnost určovat hodnoty 
inač tažko meratelných kinetických koeficientov, připadne charakter nehomo
genity. 
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НЕРАВНОВЕСНЫЕ КОНЦЕНТРАЦИИ ЭЛЕКТРОНОВ И ДЫРОК 
В НЕОДНОРОДНОМ ПОЛУПРОВОДНИКЕ С ЭЛЕКТРОННОЙ 
И ДЫРОЧНОЙ ПРОВОДИМОСТЬЮ В ЭЛЕКТРИЧЕСКОМ ПОЛЕ 

Ю Л IIЮ С К Р Е М 11А С К II 

В ы в о д ы 

В этой работе решится проблема неравновесных концентраций электронов и дырок 
в полупроводниках с малой неоднородностью помещелппых в внешнем электрическом 
поле. Предполагается, что примесные уровни вполне или только частично ионизи
рованы. 1 [сходится. из уравнений, в которых не выступают время жизни электронов 
и дырок а кинетические косффициенты переходов между различными уровнями энер
гии. Показалось, что при малых неоднородно!тих отклонения неравновесных конце
нтраций от равновесных и при больших значениях напряжённости внешнего элект
рического поля незначительны и в большинстве случаев, которые в нашей классификации 
основапой па двух возможных несложных решениях начальных уравнений принадлежат 
к полупроводникам с ,,большой рекомбинацией" их возможно пренебрегать. Поэтому 
и выпрямляющий эффект, как это математически, показано, очень мал. 

Коли бы удалось эты отклонения измерить, было бы возможно с номощъю выведенных 
формул определять другим методом очень тяжело измеримые кинетические косффициен
ты, степень неоднородности и. т. и. 

U N E Q U I L I B R I U M C O N C E N T R A T I O N S OF E L E C T R O N S 
AND H O L E S I N U N H O M O G E N O U S S E M I C O N D U C T O R 

JULIUS K R E M P A S K Y 

S u m m a r y 

The problem of unequilibrium concentration of electrons and holes in semiconductors 
with the small unhomogenity in electric field is solved. Assumption is made that the 
impurity levels are partly or entirely ionieide. Solving this problem recombinations af 
various type are considered and equations are used whitch do not contain the lifetimes 
but kinetic coefficients. I t is shown that deviations of concentrations from the equilibrium 
concentration are considerable only in those semicondustors which according to our 
classification, based on two possible simple solutions of the equations, belong to ,,semicon
ductors with weak recombination*«. In other cases these deviations are, however, 
vanishing small. Therefore also the rectification process in them is unimportant, as it 
is proved mathematically. 

Assuming that is it possible to measure these deviations, the kinetic coeficients and 
other hardly measurable properties as for instance the degree of unhomogenity, could 
be determined from the derived relations. 
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