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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, IX, 3-1959

0 CIASTOCNE KOMUTATIVNYCH
PERIODICKYCH POLOGRUPACH

BLANKA KOLIBIAROVA, Bratislava

Praca sa zaoberd vysetrovanim periodickych polograp, v ktorych idem-
potenty st komutativne so vS8etkymi prvkami. Ukazuje sa, ze takato polo-
grupa ma isté vlastnosti spolo¢né alebo podobné s komutativnymi periodicky mi
pologrupami (vySetrovanymi napr. v praci [1], [5]). Takto sa do istej miery
osvetluje loha idempotentov v periodickych pologrupach. UvaZuje sa hlavne
o vztahoch medzi idedlmi a idempotentami, o struktire idealov a o konstrukeii

vysetrovanych polograp.
£

Definicia. Budeme hovorit, Ze periodickd pologrupa S je éiastoéne komutatirna,
ked pre kaZdy idempotent ¢ € S a kaZdy prvok x € S plati xe = ex.

Taka pologrupa sa da zostrojit napr. konstrukciou uvedenou v odseku 5.

Polozvizom rozumieme komutativnu pologrupu, ktorej kazdy prvok je idem-

potent. Polozviz je dGiastoéne usporiadand mnozina, v ktorej » << y znadi

xy = x [6].

Oznatme znakom [(S) mnoZinu idempotentov v ¢iasto¢ne komutativne]
periodickej pologrupe S. Znakmi e s indexmi ozna¢me vSade v dalsom prvky
z I(S). Zrejme I(S) je ¢iastoénd pologrupa pologrupy S. Pretoze pologrupa
1(S) je komutativna a kazdy jej prvok je idempotentom, je to polozviz.

Analogicky ako v préaci [1] zavadzame: Nech S je periodickd pologrupa.
nech e je idempotent v §. Budeme hovorit, Ze prvok x € S patri k idempo-
tentu e, ak existuje také prirodzené ¢islo n, Ze plati 2+ = e. Mnozinu vSetkych
prvkov patriacich k idempotentu e budeme oznacovat znakom K(¢) a budeme
ju volat K-triedou patriacou k idempotentu e. Grupa (7 s vlastnostami: a) (7 je
¢iastoénd pologrupa v S, b) e €@, ¢) v S neexistuje ¢iastoénd pologrupa (7"
ktora je grupou a pre ktord plati ¢ C '€ S, budeme nazyvat maximalnou
grupou patriacou k idempotentu e a oznadovat (I(e).

Zrejme kazdy prvok x € 8 patri len k jednému idempotentu, pricom pre
kazdé K (¢) je e € K(e). Dalej je zrejmé, ze prvky x, y patria do tej istej A-triedy
vtedy a len vtedy, ked pre isté prirodzené &isla m, n plati w* = y. Je zndme,
7e grupa ((e) sa skladd zo vSetkych prvkov tvaru we, kde x € K(e).

Lemma 1. Nech S je &astofne komutativna periodickd  pologrupa. Nech
x €G(e), y  K(e). Potom xy <((e), yx €(G(e).

160



Dokaz je zrejmy vzhladom na to, ze (/(e) sa skladd z prvkov tvaru we
(+ € K(e)) a len z nich.

Rozklad na K-triedy

Lemma 2. Nech x € K(e,), y € K(e,), potom xye,e, leZi v Gese,).

Dokaz. Podla predpokladu existuju také prirodzené ¢&isla m, n, 7e a' = ¢,
y" = rc,. Teda (xe,) = eey, (ye)" = ey, t. j. wey € K(ee,), ye, € K(ee,).

Vieme, Ze tie a len tie prvky z K(e,e,) patria do (/(e;e,), ktoré st tvaru ue,e,,
u € N(ee,). Teda prvky wxeee, = wee, a yeee, = yee, st prvkami grupy
(/(e1e,). Teda aj ich séin zeje,ye e, = xye,e, patri do grupy G(ee,), ¢. b. t. d.

Veta 1. Ak x € K(e,), y € K(e,), potom xy € K((’ ey)-
Dokaz. 1. Nech zy € K(e), t. j. existuje ¢t > 0 také, Ze (xy) = e. Je ¢,0,6 =

= eey(ay) = [ayee,] €Gee,), teda eee = ee,.

Nech pre n > 0 je x* = e,. Plati e = (ay) = x4, kde A = (yz) 'y.
7 toho e = €2 = xed = wx(xd) 4 == 2242 Indukeciou ¢ = x*4" e = e A"

7 toho ee;, = ee; At =e, 4 =c¢, t. . ee; = e.
3. Podobne nech pre m > 0 je y"=e¢,. Potom e = (2y) = By, kde
B == wa(yx) ! teda e = €* = Bey = /)’(BJ) y = B2y% Indukciou e = B y™
Bmey. Teda ee, = Bey e, = BMey == ¢, t.j. ee, = e.

Zo vztahu dokazaného sub 1 v.yplyva teda: ee, = eje.e = (e,0)(e8) = ¢.
Dosledok. Nech « € G(e)), y € K(e,), pricom e; < e,. Potom ay € G/(e,).
Poznamka 1. Vetu 1 moZno sformulovat tieZ takto:

Zobrazenie h pologrupy S na I(S), ktoré kazdému prvku 2 € § priraduje
idempotent, ku ktorému z patri, je homomorfizmus.

Inymi slovami:

Rozklad ciastoéne komutativnej periodickej pologrupy S dany jej K-trie-
dami je vytvarajicim rozkladom!) na N. Prislusna faktorova pologrupa 7"
je izomorfna s polozviazom I(S).

Lemma 3. Nech S je periodickd pologrupa. Nech K-triedy s &astoéné polo-
grupy v S. Potom rozklad na pologrupe S dany jej K-triedams je najjemmnejsi
rozklad pologrupy S na disjunktné, Eiastoéné pologrupy.

Dokaz vyplyva z toho, ze Ziadna K-trieda sa neda pisat v tvare stctu
dvoch disjunktnych pologrip, pretoze obidve by museli obsahovat po jednom
idempotente, ¢o nie je mozné (lebo K-trieda ma jediny idempotent).

Veta 2. V &lastoéne komutativne) periodickej pologrupe je rozklad na K-triedy
wjjemnejsim rozkladom na Eiastoéné pologrupy.

Doékaz. Vzhladom na vetu 1 si K-triedy d&iastoéné pologrupy. Potom
je veta 2 dosledkom lemmy 3.

1) Vytvarajiecim rozkladom nazyvame rozklad urdeny kongruenciou.
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2. Rozklad na F-triedy

Definicia 1. Nech S je pologrupa. Potom nazyjeame
w) idedl 1 = {x} U Sa lavgm hlavnym idedlom vytvorenygm prokom v jznak (v), |,
b) idedl I = {x} U xS pravym hlavnygm idedlom vytvorenym prekom

[znak ()],
¢) idedl I = {a} U Sz U xS U SaS obojstrannym hlavnym idedlom vytroren i
prokom x [znak (x))].

Dalej nazyjvame (podla [2]) mnoZinu vietkyjch prokov vytvdrajicich tenZe lury
hlavnyg idedl lavou triedow (znak F ). Lavi triedu prokov vytvdrajicich idedl (v),
oznacime F,(x).

Analogicky definujeme pravii triedu F,, [ F ,(x)] a obojstranni triedu F [F()].

Zrejme lavé triedy st navzdajom disjunktné (takisto pravé a obojstranné
triedy).

V nasledujucich tvahach lemmy oznadéené * platia aj v pripade, Ze vyraz
,lavy hlavny ideal” nahradime vyrazom ,,pravy hlavny ideal”, resp. .,0b0j-
stranny hlavny idedl*, vyraz ,,lava trieda‘ nahradime vyrazom ,,prava trieda .
resp. ,,obojstranna trieda‘. V ddkazoch sa postupuje rovnako ako v pripade
favych hlavnych idedlov a lavych hlavnych tried.

V lemmach 4—7 budeme uvazovat ¢iastotne komutativiu periodicku polo-
grupu S.

* Lemma 4. Nech x € K(e). Potom (), n K(e') = 0 vtedy « len vtedy. led
¢ < e.

Dokaz. Nech ¢ = e. Potom podla dosledku vety 1 je e¢'x €(/(¢'), teda
(), n K(e') =4 0.

Nech (), n K(e') +# 0. Potom pre y € K(¢*) je yx € K(e'). Potom vzhladom
na vetu 1 je e*e = ¢', teda e¥e = e'e a teda e'e = ¢', ¢o zZnadi ¢' <o,

* Lemma 5. Nech x € K(e). Potom F,(z) C K(e).

Dokaz Nech y € F,(2), t. j. (¢), = (y), a nech y € K(¢'). Plati y € (v), n
N K(e'), teda (), n K(e') + § a teda podla lemmy 3 je ¢' < ¢,

Takisto viak (y), n K(e) + 0, teda e < ¢'. Dostavame ¢ < ¢' < ¢, odkial
o = e

Lemma 6. Pre kaZdy prook ¢ € I(S) plati G(e) = F(e) = F,(¢).

Dokaz. Nech ax €({(e). Potom & = wxe, z Coho (x), C (¢), = (¢). Zrejme
e €(x),, teda (¢) C (x),. Z toho vyplyva dalej, ze (x), = (¢). Plati teda
({(e) C F (e) a (i(e) T F(e).

Nech x € F(e) (x € F,(e¢)). Potom pre isté y € S plati & =— ye = (ye) « e
Podla lemmy 5 je x € K(e) a podla lemmy 1 je a: € (/(¢).

Uhrnom F(e) = ((e) = F (e).

*VYeta 3. Nech S je dastoéne komutationa periodickda pologrupa. Potom:

a) Rozklad danij na pologrupe S jej F-triedami je zjemnenim vozlladu dancho
na S jej K-triedami. Pritom je kaZdda maximdédlne grupe G(e) jednow F-triedon.

162



by Rozklad dany na S jej F -triedami je zjemmenim rozkladw daného na S
jej F-triedami. Pritom je kaZdd maximdalne grupe G(e) jednow F,-triedou.

Déokaz. a) vyplyva z lemmy 5-—6.

b) Nech z, y € F, . Potom (x), = (y),, z ¢oho vyplyva x € (), C (y), teda
(«) € (y). Podobne (y) C (x). Teda (z) = (y), tize F(x) = F(y). Dalsie tvrde-
nie vety vyplyva z lemmy 6.

Nech S je ¢iastotne komutativna periodickd pologrupa. V mnozine F,-tried
zavedme teraz ¢iastoéné usporiadanic a podobne v mnozine F,-tried a F-tried.

Definicia 2. Budeme pisat, Ze F, (x) < F,(y) vtedy a len otedy, ked
(), © (),

Rovnako zavedieme reliciu < v mnoZine F,-tried a v mnozine F-tried.

Poznimka 2. Mnozina F -tried (oznatme ju 5F,) je vzhladom na reldciu
dani definiciou 2 diastoéne usporiadanou mnoZinou, ktord je izomorfna
s Ciastocne usporiadanou mnozinou lavych hlavnych idedlov (usporiadanych
pomocou mnozinovej inklazie).

To isté plati o mnozine F-tried (F%) a mnozine F-tried (F ).

Veta 4. Ciastoéne usporiadand mno¥ina ¥~ je homomorfnym obrazom (ias-
tocne usportadane jmnofiny Fr, (Fr); prislusny homomorfizmus je dany mnoZi-
novow tnkhiziow.

Ciastoéne usporiadand mnofina 7" je homomorfniyjm obrazom Eiastoéne uspo-
riadanej mnofiny F ; prislusny homomorfizinus je dany mnoZinovou inklizion.

Dokaz. Nech F,(x)<F,(y). Vtedy 2 € (x), C (y), C (), teda () C (y),
cize F(x) < F(y). Z toho a z vety 3 vyplyva prvé tvrdenie.

Nech F(z) < F(y), 2 € K(e), y € K(¢'). Vtedy e € (x) C (y), teda e € (y),
odkial podla vety 1 plati e < e'. Z toho a z vety 3 vyplyva tvrdenie.

* Veta 5. Idedl (z), je siuétom véethkijch I, -tried, ktoré si v relgcic ;)< F(x).

Dokaz. Nech y € (), a nech y' € F,(y). Potom y' € (y'), = (y), C (x),.
teda ' € (x),. Plati teda F,(y) C (x),, F (y) < F(x).

Zrejme pre kazdé F, ktoré je v relacii ¥, < F, (2), plati F/;, C (x),.

* Lemma 7. Nech v € K(e). Potoin G(e) == I, (e) < F ().

Dokaz. Pre isté prirodzené ¢islo n plati a* = e. Potom e — ax*1a € (i), .
teda (¢) C (2),, ¢ize G(c) = F, (¢) < F,(x) (lemma 6).

Definicia 3. Budeme hovorit, Ze ciastoéne usporiadand mnoZine M (uspo-
ricdanie oznaéme znakom =) je usmernend nadol 6], ak kw kaZdej drojice
prokov x, y € M existuje prook z € M taky, 2e z = x, z = .

* Veta 6. Ciastotne usporiadandg mnofina £, je usmernend nadol.

Dokaz. Nech x € K(e), y € K(e'). Podla lemmy 7 je (/(¢) < F,(x), G(¢') <
< F,(y). Avsak (ce') C (e), (ee') C (¢'), teda G(ee') < G(e) < F,(z), G(ee') <
<) < Fyy):

Pozndmka 3. Podobne ako v praci [5] zavedme analogicky k pojmu
multizvizu [3] pojem multipolozviizu:

Nech P je Ciastodne usporiadand mnozina (usporiadanie oznaéme <). Bu-
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deme hovorit, ze P je multipolozviz, ak je splnend axiéma: nech a, y € P:
ak existuje také « € P, %e a = x, « < y, potom existuje aj také z €, ze
a =<z, z=x, 2=y a e z podmienky b =x, b =y, z = b vyplyva b = z.

Z predoslych avah je zrejmé: V pripade, 7e kazdy rastiici retazec F -tried
je koneény, je mnozina F,-tried multipolozvizom, v ktorom pre kazdé v,y
je mnozina prvkov z neprazdna. (Niekedy je mnozina F,-tried dokonca polo-
ZVAZOm.)

Rovnaké tvrdenie plati pre mnozinu F-tried a F-tried.

Veta 7. Nech x,y € K(e). Potom kaZdy zo wvztahov «) F(xy) = F, (y).
b) F (yx) = F (y) je ekvivalentny so vzlahom F (y) = ((e).

Dékaz. Poznamenajme najprv, ze vztah F,(y) = (#(¢) je ekvivalentny so
vztahom y € (/(e).

a) Nech y € G(e), potom podla lemmy 1 a 6 je F (xy) = (i(e) = F, (y).

Nech F,(xy) = F (), t. j. (xy), = (y),. Teda pre isté z €N, z € K(¢') je
y = zay, alebo y = xy (druhy pripad je vSak zahrnuty v prvom pre z = x).
Pretoze y € K(e), podla vety 1 musi K(e) < K(e'), teda e’ = ¢. Aviak aj
x € K(e), teda podla vety 1 je zax € K(ee') = K(e), t. J. pre hte prirodzené
¢islo n plati (zz)' = e. Plati vSak y = zay = (22)(zay) = (220)'y =
= (zx) y == ey, teda podla lemmy 1 je y €(i(e).

b) Ak y € (/(e), podobne ako v a) plati F,(yx) = F (y).

Nech (), = (yx),, teda pre isté z € S, z € K(¢'), je y — zyx, alebo y — yr.
Pre isté prirodzené ¢isla m, n musi platit 27 = ¢', ¥t = e. Pretoze y = zyx

= 2(zyx) 2 = 22ya% = ... = z"yxmr = e'ye. Podla vety 1 vyplyva z toho
ee' = e a dalej y = ey, to znaéi podla lemmy 1, Ze y €((e).
Dosledok. a) F,(x*) = F (x**) plati vtedy a len vtedy, ked F, (r) je

grupa. b) Ak F,(x) C K(e), potom existuje prirodzené ¢islo n také. ze F, (v+) =
= ({(e).

Definicia 4. Prook x pologrupy S nazyvame reguldarnym | 1] vledy « len rtedy.
ked existuje prvok z € S takiyj, Ze xzax = w.

Veta 8. Nech S je éiastoéne komutativna periodickd pologrupa. Poton: prirok
v €8 je requldrny vtedy a len vtedy, ak patri do nicktorej maximdlne] grupy ().

Dokaz. Nech x €(G(e). Potom existuje prvok a-t € (/(e) taky, ze a—la = .
To znaéi, ze pre x plati va™lx = a;

Nech x je regularny prvok. Teda existuje prvok y € S taky, 7e vya = ..
Potom vsak axy = (vyx) y = (vy)(xy), ¢ize xy je idempotent. Podla lemmy 6
je F(xy) = G(xy). Avsak () = (xyx) C (xy) C (2) odkial (r) = (vy), teda
x€0(xy).

3. Rozklad na Q-triedy

Zavedme teraz dalsi rozklad na pologrupe S. Za tym ucelom zavedieme
pojem hlavnych kvaziidealov v zhode s pojmom kvaziidedlov v praci [4].
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Definicia 5. Nech S je pologrupa. MnoZinw M = {2z} u [Sx n S| nazveme
hlarngjm kvdziidedlom vytvorenym prokom x (znak (x),).

Mnozinu prvkov vytvarajicich tenze hlavny kvéziideal budeme nazyvat
kvizitriedou (Q-trieda). Kvazitriedu, do ktorej patri prvok x, budeme ozna-
covat Q(x).

Vzhladom na definiciu st kvazitriedy disjunktné.

Pozndamka 4. Lahko sa overi tvrdenie: Ak y € (z),, potom (y), C (x),.

Veta 9. Plati: a) (x), = (), n (¥)p; b) Q) = Fi(x) N F ().

Dokaz. Tvrdenie a) je zrejmé.

b) Ukdzeme najprv, ze Q(x) C F, (x) n Fy(x). Zrejme x € F (v) n F (x).
Nech y € Q(x), y # x. Potom pre isté s, s' € 8 plati y = sz, y = @' a teda
(4);, € (@), (Yp C (x),. Odtial vyplyva F (y) < F (), F(y) < Fp(z), teda
yEF (v), y€F,(x), ¢ize y € F () N Fp(x), ¢im sme dokdzali Q(z) C F,(z) n
N ().

Treba este ukazat, ze plati F (x) n F,(x) C Q(x). Zrejme z € Q(z). Nech
Yy EF, (¥) nFyx), y # a. Potom pre isté s, s' €S plati y = sx, y = x5, teda
Yy ENe N s, cize y € (v),, odkial (y), C (x),. Pretoze vsak y € F (x) n F(x),
pre isté z, 2' €8 plati tiez v = zy, ¥ = y2', odkial, tak ako v predoslom,
vyplyva (x), C (y),, ¢o spolu diva (x), = (¥), a teda y € Q(x). Dostivame
F,(x)n Fuz) C Q).

Poznamka 5. Lahko sa d4 ukazaf, Ze prenik hlavnych kvaziidedlov je
kvaziideal, ktory nemusi byt hlavnym kviziidedlom. Naproti tomu sidet hlav-
nych kvaziidealov nemusi byt ani kvéziidedlom. Dalej plati: stéin (v zmysle
nasobenia komplexov) hlavnych kvaziidealov nemusi byt hlavnym kvazi-
idedlom.

Priklad. Nech S je volnd pologrupa s mnoZinou vytvarajacich prvkov
(generdtorov) {«,, ay}. Potom (a,), (¢ = 1, 2) je mnozina prvkov, ktoré maji
jeden z tvarov «,, a,aa;, kde a je lubovolny prvok z S.

Sacet hlavnych kvaziidealov (a,), a (@), je mnozina prvkov, ktoré maji
jeden z tvarov «y, a,, a,aa,, ayaa,, kde a je Iubovolny prvok z S. Ak by stacet
bol kvéziideal, musel by don patrit aj prvok a,a,, ktory viak, ako hned vidiet,
don nepatri.

Sacin (a,), . (ay), (v zmysle nasobenia komplexov) hlavnych kvéziidealov
(¢t)y & (ay), je mnozina prvkov, ktoré maji jeden z tvarov a,a,, a,a,aa,, a,d'a,a,,
@ wagaay, kde «, @' st fubovolné prvky z . Teda patri don napr. prvok
ayytya,. To viak znadi, ze sacin (a,), . (ay), nie je hlavny kvaziideal.

V dalsom uvazujeme ¢iastotne komutativnu periodickd pologrupu 8.

7 vety 9 vyplyva:

Lemma 8. Rozklad dany na S jej Q-triedami je zjemmenim rozkladw na S
dandho F,-triedama.

Zavedme relaciu Ciastoéného usporiadania v mnoZine @-tried takto:

Definicia 6. Budeme pisat, Ze Q(x) < Q(y) vtedy a lenviedy, ked (x)y C (y).,-
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Poznamka 6. Mnozina @-tried je vzhladom na reliciu dant definiciou 6
Giastocne usporiadanou mnoZinou.

Veta 10. Plati: (x), je siuctom vietkyjch Q-tried, ktoré si v reldcii Q@ = Q(x).

Dokaz. Plati Q(x) C (x),, pretoze ak y € Q(x), plati (y), = (v),, teda
y € (x),. Nech teraz y € (x), a nech y' € Q(y). Potom (y'), = (¥), C (v),
(pozri pozn. 4), teda y' € (¥),. Z toho vyplyva Q(y) C (x), a Q(y) < Q).

Nech teraz Q(y) < Q(x). Potom Q(y) € (), C (¥),-

Lemma 9. Plati: Q(e) = G(e) « pre vSetky x € K(e) je Q(e) < Q(x).

Dokaz. Tvrdenie Q(e) = ((e) vyplyva z vety 9 a vety 4. Dalej zrejme
(ex), C (#),, z ¢oho vyplyva Q(e) < Q(x).

Veta 11. Ciastoéne usporiadand mnoZina Q-tried je »zhladom na reldcin dani
definicion 6 mnoZina nadol usmernend.

Dokaz. Nech @, C K( e), @, C K(e'). Podla lemmy 9 je (i(¢e) = Q(¢) < Q.
Zrejme (t’e‘)() (€),. t. j. Qee’) < Q(e). Uhrnom Q(ee') < Q,. Rovnako sa
dokaze Q(ee') < Q(e').

Veta 12. 0mstocn@ usportadand mnoZina F -trieda je homomorfnyjm obrazom
Siastocne usporiadanej mnofiny Q-tried, prislusny homomorfizmus je danjj mno-
Zinovou, inkliziou.

Dokaz. Nech Q(x) < Q(y). Podla lemmy 8 @Q(x) C F,(x) a Q(y) C F, (y).
Podla predpokladu (x), C (y),. Ak ¥ = y, zrejme F,(x) < F,(y). V 1ruhum
pripade sa @ dd vyjadrit v tvare @ = zy (z € 8). Teda (x), C (y),, ¢ize F (r) <
=F.(y).

4. Hlavné idealy a idempotenty

V tomto odseku ukazeme, ze pomocou predchadzajicich davah mozno do-
kazat niektoré tvrdenia, ktoré sa tykaju idedlov, resp. vztahu idedlov a idem-
potentov v diastotne komutativnej periodickej pologrupe.

V dalsom je S diastoéne komutativna periodickd pologrupa.

Veta 13. Ak v pologrupe S existuje minimdlny lavy idedl n, tak je jedinjj
a je rovny minimdalnemu pravému a minimdlnemu obojstrannéma idedlu. Pritom
jJe 1 grupa.

Doékaz. Zrejme minimalny lavy idedl je hlavny (takisto pravy, oboj-
stranny). — Nech S ma minimalny lavy idedl (x),, nech x € A(¢). Podla
lemmy 7 plati G(e) = F(e) < F,(x), teda vzhladom na minimalnost (x), musi
G(e) = F,(x). Podla vety 5 je teda (x), = G(e) = (¢), a teda (v), je grupa.

Nech (z) nie je minimalny obojstranny ideal; teda existuje (x') C (), ¢o
znadi F(z') < F(x). Potom vSak podla vety 4 a lemmy 7 musi a' € K(e').
kde e' = e, e 3£ ¢, teda podla vety 3 je G(e') = F(e') = F,(e') < F,(z') <
< F, (x), GiZze (z'), C (x),, ¢o je v spore s minimalnostou (z),. Teda (x) je
miniméalny obojstranny ideal, pricom podla vety 3 je (x) = G(¢) = (), .
Podobne by sa dokazalo tvrdenie pre pravy minimalny idedl.

Nech (e,),, (e,), st dva rozne minimalne lavé idedly. Potom ak e,e; = ¢,
je (e)), nie minimalny (pretoze (e,e), C (1)), ak vSak e, = ee, = ¢, je zas
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(¢s), nie minimalny (pretoze (e.€.),, C(€s),,, ¢ ~¢;). Teda nemozu existovat dva
rozne minimalne lavé idealy.

Veta 14, Nutnd a postaéujica podmienka, aby v pologrupe S existoval mini-
malny lavy idedl, je, aby existovalo ¢ € I(S) také, Ze plati ee, = ¢ pre kaZdé
. € [(S). (T. j. pologrupa idempotentov mda nulu.)

Dokaz. Ak v I(S) existuje e s predpokladanou vlastnostou, potom podla-
dosledku vety 1 je Se C (I(e) a teda vzhladom na vetu 5 je (e), = G(e) mini-
malny lavy ideal.

Nech existuje v § minimalny Tavy idedl 1. Potom podla vety 13 je n =

(¢), = ((e), e € [(S). Nech ¢; € I(S). Potom je ¢,e € G(e) a teda ee = ee; = c.

Pozndmka 7. Ak md kazdy klesajici retazec lavych tried minimalny
prvok, ma aj kazdy klesajici retazec pravych (obojstrannych) tried minimélny
prvok.

Veta 15. Ak pre isté x €8 plati S = (x);,, lak existuje taky idempotent
¢ €8, Ze plati ee; = e, pre vSetky idempotenty e, € I(S). (T. j. pologrupa idem-
potentor ma jednotku.)

Dékaz. 7Z podmienky vety vyplyva, ze ¢iastotne usporiadana mnozina
F,-tried ma najvidsi prvok a teda to isté plati aj pre polozvaz I(S), ktory je
podla vety 4 a 1 jej homomorfnym obrazom.

Poznamka 8. Podmienka vo vete 15 je nutna, ale nie postac¢ujica na to,
aby pre isté x € S platilo § = (2),, ako ukazuje priklad:

Nech pologrupa S = {a,, a, a3, a3}, kde nasobenie je dané takto: a,u, = a,
pre i, # aya, je ag, = a, (1, k = 0, 1, 2, 3). Idempotent je jediny a,; aviak
pre ziadne « € § neplati ani S = (a),, ale ani § = (a),, ani S = (a),, ani
S = (a).

Yeta 16. Nech v S je kaZdy klesajict (rastici) retazec do sebe zapadajicich
lavgeh hlavnygeh idedlov koneénij. Potom je v S koneény aj kaZdy klesajict
(rastiici) retazec idempotentou.

Dokaz. Z predpokladov vyplyva, Ze kazdy klesajici retazec v ¢iastoéne
usporiadanej mnozine 47, je koneény. Tvrdenie vety vyplyva z toho, Ze polo-
zviiz. I(S) je homomorfnym obrazom &iastoéne usporiadanej mnoziny 57,
(veta 4, poznamka 1).

Tvrdenie o rastiucich retazcoch sa dokaze podobne.

Poznamka 9. Rovnaké tvrdenie plati pre kvaziidedly.

Poznamka 10. Obritend veta k vete 16 neplati, ako ukazuje priklad:

Nech S je pologrupa, ktorej prvkami si dvojice celych ¢&isel (m, n). Naso-
benie je definované takto: a) (m, n)(m', n') = (mm', n') ak m, m' si nesideli-
telné, b) (m, n)(m', n') = (0, 0) ak m, m' si sidelitelné. — Idempotent je
jediny (0,0). Existuje vSak klesajuci retazec do seba zapadajicich lavych
hlavnych idedlov

((p17 ”))L > ((p1p29 n))L > ((Plpﬂ's: n))l 2.
(Pi> P2y Py - - - sl navzajom rdzne prvodisla), ktory nie je konecény.
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5. Homomorfizmy F-tried a K-tried

V celom tomto odseku § znadi ¢iastodne komutativnu periodicka pologrupu.

Veta 17. Nech e, = eey. Potom zobrazenie x = xe;, (v € K(¢3)) je homomorfué
zobrazenie mnoZiny K(ey) do K(ey); (oznaéme ho ¢3).

Dokaz. Podla vety 1 pre x € K(e,) plati xe, € K(e,). Pre &y, @, € K(¢,) plati
(re1)(20;) = (212,) €.

Poznamka 11. Nech ¢, < ¢, < ¢;. Potom pre zobrazenie ¢3 a ¢7 zrejme
plati gipl = ¢f.

Veta 18. Nech e je idempotent v S. Pre homomorfné zobrazenie x -~ e polo-
grupy S do seba (oznaléme ho ¢ ) plati:

a) ¢ je homomorfrnym zobrazenim pologrupy .7, do sebu,

b) @ je homomorfnym zobrazenim éiastoéne usporiadanej mnoZiny ~#; ( pri-
padne Fpp, F ) do seba.

Dokaz. a) Treba ukdzat: p A (e) pK(e') = g K (ee'). Nech homomortizmus ¢
je urceny idempotentom e* € S. Potom podla vety 1 je ¢A(c) C K(er®),
pK(e') C K(ee*) a znova podla vety 1 je K(ee*) K(e'e*) C K(ee'e*) a teda
pK(e) pK(e')y C K(ee*) K(e'e*) C K(ee'e*) aviak v 7" je K(ee'e*) = ¢ K(ee).

b) Najprv ukdzeme, ze ku kazdej I, -triede F';(x) existuje taka trieda F,(y).
7e oF,(x) C F,(y). Nech x' € F, (x). To znaci, alebo a' = x, alebo 2" = ~»
pre isté s € S. Ak a' = sa, plati z'e = swe = sew, o znadi a'e € (ex),. Teda
(@'e), C (we),. Podobne sa ukaze (xe), C (x'¢),, Go spolu dava (ae), = (2'¢), .
t. j. F (x'e) = F,(xe). To plati aj pre &' = x. Trieda F,(v) sa teda zobrazi
do triedy F,(y), y = we.

Dalej zrejme plati: ak F,(2') < F (x), ¢F (') C F (y'), ¢F (¥) C F,(y).
potom F,(y') < F,(y).

Poznamka 12. Lahko sa vidi, ze plati ¢, () C F,(y) < F,(2), ale pritom
nemusi ¢F,(x) = F,(y).

Poznamka 13. Nech eje, —= ¢,, eje, = ey. Nech ¢i(gl) je homomorfné zobra-
zenie z vety 17 dané prokom e, (e,). Potom zobrazenia ¢} « ¢} sit na grupe ((¢)
totoZné.

Dokaz. Pre x €Gl(e,) plati xe, = (we,) e, = xey, = (xey) ey = we,.

Poznamka 14. Nech v8etky K-triedy v S si grupy. Nech zobrazenie [
pologrupy S na S je automorfizmom na kazdej z nich. Nech pre Iubovolny
idempotent e € § homomorfné zobrazenie ¥ — xe z vety 17 (oznatme ho ¢)
ma vlastnost ¢l'x = I'px pre kazdé x € S. Potom zobrazenie /" je auto-
morfizmom na S.

Dokaz tvrdenia je obdobny ako doékaz analogického tvrdenia v praci |5].

®

Vznika prirodzena otazka: Nech je dany polozviz I a ku kazdému prvku
¢ € [ je dana Ciasto¢ne komutativna periodicka pologrupa A, s jedinym idem-
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potentom ¢. Ci existuje taka &astotne komutativna periodicka pologrupa S,
ktorej polozviz idempotentov je (okrem izomorfizmu) I a pre kazdé e €/
KN-trieda patriaca k idempotentu e je ¢iastoénou pologrupou pologrupy S
zhodnou (okrem izomorfizmu) s pologrupou K(e). — Odpoved na tiato otazku
je kladna. Uvedieme dve konstrukcie pologrupy § z daného polozvizu [
a z daného systému pologriup K,.

I. Ku kazdej dvojici prvkov e, e' € I, pre ktora plati e' -

-

< e, nech je dané
homomorfné zobrazenie ¢!, pologrupy K, do pologrupy K,., a to tak, ze plati:
a) ¢ je identické zobrazenie, b) ak ¢!, prislicha dvojici ' < e, ¢ dvojici
e <2 ¢, dvojici €' < ¢ prislicha zobrazenie ¢\' = ¢l@:" . Takéto homomor-
fizmy vzdy existuji, ak e¢' < e, sta¢i napr. polozit ¢i.x == ¢' pre kazdé x € A ,.
Oznad¢me S mnozinovy stdet vSetkych mnozin K, . Definujme na § nésobenic
' takto: Nech v € K,, y € K,.. Potom 2Oy == ¢/,.¢%.y.

2. Oznadme § mnozinovy studet vSetkych mnozin K,. Definujme na § na-
sobenie O takto: a) nech x, y € K,, potom z © y = xy (siéin v K,), b) nech
€N, yeK,, e #e. Ak e <e', potom 2Ly = yoau = x. Ak e, ¢’ sa ne-
porovhatelné, potom 2Oy = yOux = ec'.

V' obidvoch pripadoch 1,2 dostavame c¢iastoéne komutativnu periodicka
pologrupu 8, v ktorej I(S) = I a K-trieda patriaca k idempotentu e je prave K, .
Dokaz je lahky a neuvadzame ho.

Dalsie takéto pologrupy sa daji skonitruovat na mnozine S vhodnym
skombinovanim konstrukeii 1 a 2.

Avsak nie vietky takéto pologrupy mozno skonstruovat uvedenymi spo-
sobmi, ako o tom svedéi rad prikladov, napr. komutativna periodicka polo-
grupa S vytvorena takto:

Majme polozviz prvkov e, e'. Nech ¢' << e. Prvku e priradme pologrupu
K, = {e}, prvku ¢' pologrupu K, = {¢',«a, b}, kde nasobenie je dané takto:
pre &, @, € K, je x,x, = ¢'. Na mnozine § = K, u K,, definujme nasobenie ¢
takto: eDe = e; pre x,, @, € K, je x,;0x, = x,2,; dalej eOb = bOe == eOa =

ade =0, eDe = e'Oe =ce'.

Je zrejmé, Ze uvedend pologrupa sa nedd skonstruovat konstrukciou |1
ani 2.

Lahko sa vidi (pomocou vety 17 a poznamky 11), Ze v pripade, ze K-triedy
st pologrupy s jednotkou, da sa kazdad dciastoéne komutativna periodicka
pologrupa vytvorit konstrukeciou 1, pricom K, st periodické pologrupy s jed-
notkou.
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O UANCTHUYHO WKOMMNYNTATHBI DX
HEPHOAHYECKIN HOJIVIPVIITAX

L. ROJTHLITAPODBA

Pesiome

Hepmouraee Y10 noavepyiny .S, B ROTOpoil st BOsIROTO e, o €5 (¢ - - areMiorent)
co == ew, OVICM HABKIBATL YACTHUHO KOMMYTaTHBIOIL. Dva HOAYrpyina ob1aiaer Muorumi

CBOICTBAMIT HHOOGHBIME ¢ BOHCTBAM HHEPHO;UTNCCRUN HO N PPN (MCCACOBAILIX B padorTay
i1 o).

VHHOZKECTBO HICMIOTCHTOB HOJYCPY B S 00pasyer 1actuunylo noayepyuny /(S8) noay
PPNVILE LS SIBIBHOIYIOCH HOAVCTPYRTYPoid. FoBopiy, uro piaeMent « € .5 upHna ek
K CHHOMY  MACMIOTCHTY €, e/ CYHICCTBYCT TAKOC HATYPAJILHOC YHC 10 1, 4TO &t = ¢,
MHoAKeeTBO BeeX 97 1eMCHTOB HPHIALICKANMX K IICMHOTENTY ¢ Oy/ieM nassiBarh A-roiac
coM. A-RJacent oopasyior (I)am'opu().?lyrpynu_\'.‘7)/‘, KOTOpast sIBISICTCS IOy CTPYRTY POl .
Pasdneie noayepynnn 8 pa A-rjgacen sgsisierest nambosee MedkuM  pasonenmem N
HA HACTHUHBIC TOAN TPV HILEL. B 11epBOIl 4aeTn n3y4alore s 1HEKOTOphie ¢BOiicTBA H().'I_\'l‘pylllll.l.LZ/:

MioseceTBo oueMenrop ¢ €8 HOPOMGA NN O;(11 T TOT FKC 1V1aBHbIH JICBLI Hjlea T,
HABLIBACTCSE F-RIaccoM (TOUHO Tak e BBCICM M p-Raacent B F-riaacent). MII()H((&("I‘B()(:'ZZ,
DACMEHTHE ROTOPOrO  Fp-RAacebl, SIBJASICTCH  MIIOAKCCTBOM  HAHIPABACHHBIM  BHABY (COOTBET-
CTBVIONCC OTHOIMEIME YacTAYIor0 YIHops;loueHus jano B oupeleacinun 2). Anajorndioce
VTBCPIKICHEC CHPABCLTUBO W LsI SFruSF . CynteerByor romoMopdunic 0TodpameHust wace
THUHO VHOPSIOYCHNBIX MHOMKCCTB (‘7‘[4(("7;.'%1&(97:‘“7- na ,67;"‘, HOJAYCTPYRTY Db T n 1(S)
uzomopdun. Bo Bropoil yacTi M3yuaoTes HCKOTOPLIC ¢BoileTBA MHOMCCTB AL, f/r/c " ‘7‘

Jlaciee M3yuawTen KBasumcas bl Mo cOOTBCTCTBYIOIAC KBABHKAACCH, KOTOPBIC B SHOTCSE
1 R-KJIaCCOB).

I vacri 4 13yyalorest HEROTOPLIC CBOTCTBA B3aUMIOL ¢BSI3H 1NIABHLIX MCAJOB ¢ MIO
wecrsasit KL, Fr, Fou 1(S).

B dacr 5 mayuatorest roMoMopunie 0rodpaKennst x—>xe HoAYrpynint S B & (obosuauen
ubie vepes @), lorassiBaeresy, yro naupumep ¢ romomopgno orodpaxkact s A,
SFLow S, . 1. Konewwo HPUBC/ICHDE ,IBC KOHCTPYKIUA, HOKA3LIBAIONMC, KAK U3 /1aliol
cHerteMbl [ acTHUHO  KOMMYTaTUBULIX  TMCPHOIHUCCKAX  TIOJAYIPYyUn (HpH HToM cHereMa /
HACTHYIO  VHOpsjlouenna  Tak, UTo oha  sIB/BICTCH  HOJYCTPYRTYPOI) HOCTPOATL  TaRkyio
HOANTPYVHILY S, RoTopast mMeer A-R.accaMy 1aiible HOJVIPVHIb .

nepeceuetHeM J1aBHBIN JICBLIX H TpaBbiX Hjlca. 10B ((‘()()’I‘H. ‘L,'/L n .

ON THE PARTIALLY
COMMUTATIVE TORSION SEMIGROUPS

BLANKA KOLIBTAROVA
Summary
We shall call a torsion semigroup & a partially commutative if for every @, ¢ €5
(¢ is an idempotent) we = ex holds. It has some properties similar to the commutative

torsion semigroup (dealt with in [1] and [5]).
The set of idempotents of S forms a subsemigroup I(S) of S. I(S) is a semilattice.
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The set of all elements x €S, for which wv¢ = e (i is a natural number, e € I(N) holds, i=
denoted as K (e) and called K-class K (¢). The K-classes form a factor semigroup .. which
is a semilattice. The decomposition of the semigroup S into K-classes is the finest de-
composition of S in its subsemigroups.

In the first part, some properties of T are being dealt with.

The set of elements x €5, which generate the same principal left (right, two-sided)
ideal, is called I ,(F p, F) class. The set of F'j, classes is denoted as L and is down oriented
(the respective ralation is given in definition 2). The same holds for (‘7-/; and ~F

There exist the homomorphisms of the partially ordered sets: one of FLF pyonto F .
one of £ onto 4; the semigroup s isomorph to I(S). -~ The part 2 deals with
some properties of ."77,. ‘“773 and “/7.

Further are studied the quasiideals and the quasiclasses belon ing to them. which
are shown as intersections of principal left and right ideals (resp. of F';, and I, classes).

The part 4 deals with some properties of ideals with respect to the sets S, A,
~F and I(.).

In part 5 are studied the homomorphisms @ —> xe of S into S denoted as ¢ It i< shown,
that ¢ is a homomorphism of A into 7 and of f'7_[, into fﬁ;.

At last it is shown in two ways, how to construct from a given system [ of partially
commutative torsion semigroups (I is a semilattice) a new semigroup S, the K-classes
of which are the given semigroups.
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