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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S SAV, IX, 3-1959 

0 ČIASTOČNE KOMUTATÍYNYCII 
PERIODICKÝCH POLOGBl PÁCII 

B L A N K A K O L I B I A R O V Á , B r a t i s l a v a 

Práca sa zaoberá vyšetřováním periodických pologrúp, v ktorých idem-
potenty sú komutativně so všetkými prvkami. Ukazuje sa, že takáto polo-
grupa má isté vlastnosti spoločné alebo podobné s komutatívnymi periodickými 
pologrupami (vyšetřovanými napr. v práci [1], [5]). Takto sa do istej mierv 
osvětluje riloha idempotentov v periodických poJogrupách. Uvažuje sa JiJavne 
o vzťahoch medzi ideálmi a idempotentami, o struktuře idea lov a o konštruJvcii 
vyšetřovaných pologrúp. 

Definícia. Budeme hovořit', ze periodická pologrupa S je ciastocne komutatívna, 
keď pre každý idempotent e 6 S a každý prvok x € S platí xe = ex. 

Taká pologrupa sa dá zostrojiť napr. konštrukciou uvedenou v odseku 5. 
Polozvázom rozumieme komutatívnu pologrupu, ktorej každyr prvok je idem

potent. Polozváz je čiastočne usporiadaná množina, v ktorej x < y značí 
xy = x [6]. 

Označme znakom I(S) množinu idempotentov v čiastočne komutatívnej 
periodickej pologrupe S. Znakmi e s indexmi označme všade v ďalšom prvky 
z I(S). Zrejme I(S) je čiastočná pologrupa pologrupy S. Pretože pologrupa 
I(S) je komutatívna a každý jej prvok je idempotentom, je to polozváz. 

Analogicky ako v práci [1] zavádzame: Nech S je periodická pologrupa, 
nech e je idempotent v S. Budeme hovoriť, že prvok x € S patří k idempo-
tentu e, ak existuje také prirodzené číslo n, že platí xl = e. Množinu všetkých 
prvkov patriacich k idempotentu e budeme označovat znakom K(e) a budeme 
ju volať K-triedou patriacou k idempotentu e. Grupa G s vlastnosťami: a) G je 
čiastočná pologrupa v S, b) e€G, c) v S neexistuje čiastočná pologrupa G'', 
ktorá je grupou a pre ktorú platí G C G'QS, budeme nazývat maximálnou 
grupou patriacou k idempotentu e a označovat G(e). 

Zrejme každý prvok x € S patří len k jednému idempotentu, pričom pre 
každé K(e) je e 6 K(e). Ďalej je zřejmé, že prvky x, y patria do tej istej Á'-triedy 
vtedy a len vtedy, ked pre isté prirodzené čísla m, n platí x" =- y"'. Je známe, 
že grupa G(e) sa skládá zo všetkých prvkov tvaru xe, kde x € K(e). 

Lemma 1. Nech S je ciastocne komutatívna periodická pologrupa. Nech 
x e G(e), y S K(e). Potom xy € G(e), yx £ G(e). 
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D o k a ž je zře jmý vzhTadom na t o , že G(e) sa sk ládá z p r v k o v t v a r u xe 
(x € K(e)) a len z nich. 

1. R o z k l a d n a K - t r i e d y 

Lemma 2. Nech x £ K(e1), y € K(e2), potom xyexe2 leží v G(e1e2). 

D ó k a z . P o d l á p ř e d p o k l a d u exis tu jú t a k é ])rirodzené čísla m, n, že x'- = e., 
y» = e2. T e d a (xe2) = exe2, (yex\

n = exe2, t . j . xe2eK(exe2), ye1eK(e1e2). 
Vieme, že tie a len t ie p r v k y z K(e1e2) p a t r i a do G(e1e2), k t o r é sú t v a r u uexe2, 
u € K(exe2). Teda p r v k y xe2exe2 = xexe2 a yexexe2 = yexe2 sii p r v k a m i g rupy 

G((\e2). Teda aj ich súčin xexe2yexe2 = xyexe2 p a t ř í do g r u p y G(e1e2), č. b . t . d. 
Veta 1. Ak x € K(ex), y € K(e2), potom xy € K(exe2). 

D ó k a z . 1. Nech xy € K(e), t . j . existuje t > 0 t a k é , že (xy)' = e. J e exe2e — 

- <V-2(#ž/)ť = [vye&Y €^(eie2), t e d a exe2e = exe2. 

2. Nech pre n > 0 je x' = e1. P l a t í e = (xy) = . r J , kde .4 — (yx) 'y. 

Z toho e = e2 = xeA = x(xA) A = x2A2. I ndukc iou e — x'LAn, e = exA'1. 

Z toho eex = exexA
 l = exA

 i = e, t . j . eex = e. 

3. Podobné nech pre m > 0 je yn = e2. P o t o m e -— (xy)' = By, kde 

B — x(yx) ~l, t eda e = e2 = He?/ = B(By) y = B2y2. I ndukc iou e = Bn,y" — 

^ Bme2. Teda ee2 = fT"e2e2 = .B"»e2 =-. e, t . j . ee2 3= e. 

Zo v z t a h u dokázaného sub 1 vy rplýva t e d a : exe2 = exe2e = (exe)(e2e) = e. 

D ó s l e d o k . Nech x čG(ex), y € K(e2), pr ičom ex < e2. P o t o m xy €G(ex). 

P o z n á m k a 1. Vetu 1 možno s fo rmulova t tiež t a k t o : 

Zobrazenie h po logrupy S na I(S), k to ré každému p r v k u x € S p r i r adu je 

idem])otent , ku k t o r é m u x p a t ř í , je h o m o m o r n z m u s . 
I n ý m i s lovami: 
Rozklad čiastočne k o m u t a t í v n e j periodickej po logrupy S d a n ý jej K-trie-

d a m i je v y t v á r a j ú c i m rozkladom 1 ) n a S. P ř í s l u š n á f a k t o r o v á pologrupa ,7/ ' 
je izomorfná s položvázom I(S). 

L e m m a 3. Nech S je periodická pologrupa. Nech K-triedy sú čiastočne polo
grupy v S. Potom rozklad na pologrupe S daný jej K-triedami je naj jemné jsi 
rozklad pologrupy S na disjunktně, čiastočne pologrupy. 

D ó k a z v y p l ý v á z t o h o , že ž i a d n a K-t r ieda sa n e d á písať v t v a r e súčtu 
dvoch d i s j u n k t n ý c h pologrúp, p r e t o ž e obidve b y musel i o b s a h o v a t po j e d n o m 
i d e m p o t e n t e , čo nie je m o ž n é (lebo K-tr ieda m á jed iný i d e m p o t e n t ) . 

Veta 2. V čiastočne komutatívnej periodickej pologrupe je rozklad na K-triedy 
naj jemnějším rozkladom na čiastočne pologrupy. 

D ó k a z . V z h i a d o m n a v e t u 1 sri K-t r iedy čiastočne pologrupy. P o t o m 
je veta 2 dós ledkom l e m m y 3. 

]) Vytvárajúcim rozkladem n a z ý v á m e rozklad určeny kongruenoiou. 

U Malematicko-fyzikálny časopis SAV, IX, 3-1359 1 6 1 



2. R o z k l a d na F - t r i e d y 

Definída 1. Nech S je pologrupa. Potom nazýváme 
a) ideál 1 = {x} u Sx lavýmhlavnýmideálom vytvořenýmprvkom x \znak (x)L\, 
b) ideál I = {x} u xS pravým hlavným ideálom vytvořeným prvkom x 

[znak (x)R], 
c) ideál I = {x} u Sx u xS u SxS obojstranným hleivným ideálom vytvořeným 

prvkom x [znak (x)\. 
Ďalej nazýváme (podfoi [2\) množinu vsetkých prvkov víjtvárajncich tenze fary 

hleivný ideállavou triedou (znakFL). Eavú triedu prvkov vytvárajúcich ideál (x), 
ejznačíme FL(x). 

Analogicky definujeme pravá triedu Fn [Fn(x)] et obojstranuú triedu F |F(.r)J. 
Zrejme Tavé t r iedy sú uavzá jom d i s junktně ( takis to pravé a o b o j s t r a n n é 

t r i e d y ) . 
V nas ledujúcich ú v a h á c h l e m m y označené * p lat ia aj v p ř í p a d e , že výraz 

,,1'avý h l a v n ý i d e á l " n a h r a d í m e v ý r a z o m ,,pravý h l a v n ý ideál" ' , resp. ,,oboj-
s t r a n n ý h l a v n ý i d e á l " , v ý r a z ,,1'avá t r i e d a " n a h r a d í m e v ý r a z o m ,,})ravá t r i e d a ' \ 
resp. , ,obojs tranná t r i e d a " . V dókazoch sa p o s t u p u j e r o v n a k o ako v p ř í p a d e 
lavých h l a v n ý c h ideálov a lavých h l a v n ý c h t r ied . 

V l e m m á c h 4 — 7 b u d e m e u v a ž o v a t čiastočne k o m u t a t i v n í ! per iodickú polo-
g r u p u S. 

* Lemma 4. Nech x G K(e). Potom (x)L n K(ey) =|= 0 vtedy a len vtedy. ked 
es < e. 

D ó k a z . Nech e" < e. P o t o m p o d l á dósledku v e t y 1 je eyx€G(ey), t eda 

(x)L n K(e) =4= 0 . 

Nech (x)L n K(ey) ^ 0. P o t o m pre y £ K(e*) je yx G K(et). Po tom vzh ladom 

na ve tu 1 je e*e = e\ t e d a e*e = exe a t e d a eY -= e\ co značí es < e. 
* Lemma 5. Nech xeK(e). Potom FL(x) C K(e). 
D ó k a z . Nech y e FL(x), t . j . (x)L = (y)L a nech y € K(e). Plat í y € (x), n 

n K(ex), t e d a (x)L n K(e") + i) a t eda pod l á lemmy 3 je ev < e. 

Takis to však (y)fj n K(e) -4^ 0, t eda e < e\ Dos táváme e < e" < e, odkia í 

e — e . 

Lemma (í. Pre každý prvok e € I(S) platí G(e) = F(e) = FL(e). 

D ó k a z . Nech x€G(e). P o t o m x = xe, z čoho (x)L C (e)} = (e). Zre jme 
ee(x)L, t e d a (e) C (x)L. Z t o h o v y p l ý v á ďalej, že (x)L = (e). Plat í teda 
G(e) CFL(e) a G(e) C F(e). 

Neeh x € F(e) (x € F L(e)). Potom ])re i sté // € S platí x = y< ~ (y<) < r< . 

l )odía lemmy 5 je x 6 K(e) a pod Ta lemmy 1 je x £G(e). 

Úhrnom F(e) --= G(e) = FL(e). 

* Veta 3 . Nech S je cietstocne komutatívna periodická pologrupa. Potom: 

a) Rozklad daný na pologrupe S jej F -triedami je zjemněním rozkladu dani ho 
na S jej K-triedami. Přitom je každá maximálna grupa G(e) jedněm F-triedou. 
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h) Rozklad daný na S jej F L-f Hedami je zjemněním rozkladu daného na S 
jej F-tHedami. Přitom je každá maximálna grupa G(e) jednou FL-triedou. 

D o k a ž , a) vyplývá z lem my 5 —(>. 
b) Nech x, y eFL. Potom (x)L = (y)L, z čoho vyplývá x e (y)L C (y), teda 

(x) C (y). Podobné (y) C (x). Teda \x) = (y), cize F(x) = F(y). balšie tvrde-
nie vety vyplývá z lemmy 0. 

Nech S je čiastočne komutatívna periodická pologrupa. V množině F^-tried 
zaveďme teraz čiastočne usporiadanie a podobné v množině F / r t r i e d a F-tried. 

Dcfinícia 2. Budeme písaf, ze FL(x) -<I FL(y) vtedy a len vtedy, ked 
^)hC(y)L. 

Ilovnako zavedieme reláciu ^ v množině F / r t r i e d a v množině F-tried. 
P o z n á m k a 2. Množina F^-tried (označme ju ^TL) je vzhladom na reláciu 

danú definíciou 2 čiastočne uspořiadanou množinou, ktorá je izomorfná 
s čiastočne usporiadanou množinou 1'avých hlavných ideálov (usporiadaných 
pomocou množinovej inklúzie). 

To isté platí o množině F / ř-tried (tyH) a množině F-tried (Sf). 
Veta 4. Čiastočne usporiadaná množina ^J~ je homomorfným obrazom čias

točne usporiadane jmnoziny (9/, (<VH)/ příslušný homomorfizmus je daný mnozi-
n o co a inklúziou. 

Giastocne usporiadaná množina . y/' je homomorfným obrazom čiastočne uspo-
riadanej množiny ty~; příslušný homomorfizmus je daný množinovou inklúziou. 

D ó k a z . Nech FL(x)^FL(y). Vtedy x e(x)L C (y)L C (y),ted&(x) C (y), 
cize F(x) -<; F(y). Z toho a z vety 3 vyplývá prvé tvrdenie. 

Nech F(x) -^ F(y), x e K(e), y e K(e). Vtedy e e (x) C (y), teda e e (y), 
odkiai podlá vety 1 platí e <J e\ Z toho a z vety 3 vyplývá tvrdenie. 

* Veta 5. Ideál (x)Lje súčtom všetkých FL-tried9ktoré súv relácii FL^FL(x)„ 
D o k a ž . Nech y e (x)L a nech y eFL(y). Potom y e (yx)L = (y)L C (x), . 

teda y e (x)L. Platí teda FL(y) C (x)L, FL(y) -<; FL(x). 
Zřejmé pre každé FL, ktoré je v relácii FL^FL(x), platí FL C (x)L.. 
* Lemma 7. Nech x e K(e). Potom G(e) = FL(e) ^FL(x). 
D ó k a z . Pre isté prirodzené číslo n platí xn •= e. Potom e = x^lx e (x)L. 

teda (e) C (x)L, čiže G(e) = FL(e) -< FL(x) (lemma 6). 
Deřinícia 3. Budeme hovořit', ze čiastočne usporiadaná množina M (uspo

riadanie označme znakom ^) je usměrněná nadol [6], ak ku kazdej dvojici 
prvkov x, y e M existuje prvok z e M taký, ze z :^ x, z ;£ y. 

* Veta 6. Čiastočne usporiadaná množina, t y L je usměrněná nadol. 
D ó k a z . Nech x e K(e), y 6 K(e). Podlá lemmy 7 je G(e) -^ FL(x), G(e) ^ 

-^ FL(y). Avšak (ee) C (e), (eex) C (e), teda G(ee") ^ G(e) ^ FL(x), G(ee) ^ 
^G(e)^FL(y). 

P o z n á m k a 3. Podobné ako v práci [o] zaveďme analogicky k pojmu 
multizvázu [3j pojem multipolozvázu: 

Nech P je čiastočne usporiadaná množina (usporiadanie označme ?^). Bu-
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déme hovoriť, že P je m u l t i p o l o z v á z , ak je sj)lnená axióma: nech x, y € P: 
ak existuje také a € P, že a ^ x, a ^ y, potom existuje aj také z€P, že 
a <; z, z rg x, z ^ y a že z podmienky b t^x, b ^ y, z < b vyplývá b — z. 

Z predošlých úvah je zřejmé: V případe, že každý rastúci reťazec FA-tried 
je konečný, je množina FL-tried multipolozvázom, v ktorom ])re každé x, y 
je množina prvkov z neprázdná. (Niekedy je množina F 7-tried dokonca polo-
zvázom.) 

Rovnaké tvrdenie platí pre množinu F / r t r i e d a F-tried. 
Veta 7. Nech x,yeK(e). Potom každý zo vzťahov a) FL(xy) = F,(//), 

b) FL(yx) = FL(y) je ekvivalentný so vzťahom FL(y) = G(e). 
D ó k a z . Poznamenajme najprv, že vzťah FL(y) = G(e) je ekvivalentný so 

vzťahom y <~G(e). 
a) Nech y €G(e), potom podlá lem my l a 6 je F L(xy) = G(e) = FL(y). 
Nech FL(xy) = FL(y), t. j . (xy)L = (y)L. Teda pre isté z € S, z £ K(ey) je 

y = zxy, alebo y = xy (druhý případ je však zahrnutý v prvom ])re z = x). 
Pretože y€K(e), podlá vety 1 musí K(e) ^K(e), teda eey = e. Avšak aj 
xeK(e), teda podlá vety 1 je zx € K(ees) = K(e), t. j . ])re isté ])rirodzené 
číslo n platí (zx)' = e. Platí však y = zxy = (zx)(zxy) = (zx)2y = . . . 
= (zx) y = ey, teda podlá lemmy 1 je y čG(e). 

b) Ak y eO(e), podobné ako v a) platí FL(yx) = FL(y). 
Nech (y)L = (yx)L, teda pre isté z £ S, z 6 /v(O, Í e V = ZVX^ alebo y = yx. 

Pre isté prirodzené čísla m, n musí platiť zm = e\ xl =- e. Pretože ?/ = zyx -
= z(zyx) x = z2yx2 = . . . = zmnyxmu = esye. Podlá vety 1 vyplývá z toho 
ee" = e & ďalej y = ey, co značí podlá lemmy 1, že y €G(e). 

D ó s l e d o k . a) FL(xl) = FL(xí+1) platí vtedy a len vtedy, ked Ff(x ) je 
grupa, b) A]zFrj(x) C K(e), potom existuje prirodzené číslo n také. že Ff(xl) ~-
'•=G(e). 

Definícia 4. Prvok x pologrupy S nazýváme regidárnym \ 1J vtedy a lev vtedy% 

ked existuje prvok z € S taký, ze xzx = x. 
Veta 8. Nech S je ciastocne komutatívna periodická pologrupa. Potom prrok 

x 6 S je regulárny vtedy a len vtedy, ak patří do niektorej maximálněj grupy G(e). 
D ó k a z . Nech x €G(e). Potom existuje prvok x~l čG(e) taký, že x"Kr = e. 

To značí, že pre x platí xx~Yx = x\ 
Nech x je regulárny prvok. Teda existuje prvok y £ S taký, že xyx —- x. 

Potom však xy = (xyx) y = (%y)(%y), čiže xy je idempotent. Podlá lemmy <> 
je F(xy) = G(xy). Avšak (x) = (xyx) C (xy) C (x) odkiaí (x) = (xy), teda 
x € G(xy). 

3. R o z k l a d na Q - t r i e d y 

Zaveďme teraz další rozklad na pologrupe S. Za tým účelom zavedieme 
pojem hlavných kváziideálov v zhode s pojmom kváziideálov v práci [4]. 

164 



Definicia 5. Nech S je pologrupa. Množinu M = {x} u [Sx n xS\ nazveme 
Ida mým kváziideálom vytvořeným prvkom x (znak (x)Q). 

Množinu prvkov vytvárajúcich tenže hlavný kváziideál budeme nazývať 
kvázitriedou (Q-trieda). Kvázitriedu, do ktorej patří prvok x, budeme ozna
čovat Q(x). 

VzhTadom na definíciu sú kvázitriedy disjunktně. 
P o z n á m k a 4. Eahko sa overí tvrdenie: Ak ye(x)Q, j)otom (y)Q C (x) r 

Veta 9. Platí: a) (x)Q = (x)L n (x)R, b) Q(x) = FL(x) n FR(x). 
D o k a ž . Tvrdenie a) je zřejmé. 
b) Ukážeme najjrrv, že Q(x) C FL(x) n FR(x). Zrejme xeF,(x) n FR(x). 

Necli y e Q(x), y ^ x. Potom pre isté s, sy e S platí y = sx, y = xsx a teda 
(!/)L C (x)L, (y)R C (x)R. Odtial' vyplývá FL(y) ^ FL(x), Fn(y) ^ FR(X), teda 
// e FL(x), y eFn(x), cize y e FL(x) n FR(x), čím sme dokázali Q(x) C FL(x) n 
nFR(x). 

Třeba ešte ukázať, že platí FL(x) n FR(x) C Q(x). Zrejme x e Q(x). Nech 
// e FL(x) n FR(x), y ^ x. Potom pre isté s, sy e S platí y = sx, y = xs , teda 
y e Sx n xS, čiže y e (x)Q, odkial (y)Q C (.r)v. Pretože však y e FL(x) n FR(x), 
pre isté z, z eS platí tiež x = zy, x = yz , odkial, tak ako v j)redošlom, 
vyplývá (x)Q C (y)Q, čo spolu dává (x)Q = (y)Q a teda yeQ(x). Dostáváme 
FL(x) n FR(x) C Q(x). 

P o z n á m k a 5. Eahko sa dá ukázať, že prenik hlavných kvázhdeálov je 
kváziideál, ktorý nemusí byť hlavným kváziideálom. Naproti tomu súčet hlav
ných kváziideálov nemusí byť ani kváziideálom. Ďalej platí: súčin (v zmysle 
násobenia komplexov) hlavných kváziideálov nemusí byť hlavným kvázi
ideálom. 

P ř í k l a d . Nech S je volná jjologruj)a s množinou vytvárajúcich j)rvkov 
(generátorov) {al9 a2}. Potom (at)Q (i = l, 2) je množina prvkov, ktoré majú 
jeden z tvarov ai,aiaai, kde a je lubovolný prvok z S. 

Súčet hlavných kváziideálov (a^)q a (a2)Q je množina prvkov, ktoré majú 
jeden z tvarov a1, a2, a^a^, a2aa2, kde a je lubovolný prvok z S. Ak by súčet 
bol kváziideál, musel by doň patriť aj jirvok a1a2, ktorý však, ako hněď vidieť, 
doň nej)atrí. 

Súčin (ctiij . (ct2)Q (v zmysle násobenia konrplexov) hlavných kváziideálov 
((ÍI)Q a (a2)o J e množina prvkov, ktoré majú jeden z tvarov a±a2, a1a2aa2, a^ia^u, 
a^iayii^u, kde a, cť sú íubovolné prvky z S. Teda patří doň napr. prvok 
axa2a2a2. To však značí, že súčin (a^)Q . (a2)n nie je hlavný kváziideál. 

V ďalšom uvažujeme čiastočne komutatívnu periodickú poíogrupu S. 
Z vety 9 vyj)lýva: 
Lemma 8. Rozklad, daný na S jej Q-triedami je zjemněním rozkladu na S 

daného FL-triedami. 
Zaveďme reláciu čiastočného usjDoriadania v množině Q-tried takto: 
Deiinícia G. Budeme písaí, ze Q(x) ^Q(y) vtedy a lenvtedy,ked (x)Q C (y)Q. 

165 



P o z n á m k a G. Množina Q-tried je v z h l a d o m na reláciu d a n á definíciou i\ 
ciastočne u s p o r i a d a n o u množinou. 

Veta 10. Platí: (x)Q je súčtom všetkých Q-tried, ktoré sú v relaci i Q -<! Q(x). 
D o k a ž . P l a t í Q(x) C (x)Q, p re tože ak yeQ(x), p la t í (y)Q = (x)0, teda 

ye(x)Q. Nech te raz y 6 (x)Q a nech y£Q(y). P o t o m (y)Q = (y)Q C (x\ 

(pozři pozn. 4), t e d a y <E (x)Q. Z t o h o v y p l ý v á Q(y) C (x)Q a Q(y) -< Q(x). 
N e c h t e r a z Q(y) ^ Q(x). P o t o m (>(?/) C (y)Q C ( # ) „ . 
Lemma 9. Platí: Q(e) =. G(e) a pre všetky x e K(e) je Q(e) ^ Qjx). 
D ó k a z . T v r d e n i e Q(e) = G(e) v y p l ý v á z v e t y 9 a v e t y 4. "fiale j zrejme 

(ex)Q C (x)Q, z coho vyp lývá Q(e) ^Q(x). 
Veta 11. Ciastočne usporiadaná množina Q-tried je vzhladom na reláciu daná 

definíciou 6 množina nadol usměrněná. 
D ó k a z . N e c h Qx C K(e), Q2 C K(e). P o d l á l e m m y 0 je G(e) = Q(e) ^ Q}. 

Zře jmé (ee)Q C (e)Q, t . j . Q(ees) A Q(e). Ú h r n o m Q(ee) ^ QY. R o v n a k o sa 
dokáže Q(eey) ^ Q(ex). 

Veta 12. Ciastočne usporiadaná množina FL-trieda je homomorfným ohrazom 
ciastočne usporiadanej množiny Q-tried, příslušný homomorfizmus je daný mno
žinovou inklúziou. 

D ó k a z . N e c h Q(x) ^ Q(y). P o d l á l emmy 8 Q(x) C FL(x) a Q(y) C Ffj(y). 
P o d l á p ř e d p o k l a d u (x)Q C (y)Q. Ak x = y, zrejme FL(x) -<[ FL(y). V d r u h o m 
př ípade sa x d á vyjadriť v t v a r e x = zy (z € $). Teda (x)L C (y)f , cize F, (x) ^ 

4. H l a v n é i d e á l y a i d e m p o t e n t y 

V t o m t o odseku ukážeme, že pomocou predchádza jác ich á v a h možno do

k á z a t n iek toré tv rden ia , k to ré sa t ý k a j á ideálov, resp . v z t a h u idea lov a idem-

po ten tov v c iastočne k o m u t a t i v n ě j periodickéj pologrupe. 
V dalšom je S c iastočne k o m u t a t í v n a per iodická po logrupa . 
Veta 13. Ak v pologrupe S existuje minimálny lavý ideál n, tak je jediný 

a je rovný minimálnemu pravému a minimálnemu oboj stranném a ideálu. Přitom 
je u grupa. 

D ó k a z . Zre jme m i n i m á l n y lavý ideál je h l a v n ý ( takis to p r a v ý , oboj-
s t r a n n ý ) . — N e c h S m á m i n i m á l n y l a v ý ideál (x)L, nech x 6 K(e). P o d l á 
l e m m y 7 p la t í G(e) = F(e) -^ FL(x), t e d a v z h l a d o m na minimálnosf (x)L musí 
G(e) = FL(x). P o d l á v e t y 5 je t e d a (x)L = G(e) = (e)L a t e d a (x)L je g r u p a . 

N e c h (x) nie je m i n i m á l n y o b o j s t r a n n ý ideál; t e d a existuje (x) C (x), co 
značí F(x") -^ F(x). P o t o m však p o d l á v e t y 4 a l e m m y 7 musí x" € K(e). 

kde e rg e, ex ^ e, t eda poclla ve ty 3 je G(e) = F(e") = FL(e) -<; FL(x) -< 

^FL(x), čiže (x)L C (x)L, co je v spore s m i n i m á l n o s ť o u (x)L. T e d a (x) je 
m i n i m á l n y o b o j s t r a n n ý ideál, pr icom p o d l á v e t y 3 je (x) = G(e) = (x)L. 
P o d o b n é b y sa dokáza lo t v r d e n i e p r e p r a v ý m i n i m á l n y ideál. 

N e c h (ex)L, (e2)L sii d v a rózne m i n i m á l n ě 1'avé ideály. P o t o m ak e2e1 =f eY. 
je (e1)L nie m i n i m á l n y (pretože (e.2e1)[j C (e^)L), ak v šak e2ex = exe2 = eY je zas 
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((.,), nie minimálny (pretože (e^)L C(e2)L, e2 £ ex). Teda nemóžu existovat dva 
rozne minimálně lavé ideály. 

Vela M. Nutná a postacujúca podmienka, aby v pologrupe S existovat mini
málny fa vy ideál, je, aby existovalo e € I(S) také, ze platí eet = e pre každé 
('t 6 l(S). (T. j . pologrupa idempotentov má nulu.) 

Do kaz . Ak v I(S) existuje e s předpokládanou vlastnosťou, potom podfa-
dósledku vety I je Se C G(e) a teda vzhladom na vetu 5 je (e)L = G(e) mini
málny Iavý ideál. 

Nech existuje v S minimálny Iavý ideál it. Potom podfa vety 13 je n = 
((J)L = Cr(e)i e € 1(8)- N e c h ei e J(^)- Potom je ete € G(e) a teda eťe = ee- = e. 

P o z n á m k a 7. Ak má každý klesajúci reťazec 1'avých tried minimálny 
prvok, má aj každý klesajúci reťazec pravých (obojstranných) tried minimálny 
prvok. 

Veta 15. Ak pre isté x€S platí S = (x)L, tak existuje taký idempotent 
e € S, ze platí ee} = ei pre všetky idempotenty e( 6 I(S). (T. j . pologrupa idem
potentov má jednotku.) 

Dókaz . Z podmienky vety vyplývá, že čiastocne usporiadaná množina 
F7-tried má najváčší prvok a teda to isté platí aj pre polozváz I(S), ktorý je 
podlá vety 4 a 1 jej homomorfným obrazom. 

P o z n á m k a 8. Podmienka vo vete 15 je nutná, ale nie postacujúca na to, 
aby pre isté x € S platilo S = (x)L, ako ukazuje příklad: 

Nech pologrupa S = {a0, ax, a2, az}, kde násobenie je dané takto: a3a2 = ax, 
pre a^tj. ^ a:]a2 je aiak = a0 (i, k = 0. 1, 2, 3). Idempotent je jediný a0; avšak 
pre žiadne a čS neplatí ani S = (a)L, ale ani S = (a)fí, ani S = (a)Q, ani 

* = ( « ) • 

Veta 1(). Nech v S je každý klesajúci (rastúci) reťazec do sebe zapadajúcich 
1'avých hlavných ideálov konečný. Potom je v S konečný aj každý klesajúci 
(rastúci) reťazec idempotentov. 

D ó k a z . Z predpokladov vyplývá, že každý klesajúci reťazec v čiastocne 
usporiadanej množině c 9 2 je konečný. Tvrdenie vety vyplývá z toho, že polo
zváz I(S) je homomorfným obrazom čiastocne usporiadanej množiny ,V7L 
(veta 4, poznámka 1). 

Tvrdenie o rastúcich reťazcoch sa dokáže podobné. 
P o z n á m k a 9. Rovnaké tvrdenie platí pre kváziideály. 
P o z n á m k a 10. Obrátená veta k vete 10 neplatí, ako ukazuje příklad: 
Nech S je pologrupa, ktorej prvkami sú dvojice celých čísel (m, n). Náso

benie je definované takto: a) (m, n)(rn , n) = (mm , n) ak m, m sú nesúdeli-
telné, b) (m, n)(m\ n) = (0, 0) ak m, mx sú sú dělitelné. — Idempotent je 
jediný (0,0). Existuje však klesajúci reťazec do seba zapadajúcich Tavých 
hlavných ideálov 

((Pí, ™))L D ((P1P2, n))L D ((Pjp2p3, n))L ^ . . . 
(Fi •> P2> Pa? • • • s u navzájom rozne prvočísla), ktorý nie je konečný-. 
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5. H o m o m o r f i z m y F-tried a Iv-tried 

V celom tomto odseku S značí čiastočne komutatívnu periodická pologrii])u. 
Veta 17. Nech e3 = exe2. Potom zobrazenie x = xex (x € K(e2)) je homomorfné 

zobrazenie množiny K(e2) do K(es); (označme ho epf). 
D ó k a z . Podlá vety 1 pre x € K(e2) platí xeA € K(e:i). Pre xx, x2 € K(e2) ptati 

(x^x^) = (xlx2)e1. 
P o z n á m k a 11. Nech ex Ŝ e2 fg e3. Potom pre zobrazenie ep\ a ep'\ zrejme 

platí ep\(p\ = cp\. 
Veta 18. Nech e je idempotent v S. Pre homomorfné zobrazenie x — xe polo-

grupy S do seba (označme ho (p) platí: 
a) ep je homomorfným zobrazením pologrupy .V/'' JO seba, 
b) ep je homomorfným zobrazením čiastočne usporiadanej mnoíiny j-Tý, (při

padne c
c7/,ř, fT) do seba. 

D o k a ž , a) Třeba ukázat: (pK(e) qpK(e) = (pK(ee). Nech homomorfizmus y 
je určený idempotentom e*čS. Potom podlá vety 1 je (pK(e) C K(e(*), 
q)K(e) C K(ee*) a znova podlá vety 1 je K(ee*) K(eKe*) C K(eexe*) a teda 
(pK(e) (pK(e) C K(ee*) K(eKe*) C K(eeye*) avšak v ,9/' je K(eexe*) = (pK(eey). 

b) Najprv ukážeme, že ku každej F^-triede F L(x) existuje taká trieda FL(y). 
že (pFL(x) C F,(y). Nech x €FL(x). To značí, alebo x = x, alebo x* = *x 
pre isté s £ S. Ak x" = sx, platí xe = sxe = sex, čo značí xe € (ex), . Teda 
(xe)L C (xe)L. Podobné sa ukáže (xe)L C (xe)L, čo spolu dává (xe)L = (xc),. 
t. j . FL(xye) = Ff(xe). To platí aj pre xy = x. Trieda FL(x) sa teda zobrazí 
do triedy F,(y), y = xe. 

Ďalej zrejme platí: ak F L(x) ^ FL(x), <pFL(x') C FL(y), (pFL(x) C FL(y), 
potom FL(y)^FL(y). 

P o z n á m k a 12. Lahko sa vidí, že platí (pFf(x) C FL(y) -<; FL(x), ale přitom 
nemusí <pFL(x) = FL(y). 

P o z n á m k a 13. Nech exe2 = e4, exe3 = e4. Nech (p\((p\) je homomorfné zobra
zenie z vety 17 dané prvkom e2 (e3). Potom zobrazenia (p\ a ép\ sú na grupě O^J 
totožné. 

D ó k a z . Pre x G G(e1) platí xe2 = (xex) e2 — xe± = (xex) e3 = ;re3. 
P o z n á m k a 14. Nech všetky K-triedy v S sú grupy. Nech zobrazenie F 

pologrupy S na S je automorfizmom na každej z nich. Nech pre [libovolný 
idempotent ečS homomorfné zobrazenie x -» xe z vety 17 (označme ho o) 
má vlastnost (pTx = Fcpx pre každé x 6 S. Potom zobrazenie V je auto
morfizmom na S. 

Dókaz tvrdenia je obdobný ako dókaz analogického tvrdenia v práci [5). 

Vzniká prirodzená otázka: Nech je daný polozváz 1 a ku každému prvku 
e 6 / je daná čiastočne komutatívna periodická pologrupa Ke s jediným idem-
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potentom e. Ci existuje taká čiastocne komutatívna periodická pologrupa S, 
ktorej polozvaz idempotentov je (okrem izomorfizmu) I a pre každé e 6 J 
K-trieda patriaca k idempotentu e je čiastočnou pologrupou pologrupy S 
/hodnou (okrem izomorfizmu) s pologrupou K(e). — Odpověď na tuto otázku 
je kladná. Uvedieme dve konštrukcie pologrupy S z daného polozvázu I 
a z daného systému pologrúp K„. 

1. Ku každej dvojici prvkov e, ey € / , pre ktorú platí e\ ^ e, nech je dané 
homomorfné zobrazenie <T/V, pologrupy Ke do pologrupy KeX, a to tak, že platí: 
a) (f)''e je identické zobrazenie, b) ak rp ,̂ ])rislúcha dvojici e\ ^ e, (pe

e" dvojic i 
e < e", dvojici e g eM prislúcha zobrazenie <pe\ = (p^(pe

e'\ Takéto homomor-
lizniy vždy existujú, ak e ^ e, stačí napr. položit <p'^x = e pre každé x £ Kr,. 

Označme S množinový súčet všetkých množin K e . Definujme na S násoben i e 
^ takto: Nech x € Ke, y G Ke^ . Potom xOy = (p^tf^y. 

2. Označme S množinový súčet všetkých množin Ke. Definujme na S ná-
sobenie o takto: a) nech x, y G Ke. potom x O y = xy (súčin v Ke), b) nech 
x 6 Ke, y € Ár

ř,, e ^ e\ jAk e < e\ potom xOy = yOx = x. Ak e, e sú ne
porovnatelné, potom xOy = yOx = ee\ 

V obidvoch prípadoch 1, 2 dostáváme Čiastocne komutatívnu periodickú 
pologrupu S, v ktorej I(S) = I a K-trieda patriaca k idempotentu e je právě Ke. 
Dokaž je 1'ahký a neuvádzame ho. 

I)alšie takéto pologrupy sa dajú skonštruovat na množině S vhodným 
skombinovaním konštrukcii 1 a 2. 

Avšak nie všetky takéto pologrupy možno skonštruovat uvedenými spó-
sobmi, ako o tom svědčí rad príkladov, napr. komutatívna periodická polo-
grupa S vytvořená takto: 

Majme polozvaz prvkov e, e\ Nech ex < e. Prvku e přiřaďme pologrupu 
Ke = {e}, prvku e pologrupu Ke. = {e\ a, b}, kde násobenie je dané takto: 
pre xl, x2 € KeK je xxx2 = e\ Na množině S = Ke u Ke, definujme násobenie c 
takto: eOe = e; pre xx, x2 € Key je x1Ox2 = xxx2; ďalej eOfe = bOe = eOa = 
== aOe = b, eOe\ = eOe = e\ 

Je zřejmé, že uvedená pologrupa sa nedá skonštruovat konštrukciou 1 
ani 2. 

Lanko sa vidí (pomocou vety 17 a poznámky 11), že v případe, že K-triedy 
sú pologrupy s jednotkou, dá sa každá čiastocne komutatívna periodická 
pologrupa vytvořit konštrukciou 1, pričom Ke sú periodické pologrupy s jed
notkou. 
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О Ч А С Т И Ч Н О К О М М У Т А Т И В Н Ы Х 
I! К Р И О Д И Ч Е С К И X ИОЛУ Г Р У П П А X 

V. ко.1 икпл РОИЛ 

Периодическую полугруппу Л', в которой для всякого с, х € Л* (г?--- идемпотопт) 
х( — сг, будем называть частично коммутативной. Эта полугруппа обладает многими 
свойствами подобными свойствам периодических полугрупп (исследованных в работах 

Ш и [Г.]). 
Множество идемнотентов полугруппы <У образует частичную полугруппу 1(8) полу 

группы Л', являющуюся полуструктурой. Говорим, что элемент х € Л' принадлежит 
к данному идсмпотенту е, если существует такое натуральное число //, что хп = г. 

Множество всех элементов принадлежащих к идсмпотенту с будем называть А'-клае 
сом. /\'-классы образуют факторполугруппу < / , которая является полуструктурой. 
Разбиение полугруппы Л' на Л'-клаесы является наиболее мелким разбиением Л' 
на частичные полугруппы. Г> первой части изучаются некоторые свойства полугруппы, V/, 

Множество элементов .г; € Л" порождающих один и тот же главный левый идеал, 
называется /^-классом (точно так же введем /''/.«-классы и /"-классы). Множество, е /7, 
;»лем(чпч»1 которого /"^-классы, является множеством паправ.чепным внизу (соответ
ствующее отношение частичного упорядочения дано в определении 2). Аналогичное 
утверждение справедливо и для , 9 Й И <°/ . Существуют гомоморфные отображении час
тично \ норядоченных множеств: С 97Л С / /'ша ^г,!^ па ,°/( , полуструктуры <// и /(Л) 
изоморфны. Но второй части изучаются некоторые свойства множеств <Сг//;, с°/ П и , с/ . 

Далее изучаются квазиидеалы и соответствующие квазиклассы, которые являются 
пересечением главных левых и правых идеалов (соотв. .с//> и ^Т^»-к лас сов). 

П части 4 изучаются некоторые свойства взаимной связи главных идеалов с мно
жествами ,°7/,, Л7/?, <с7~ и 1(8). 

Г» части 5 изучаются гомоморфные отображения х->хе полугруппы «5* в Л' (обозначен 
пые через 9°). Показывается, что например ф гомоморфно отображает < /{ в < // , 

<с//. в ^г^^, и т. д. Конечно приведены две конструкции, показывающие, как из данной 
(истомы / частично коммутативных периодических полугрупп (при этом система / 
частично упорядочение так, что она является п о л у с т р у к т у р 0 " ) построить такую 
полугруппу Л\ которая имеет А'-классами данные полугруппы. 

O N T H E P A R T I A L L Y 
C O M M U T A T I V E T O R S I O N S E M I G R O U P S 

B L A N K A K O L J B T A R O V A 

S u m m a r y 

We sliall call a torsion semigroup S a par t ially c o m m u t a t i v e if for every x, v € S 
(c is an idempotcnt) xe — ex holds. I t has some p rope r t ies similar to the c o m m u t a t i v e 
torsion semigroup (dealt wi th in [1] and [5]). 

The set of idompotents of S forms a subscmig roup I(S) of S. I(S) is a semila t t ioo. 
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The se t of all e lements x € S, for which xl —- e (n is a na tural number , e € I(S) hold-;, is 
denoted as K(e) and called Ii-class K(e). The /v-classes form a factor semigrou}), V/ , which 
is a semi latt ice. The decomposit ion of the semigrou}) S into K-classes is the finest de
composit ion of S in its subsemigroups. 

In t h e first pa r t , some propert ies of , // are being dealt with. 
The set of elements x € S, wh ich genera te the same princ ipa l left (right, two-sided) 

ideal, is called FL(FH , F) class.The set of FL classes is denoted as C
C 7 L and is down oriented 

( the respect ive rala t ion is given in definition 2). The same holds for {/R and <"/ . 

The re exist the homomorphisms of the par t ia l ly ordered sets : one of <C/L(,CZ A»)onto Ĉ r- . 
one of ff on to </i ; the semigrou]) ,V/ is isomorph to I(S). — - The part 2 deals with 
some prope r t ies of {7]J9 SrR and C

C/ . 
Fu r the r are s tudied the quasiidoals and t h e quasiclasses belon ing to them, which 

are shown as intersect ions of principal left and r igh t ideals (resp. of F/y and E/» classes). 
The part 4 deals with some proper t ies of ideals with respect to t h e sets ^t- L, ,"/H, 

ff and I(S). 
In par t 5 are s tudied t h e homomorphisms x -» xe of S into S denoted as q:. It is shown. 

t h a t q) is a homomorphism of ^/{ i n t o . / / a n d of t
c / L into , / L . 

At las t it is shown in two ways , how to const ruc t from a given sys tem 1 of part ial ly 
c o m m u t a t i v e torsion semigroups (I is a semi lat t ice) a new semigroup S, the K-olasses 
of wh ich are the given semigroups. 

172 


		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T12:51:51+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




