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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY ČASOPIS SAV, IX, 3-1959 

Z TEORIE KONEČNÝCH GRAFOY 
S LINEÁRNYM I AKTOROM II 

A N T O N K O T Z K Í , B r a t i s l a v a 

3. Nasýtené grafy 

Graf G, v ktorom existuje lineárny faktor, budeme nazývat nasýteným 
graťom, keď lubovolné dva jeho uzly, ktoré sú v relácii A, sú v G spojené 
aspoň jednou hranou. Je známe, že lubovolný kompletný graf s parnym 

počtom uzlov obsahuje lineárny faktor. Priamo z definície nasýteného grafu 
vyplývá, že kompletný grať s párnym počtom uzlov je nasýtený. Nasýtený 
grať nemusí však byť kompletný, ako ukazuje napr. grať na obr. 4. 

Ako ukážeme v ďalšom, platí toto: nech v istom graťe G{) obsahujúcom 
lineárny ťaktor existujú také dva uzly nespojené hranou, ktoré sú v relácii A: 
t. j . nech 6r0 je nenasýtený grať. Ak ku grafu G() přidáme hranu spojů júcu 
takéto dva uzly, vznikne grať Gl9 ktorý má to isté jádro ako graf (7(). Přidávat' 
])ostupne ďalšie a ďalšie hrany spojujúce predtým hranou nespojené uzly. 
ktoré sú v príslušnom graťe v relácii A a tvořiť tak postupné z grafu G{) grafy 
Gl,G2, . . ., Gp — bez toho, že by sa jádro změnilo — možno len tak dlho. 
kým v G{ existuje dvojica uzlov nespojených hranou, ktoré sú v relácii A. 
Teda len tak dlho, kým istý graf G nie je nasýtený, inác ])ovedané, kým 
přidáváním hrán póvodný graf „nenasýtime4 1 (odtial názov nasýtený grať). 
Snadno nahliadneme, že počet „krokov", ktoré třeba urobiť, aby grať bol 
nasýtený, je vždy konečný. 

Veta 14. Nech G{) je lubovolný graf, v ktorom existuje lineárny faktor Ln 
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a tiech u 4= v sú luhovolné dva jeho uzly. Utvořme z grafu G0 graf Gr tak, ze 
ku grafu G{) přidáme novů hranu h spojuj úcu uzol u s uzlom v. Platí: 
(l) v grafe Gx existuje lineárny faktor, 

('2) je Gx — G0 právě vtedy, keď uzly u, v sil v grafe G0 v relácii A; ak v grafe G{) 

nie sú uzly u, v v relácii A, potom h patří do G± a G0 je podgrafom grafu G1, 
(3) ak uz v grafe G0 existuje istá hrana h' spojujúca uzly u,v, potom je UQO = U\]^, 
(4) ak graf G{) je nasýtený, je tiez graf Gx nasýtený. 

Dok a z. (1) Graf G0 je podgrafom grafu Gx, množiny uzlov v oboch týchto 
graf o cli sú rovnaké a v G0 existuje lineárny faktor L0. Podlá lemmy 3 lineárny 
faktor L0 grafu G0 je tiež lineárnym faktorom grafu G±. Preto v Gx existuje li
neárny faktor. 

(2) Nech uzly u, v sú v relácii A v grafe G{). Předpokládá jme oproti tvrdeniu 
vety, že istá hrana hx € G1 nepatří do G0. Potom však v Gx existuje r-kružnica 
vzhladom na L{) (označme ju K±) obsahujúca hranu h1. Kružnica K1 nepatří 
celá do G0 (ináč by hx patřila do G{) — spor s predpokladom). To je len tak 
možné, že hrana h (nepatriaca do G0 a teda ani do L0) patří do Kx. Cesta (\, 
ktorá vznikne z Kx, ak v nej zrušíme hranu h, patří celá do G0 a Cx je zrejme 
v-cestou vzhladom na LQ, ktorá spojuje uzly u, v v grafe G0. To je spor, lebo 
sine předpokládali, že uzly u, v sú v relácii A v grafe G0. Preto neexistuje 

hrana patriaca do G1 a nepatriaca do G0, ak je uAv v grafe G0. Pretože G{) je 

podgrafom grafu Gl9 je nutné potom G0 — G1. Ak uzly u, v nie sú v relácii A 
v grafe G0, t. j . ak v(? 0 existuje ,\-cesta vzhladom na L0, ktorá spojuje uzly 
u, r, potom táto cesta spolu s hranou h tvoria v grafe Gx istú kružnicu K, ktorá 
je \-kružnicou vzhladom na L0 v grafe Gl. Z toho ihned vyplývá (lebo K obsa
huje h), že hrana h patří do Gx a pretože h nepatří do G0 (teda ani do Cr

n), 
je nutné G0 4= Gx. Ze jádro G0 je podgrafom jádra Gl9 je zřejmé. 

(3) Nech už v G0 existuje hrana h' spojujúca uzly u, v a nech w, t sú 1'ubo-
volne dva uzly z G0 (a teda tiež z Gx). Ak platí wQt v grafe G0, platí tiež wLH 
v grafe Gl (lebo [libovolná cesta spojujúca uzly w, t v grafe G0 je cestou spojů-
JIHÍOU uzly w, t aj v grafe Gl a 1'ubovoiný lineárny faktor z G0 je tiež lineárnym 
faktorom grafu Gx — pozři lemmu 3). Nech teraz je wQt v grafe Gl9 t . j . nech 
v (\ existuje cesta (\ spojujúca uzly w, t, ktorej [libovolná hrana je hranou 
aspoň jednoho lineárneho faktora grafu Gv. Ak cesta (\ neobsahuje hranu h, 
je zrejme (\ tiež cestou v G0 a každá jej hrana patří aspoň do jednoho lineár
neho faktora v G{), čiže je potom wQt aj v grafe G0. Predpokladajme, že (\ 
ol)sahuje hranu h. Nech Lx je ten lineárny faktor grafu Gl9 ktorý obsahuje 
hranu h. Ak v Lx nahradíme hranu h hranou h', dostaneme tak istý lineárny 
faktor L\ grafu Gl9 ktorý je tiež lineárnym faktorom v G0 (přitom L\ obsahuje 
hranu lť). Hrana h' je teda hranou aspoň jednoho lineárneho faktora grafu G0J 

preto ak v cestě (\ nahradíme hranu h hranou h', dostaneme tak cestu C\, 
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ktorá spojuje uzly tr, t\ celá patř í do 0{) a každá jej hrana je hranou aspoň 
jednoho lineárneho ťaktora v G{)\ cize je uíJr v grafe 0{). Preto ak uzly u. r sú 
v grafe 0{) spojené hranou, ])latí U(]t) — U,]x. 

(4) Neeh 0{) je nasýtený graf, t. j . v 0{) neexistujti t aké dva uzly nespojené 
hranou, k toré by boli v reláeii A. Teda ak dva uzly tr. f v 0{) nie sú spojené 
hranou, potom v grafe G() existuje ^-cesta vzhFadom na L{), ktorá spojuji1 

uzly tr, t. T á t o cesta je však r.-cestou vzhFadom na L{) aj v grafe 0L. Preto ne-
možu v grafe 0L ex i s tovat také dva uzly, ktoré by neboli spojené hranou 
a napriek tomu by boli v reláeii A; cize (\ je nasýtený grať. Tým je dokaž 
vety vykonaný. 

Veta 15. Lubo volný nusýtenff graf je sú visty. 
D o k a ž . Neeh 0 je nasýtený grať. Predpokladajme oproti tvrdeniu vety, 

že O má aspoň dve k o m p o n e n t y a neeh uzly N, r patria do roznych kom])oneiit 
grafu (}. Neeh L je íubovoiiiý l ineárny faktor v O. V grafe O neexistuje cesta 
spojůjtica uzly H, v a teda neexistuje v O ani --cesta vzhladom na L, ktorá 
by spojovala uzly u, r. J e t e d a uAr a pretože u, r nie sú spojené hranou (patria 
do roznych k o m p o n e n t ) , plat í n u t n é : O nie je nasý tený grať. To je spor s pred-
pokladom. 

Veta 1(>. Xech O je luborolný nusýtenff gruj. v ktoront existuje aspoň jud na 
taká hrana I\ , ktorá spojuje uzly uA , i\ putriacc do roznych iried rozklad'f 
Uf;^ [U^ U2, ..., U;}'; ux e Ut;. Vl G l/j: i 4- /. Plutí: 

(/) hrana hA nepatří do ziaelneho lineárneho faktoru grafu O. 
(2) bud každý uzol z Ui je r grafe O spojený nujmenej jednou hranou 

s uzlom t\, ulebo každý uzol z ř/- je v grafe (} spojený /lujmeucj jednou hranou 
•v uzlom ux. 

D o k a ž . H r a n a h. nemóže ]>atriť do ž iadneho l ineárneho ťaktora grať i O. 
lebo ináč by ])latilo ulÍJvl a uzly uí, t\ by patři l i do tej istej t r i e d y rozkladu 
€ U(] — spor s p redpok ladom. 

Neeh L je [ l ibovolný l ineárny faktor v grafe O. O z n a č m e z n a k o m u2 (res]). r2) 
ten uzol z O, k t o r ý je h r a n o u z L spojený s uzlom u} (res]). t\). Ke by v O exis
tova la h r a n a h2 s])ojujúca uzly u2, r2, ])otom by h r a n a h2 spolu s h r a n o u //. 
a s h r a n a m i z L spojujúcimi uzly uv, u2\ t\ , v2 a s uzdami ul, t\ , u2. r2 tvoři la 
* -kružnicu v z h l a d o m n a L; cize h r a n a hx by p a t ř i l a do j á d r a O a exis toval by 
l ineárny faktor v grafe G, k t o r ý obsahuje h r a n u hY. To je spor s t ý m , čo sme 
o h r a n é hx dokázal i vyššie. T e d y v O neexistuje h r a n a spojujúca uzly u2, r2. 

P r e d p o k l a d a j m e oprot i t v r d e n i u vety, že ani uzly ux, r2 ani uzly u2, t\ nie 
sú spojené h r a n o u v grafe O. P o t o m však nemóže byť (pozři deíiníciu nasý-
t e n é h o grafu) ani u1Av2 ani u2;li\\ t e d a existuje cesta (\2 (res]>. < f

2.ib k t o r á je 
--cestou vzhFadom na L a spojuje uzly ul, r2 (resp. uzly u2, t\). Podlá v e t y l -
exi tu je ])otom v grafe O aj cesta (\A spojujúca uzly aí, t\ aj cesta (1

22 spoju
júca uzly u2, r2, k t o r á je -.-cestou vzhFadom na L. H r a n a h^ spolu s -,-cestou (\ , 
tvoř í 'v-kružnicu v z h l a d o m na L — s])or s p r e k l a d o m , lebo h1 na])atr í do 
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jádru G. Předpoklad, že neexistuje v Cf ani h r a n a spojujúca uzly ux, v2, ani 
hrana spojujúca uzly u2, t\, viedol ku sporu. Preto buď existuje v G len h r a n a 
spojujúca uzly ux, v2 (prvý př ípad) , alebo existuje v G len h r a n a spojujúca 
uzly !/._>, i\ (druhý p ř í p a d ) . Tře t í př ípad, t . j . , že existujú v G obe t ie to h r a n y , 
nie je možný, lebo ])otom by t ie to h r a n y spolu s h r a n a m i z L, k t o r é spojuj ú 
uzly ux, u2: rí, r2 tvořil i *» -kružniou v z h í a d o m n a L, co vedie ku s])oru s pred-
pokladom, že uzly ux, i\ p a t r i a do róznych t r ied rozk ladu U(]. Rozoberme 
prvý p ř í p a d : v G existuje h r a n a hx spojujúca uzly ux, t\ a existuje tiež h r a n a 
spojujúca uzly MX , v2. Ak t r i c d a U• •£ U/; obsahuje len uzly v±, v2 (t. j . ak h r ana 

spojujúca uzly t\ , v2 p a t ř í do každého l ineárneho fak tora v G), srně s dókazom 
hotoví . Predpokiada jme, že t r ieda Lr

; obsahuje okrem uzlov vl, v2 este dalšie 
uzly. P o t o m h r a n a g spojujúca uzly i\ , v2 je h r a n o u j á d r a G a pre tože je EvlH,, 
HiAv.,. platí (podlá vety 10) vxAul pře 1'ubovolný uzol vx £ U-r Z toho ihned' 

vyp lývá --- pretože G je n a s ý t e n ý graf — že každý uzol z Uj je spojený aspoň 
jednou hranou s uzlom ulm U p l n e r o v n a k o u ú v a h o u zist íme, že v d r u h o m p n -
pade je každý uzol z UL spojený aspoň jednou h r a n o u s uz lom vx. 

Teda ak uzol ux \= Ui je spojený h r a n o u s uzlom i\ 6 U„- (i 4= j \ UL, U -} (E l/H) 
v nasýtenom grafe G, p o t o m b u d k a ž d ý uzol z Ui je spojený aspoň jednou 
hranou s uzlom vx, a lebo k a ž d ý uzol z U- je spojený aspoň jednou h r a n o u 
s uzlom ux. Dókaz v e t y je v y k o n a n ý . 

Veta 17. Nech G je nasýtený graf a nech Ua je lubovolná trieda rozkladu U%. 
Ak trieda Ult obsahuje viac nez jeden uzol, potom lubovolný uzol z Ua je spojený 
aspoh jednou hranou s lubovolným iným uzlom z Ua a lubovolná hrana z G spojů-
júca dva uzly u Ua nepatří do žiadneho lineárneho faktora grafu G. 

D ó k a z . Nech u, v sú [ l ibovolné d v a rózne uzly z Ua. J e t e d a uAv a pretože G 
je n a s ý t e n ý graf (pozři definíciu n a s ý t e n é h o grafu), uzol u je v grafe G spo
jený aspoň jednou h r a n o u (označme ju h) s uzlom v. K e b y is tý l ineárny faktor L 
obsahoval h r a n u h, p o t o m cesta u, h, v b y bola r-cestou v z h í a d o m na L a ne
platilo by uAv — spor s p r e d p o k l a d o m . P r e t o h n e p a t ř í do ž iadneho l ineárneho 
faktora. grafu G, co bolo t ř e b a d o k á z a t . 

Vela, 1S. Nech G je lubovolný nasýtený graf, U•, £/•, nech sú také dve razíte 

triedy rozkladu U\), ze istý uzol u z Ui je spojený aspoň jeelnou hranou s každým 
uzlom z U; a nech V0 je tá trieda rozkladu U* , ktorá obsahuje uzol u. Potom, platí: 
lid)oro!'ný uzol z V0 je spojený v G aspoň jednou hranou s lubovolným uzlom 
friedy bj. Ak v je lubovolný uzol z Ui nepeitriaci do V0, potom uzol v nie je 
v grafe G spojený hranou so žiadnym uzlom z L\. 

D ó k a z . Nech L je l u b o v o l n ý l ineárny faktor grafu G. P o d l á definície roz
kladu Uj) je V0 C Ui. Nech V0 obsahuje o k r e m uzla u ešte aspoň jeden uzol u'. 
P r e d p o k i a d a j m e oprot i t v r d e n i u v e t y , že uzol u' nie je spojený h r a n o u 
s istým uzlom t 6 U-r P r e t o ž e G je p o d l á p ř e d p o k l a d u n a s ý t e n ý graf, existuje 
v G cesta (\ = tt\, hl2, w2, . . . , A 2 t _ 1 2 , , w2l spojujúca uzol tt\ = u' s uzlom 
u\>, ---- t (tvx z (\ sú uzly, h r l z C\ sú h r a n y , h r a n a hrr, x spojuje uzly wx -\-- wr. J , 
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ktorá je ^-cestou vzhfadom na L. Hrana hl2 patří teda do L a uzol u\2 <~ ( \ 
patří zrejme do U{. Je w2 + u (ináč by neplatilo uAiť = u\) a hrana hl2 ne-
móže byť hranou každého lineárneho faktora v G, lebo v opaénom případe by 
do triedy U{ patřili len dva uzly u' = ivx a w2 — s])or s ])redpokladom. že 
u patří do U{. Preto hrana hí2 patří do jádra G. Podlá vety 10 platí uAux 

pre všetky uzly ux € U{ — to je spor, lebo uzol u nie je v relácii A s tým 
uzlom z Ui7 s ktorým ho spojuje hrana z L. Předpoklad, že [libovolný uzol 
u' £ V0 nie je spojený hranou s istým uzlom t € Uj9 viedol ku sporu. Preto 
[libovolný uzol z V0 je spojený aspoň jednou hranou s [libovolným uzlom 
z U,. 

Nech v je íubovolný uzol z Ui nepatriaci do V0. Uzol v nie je v relácii A 
s uzlom ii; existuje preto v G cesta C\ = i\, gí2, v2,. . ., g2m l:2/n, v2nl spojujúea 
uzol u = vx s uzlom v = v2m, ktorá je x-cestou vzhladom na L (hrana gx x l € F 
spojuje uzly ^ =̂  ^ j ^ C ) . Predpokladajme oproti tvrdeniu vety, že uzol v 
je spojený hranou s istým uzlom t 6 Í7-. Nech i' je ten uzol z Uy, ktorý je 
spojený hranou h' € L s uzlom L Hrana h' nemóže patřiť do cesty C, pretože 
potom by buď uzol t, alebo uzol ť bol spojený istou a-cestou vzhladom na L 
(čiastočnou to cestou cesty C) s uzlom u a to nie je možné, lebo uzly f ť sú 
spojené hranou s uzlom u a táto hrana spolu s uvedenou cestou by tvořila 
\-kružnicu v G — spor s predpokladom, že uzly u, t (resp. uzly u, ť) patria 
do róznych tried rozkladu U\]. Teda hrana h' nepatří do (\ Cesta (' spolu 
s hranou spojujúcou uzly v, t a s hranou h' (spojujúcou uzly7 t, ť) tvoří \-cestu  
vzhladom na L, ktorá spojuje uzly u, ť; čiže hrana spojujúea uzly u. ť pati'í 
do jádra G. To je spor, pretože podTa vety 17 uzly u, ť sú s])ojené hranou, 
ktorá nepatří do žiadneho lineárneho faktora grafu G. Předpoklad existeneie 
hrany spojujúcej uzol z Ut—Vn s uzlom z U- viedol ku sporu. Preto ne
existuje v G hrana spojujúea takéto dva uzly, čo bolo třeba dokázat'. 

Veta 19. Nech G je lubovolný nenasýtený graf, v ktorom existuje lineámy 
faktor, potom existuje taký nasýtený graf G', o ktorom platí: 

(1) G' obsahuje všetky uzly a len uzly z G\; 
(2) G' obsahuje všetky hrany z G a lubovolná hro na z G' nepatriaca do (i 

nepatří do žiadneho lineárneho faktora grafu G'; 

(í) jeG' = (\; 

(4) je G' = G. 
I) o k a z. Pretože G nie je nasýtený graf, existujú v G také uzly ul ~ i\ . 

ktoré sú v relácii A a nie sú v grafe G spojené hranou. Ak přidáme ku grafu 
G{) = G hranu hx spojujúcu uzly ult i\ , vznikne tak graf Gl9 ktorý — okrem 
toho, že nemusí byť ešte nasýtený — má všetky vlastnosti, ktoré požadujeme 
od grafu G'. Ak by graf G1 bol nasýtený, položme Gx — (V a sme s dókazom 
hotoví. V opačnom případe možno přidáním istej hrany ku grafu (\ vytvořit 
graf G2, ďalej graf (73 atď. a vytvořit tak postupnost' graf o v G(), Gx, . . ., G . 
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o ktore j p la t í : [ l ibovolný člen p o s t u p n o s t i Gt (i — 1,2, . . ., p) obsahuje v še tky 
uzly grafu G{) (graf G0 je podgra fom grafu Gt) a l u b o v o l n á h r a n a z Gi n e p a t r i a c a 

/'v ,'' o o 

do G{) n e p a t ř í do ž iadneho l ineárného faktora grafu G{; je Gť = 6r0 a je G{ = G{) 

a o počte jtí t ý c h dvojíc uzlov, k t o r é sú v grafe G{ v relácii A a nie sú v grafe Gt 

spojené h r a n o u p l a t í : TT0 > ^ > . . . > np. Pre tože číslo n() je k o n e č n é , musí 
pre istv graf Gp p l a t i t np = 0, čiže graf Gp je n a s ý t e n ý . N a s ý t e n ý grať G' = G 
existuje a m á vše tky p o ž a d o v a n é v las tnos t i . 

Veta 20. Nech G je lubovolný nasýtený graf, L lubovolný jeho lineárny faktor 
a nech u 4= v sú lubovolné také dva jeho uzly, ktoré nie sú v relácii A. V grafe G 
existuje cesta Gr, ktorá (1) spojuje uzly u, vx: (2) je a-cestou vzhladom na L\ 
(o) obsahuje najviac dve také hrany, ktoré spojujíc uzly z roznych tried rozkladu Ujj. 

D o k a ž . Pretože p o d l á p ř e d p o k l a d u uzly u, v n ie sú v relácii A, existuje 
v grafe G aspoň j e d n a cesta C = wx, h12,w2, . . . , h2x_12l, iv2í = v (wx =- u), 
k t o r á m á v las tnos t i (1) a (2). J e zře jmé, že uzly iv2x_x, w2x cesty G, s k t o r ý m i je 
i n c i d e n t n á h r a n a h2r_12. (pa t r iaca do L) sú v relácii Q a t e d a p a t r i a d o tej 
istej triedy rozk ladu U\\. K e b y cesta C o b s a h o v a l a na jv iac d v e t a k é h r a n y , 
k toré spojůjú uzly z r o z n y c h t r i e d rozkladu U\], n e t ř e b a nič už d o k a z o v a t 
( Í e (1 = (>)- N e e h A 2 t l . 2 x i + i , A 2 a 2 ) 2 i 2 l l , . . ., / / ^ ^ ^ ( k d e ^ < a2 < , . . . , < <KP) 
sú v še tky t ie h r a n y cesty G, k t o r é spojů jú d v a uzly p a t r i a c e do roznych t r ied 
rozkladu U() a nech p > 2. 

O z n a č m e z n a k o m Ut t ú t r i e d u uzlov z Ul
(\, do k t o r e j p a t r i a uzly w. 2 *i-x : - ' 

u\lt..2, . . ., w2x. (i = \, 2, . . . , p -f- l ; k lad ieme (x() = 0; a-p.n = n). P o z n a m e 
ná jme, že tej istej t r i ede z U-/; móže p ř i p a d n e pr i t o m t o označení p a t ř i t aj 
viac označení . Uzly w2x., w 2 l i + p a t r i a v šak do r o z n y c h t r i e d rozk ladu U% a je 
t e d a L\ | U2 4 1 , • • •, 4= Up+1. Pretože'.uzly w2t., w2t.vl sú spojené h r a n o u a G je 
n a s ý t e n ý graf, p l a t í (pozři v e t u 1(5): b u ď l u b o v o l n ý uzol z Ui je spojený aspoň 
jednou h r a n o u s uz lom w2 x, a lebo l u b o v o l n ý uzol z Ur.x je spojený aspoň 
jednou h r a n o u s uz lom w2x.. 

Rozoberme n a j p r v t i e t o p ř í p a d y : 
P ř í p a d (A): uzol w2li je spojený h r a n o u s k a ž d ý m uz lom z U2 a uzol w2t> 1 

je spojený h r a n o u s k a ž d ý m uz lom z U2. T v r d í m : vG exis tuje h r a n a h2x 2Xt . , , 
k t o r á spojuje uzol w2xx s uz lom w2tít r l . D ó k a z : k e b y t a k á t o h r a n a neexis tovala, 
z n a m e n a l o by t o (pretože G je n a s ý t e n ý graf), že existuje v G cesta C spoju-
júca uzly w2ll, w2t, <. 1 ? k t o r á je v:-cestou v z h l a d o m na L. P r e d p o k l a d a j m e , že C 
obsahuje h r a n u h2txV12xx+2. P o t o m však podgraf C grafu G pozostáva júci 
z prvkov cesty C, h r a n y h2xx 2 t l 2 a z h r a n y h2ax2xx{2 (spojujúcej uzol w2tx 

s uzlom w 2 i l í 2 £ ř72; t a k á t o h r a n a v G zre jme existuje) obsahuje ac-kružnicu 
v rzhl'adom n a L, k t o r á b u ď obsahuje h r a n u A2n,20.1+1 > alebo obsahuje h r a n u 
^2t,,2a, 2- f ° n i e j e niožné, lebo uzly w2atl {x, w2iXxV2 p a t r i a do ř72 a uzol H72ctl do L\ 
a nemóžu byť p r e t o uzlami te j istej ^-kružnice. P r e t o cesta C neobsahuje 
h r a n u h 2 t t i ; 1 > 2 . i l + 2 - P o t o m však cesta C spolu s h r a n a m i h2flx2XxV1, h2ax+12xX>2 
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a s hranou spojujúcou uzol n\2l.r2 s uzlom tr.u> l tvoř í --knižnicu vzhladom 
na L. Opáť s])or, lebo uzly H\2/], H\2U] n nie sii v relácii ÍJ. I )red])oklad, že ne
existuje v G h r a n a h2{tu2u.n, vedie vždy ku sporu . H r a n a s])ojujúca uzly !/-._,, . 
•H\) . íirafe G existuje . 

Z d o k á z a n é h o t v r d e n i a vyplývá i h n e d t e n t o dos ledok: ak p - 2. potom 
v ])rípade (A) existuje v (} t a k á r-eesta v z h l a d o m na L (označme ju C). k tora 
spojuje uzol H -~ H\ s uzlom r -— ir2/, v ktore j poěet hrán. spojujúeieh uzly 
z róznych tr ied rozkladu U'() rovná sa p -- 1. Vestu (1 s p o ž a d o v a n ý m i v l a s t 
nosťami možno tiež nájsť t a k t o : t u casť cesty (1. k t o r á obsahuje prvky Icžiace 
medzi uhlom w2a a uzlom ir2,t> 1 ? n a h r a d í m e jedinou hranou Ii2a, 2 í . n . 

Případ (B): uzol n\2l] je spojený l iranou s k a ž d ý m uzlom z U2 a uzol n'2!, je 
spojený h r a n o u s každým uzlom z U%. T v r d í m : v uráte G existuje lir;!na 

,, spojujúca, uzly w{ 
Dokaž: kebv neexis tovala v G h n m a 

^2t,,2a. i? z n a m e n a l o by t o , že existuje v G t a k á v-cesta (označme ju ("). kt< ra 
spojuje uzly 'ir2il, ir2u,n. Vesta (" nemóže o b s a h o v a t žiadnu z hrán h 2 t i ._>,, . . 
^2a. 1.2.x, 2 Jhu.2u, \ i (pozři dókaz t v r d e n i a v prí])ade (A)) a preto cesta V' spolu 
s u v e d e n ý m i h r a n a m i tvoř í v-kružnicu v z h l a d o m na L obsahujúeu uzly z M"A-
nych tr ied rozkladu l\) spor. Preto h r a n a h2U{ 2í, l existuje a v p ř ípade (B) 
možno cestu C o b d o b n ý m sposobom ako v př ípade (A) skráťiť na ^-cesiu 
v z h l a d o m na L spojujúcu uzly ti, r, k t o r á obsahuje iba p 1 hrán spojujúeieh 
uzly z róznych tried rozkladu U(). 

Závěr : v p ř í p a d e , že je p 2 a uzol n\2a, je spojený hranou s k a ž d ý m uzlom 
z U2, d á sa cesta (• skrát iť t a k , že vzn ikne v -eesta v z h l a d o m na L spojů uiea 
uzly u, r, k t o r á obsahuje už len p 1 hvhin spojujúeieh uzly z róznych t-Vd 
rozkladu U(). Z predošlého vyplývá tiež t o t o : ak uzol ir2a je spojený hranou 
s k a ž d ý m uzlom z U:] a je p - 2, p o t o m existuje v G h r a n a ha>r>a,-\ spojujúca 
uzol w2,ít s uz lom n\2a^n\ éiže: r-cestu G možno skrát iť t ý m . že úsek ťejto 
cesty od uzla ir2L, do uzla le>(íiii n a h r a d í m e jedinou hranou /lo,.2i ; i- T a k t o 
s k r á t e n á cesta má o jednu h r a n u spojujúcu uzly z róznych tr ied rozkladu l V 
menej než cesta C'. Dalšie dós ledky: ak je p ;; 2, p o t o m --cestu C možno 
skrát iť n a v-cestu v z h l a d o m na L spojujúcu uzly H, r a obsahujúeu len p 1 
hrán spojujúeieh uzly z róznych t r ied rozkladu U() aj v t e d y . k e d uzol /l\,t , 
je sj)ojený hranou s k a ž d ý m uzlom z LV, resp. aj v tedy, k e d uzol t/\2u , jo 
spojený h r a n o u s k a ž d ý m uzlom z U2 (k t o m u t o závěru s n a d n o dójdenn*. ked 
uzly cesty (1 označíme z n a k o m H\, n\2, . . ., tr2i v obráťenom poradí : n\2 ,r. 

H\ --- r). T e d a ak ]) > 2, s k r á t e n á v-cesta spojujúca uzly n, r existuje aj v t e d y . 
k e d uzol ir2lt je spojený liranou s k a ž d ý m uzlom u U:i aj v tedy, k e d uzol n\,u, . 
je spojený hranou s k a ž d ý m uzlom z U2. Fretože vsak 'podlá v e t y 1 <> bud 
uzol ir2i> je spojený h r a n o u s k a ž d ý m uzlom z U,, a lebo uzol lr2t> t je spojeny 
hranou s k a ž d ý m uzlom z U2, z n a m e n á t o , že ak p > 2, potom cesta (' dá 
sa vždy skrát iť . P o s t u p n ý m s k r a c o v a n í m cesty (1 možno dorieliť t o . že Via 
v-eesta v z h l a d o m na JJ (označme ju (\) spojujúca uzly H, r bude obsahovat" 
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najviac dve t a k é h r a n y , k t o r é spojů jú uzly z roznych t r ied rozkladu UL
(). Cesta 

(\ s požadovanými v las tnosťami existuje, co dokazuje v e t u . 
Veta 21. Xech G je lubovolný nasýtený graf, L liduwolný jeho Jineárny faktor 

a nrvh u ! r sú luborolné také dra jeho uzly, ktoré sú v relácii Q a nic sú v re
laci i A. Potom r G existuje taká x-cesta r žhla doni na L spojujúca uzly u, v, 
ktorrj rJetky uzly ptdria do lej istej I Hady rozkladu U(). 

D o k a ž . Protože uzly u, v nie sú v relácii /l, existuje v G v-cesta vzliladorn 
na L spojujúca t ie to d v a uzly. P o d l á vety 20 existuje v G aj t a k á r-eesta C. 
(vzlďadom na L), v k tore j najviac dve h r a n y spojů jú uzly z roznych triod 
rozkladu U,). P o t o m vsak buď v š e t k y uzly cesty C p a t r i a do te j istej t r i e d y Ui 

rozkladu U{) a n e t ř e b a nic d o k a z o v a t , alebo cesta C o k r e m uzlov t r iedy Uf 

(do ktorej patr ia uzly u, v) obsahuje už len uzly z istej t r i e d y U'• £ U() (U; | / / , ) . 

lebo ináě by cesta C obsahova la viac než dve h r a n y spojujňce d v a uzly z roz
nych triod (po cesto (1 vy jdeme z uzla u £ Ut a do uzla v £ U{ sa napokon 

po cesto C musíme v rát iť) . Neeh C ----- u\ , h12, w2, . . . , h2ií.12i, w2, je t a k á t o 
--cesta, kde u ~ u\\ w2l = v a neoh do t r iedy Uj p a t r i a uzly w2^.n, H'2tj 2 , 
• • • - /ri>t> i, tr2i (*'i / ^2)- O s t a t n ě uzly z C p a t r i a do t r i e d y Uf. H r a n y h2(t] 2U] l ? 

/ / ' , 2 t , n z (1 spojů jú d v a uzly z roznych triod rozk ladu U(). Podlá ve ty l (i 
buď uzol u2,x je spojený h r a n o u s k a ž d ý m uzlom z U}, a lebo uzol H'2<x. H j° 
spojený lupinou s k a ž d ý m uz lom z Ui7 ďalej: buď uzol u\2i, je spojený hranou 
s každým uzlom z UL, ďalej: b u ď uzol w2;> je spojený h r a n o u s k a ž d ý m uzlom 
z /Z,-, alebo uzol u\la>_n je spojený hranou s k a ž d ý m uz lom z U-. 

Ak by uzol !!\2Xi bol spojený h r a n o u s k a ž d ý m uzlom z U• (resp. ak by uzol 
u\2ítn bol spojený h r a n o u s k a ž d ý m uzlom z U;), p o t o m (pozři dókaz ve ty 20) 
by exis tovala v G h r a n a h2au2t>n í iepatr iaca do L spojujúca uzol w2u s uzlom 
f/2,, j . Po n a h r a d e n i ])rvkov cesty C od uzla v/;2!Xl po uzol u\2t> n t o u t o h r a n o u 
vznikla by z cesty (1 cesta (1, k t o r á by spojovala uzly u, v, bola by ~ -cestou 
vzlďadom na L a obsahova la by len uzly z U(-, čiže cesta C by bola h í a d a n o u 
cestou. 

Predpoklada jme, že ani uzol w2(í] ani uzol w2u>+1 nie je spojený h r a n o u s kaž
d ý m uzlom z Uj. P o t o m však p o d l á v e t y 16 uzol w2ai]1 a tiež uzol iv2t> je 
s |)ojený s každým uzlom z U-. O z n a č m e znakoni Cn t ú easť cesty C, k t o r á 
spojuje uzol w2iti L s uzlom w2a,. Cesta (\ je v-cestou v z h l a d o m n a L. H r a n a hx 2, 
ďalej h r a n a spojujúca uzol wx = u s uzlom w2ai spolu s cestou Cx a hranou 
spojujiieou uzly w.lax+l, w2 spolu s př í s lušnými uz lami t v o r i a r-kružnicu vzlďa
dom na L, k t o r á obsahuje uzly aj z t r i e d y Ui aj z t r i e d y U.-r To nie je možné. 
Předpoklad, že ani uzol w2ai ani uzol w2ani nie je spojený h r a n o u s k a ž d ý m 
uzlom z Uj, vedie ku sporu. loreto p o d l á predošlého existuje cesta C spojujúca 
uzly u, v, k t o r á je r-cestou v z h í a d o m na L a v š e t k y jej uzly p a t r i a do tej 
istej t r iedy rozkladu U(\, čo bolo t ř e b a d o k á z a t . 

Vela 22. Xech G je lubovolný nasýtený graf a nech U\) = {U±, U2, . . ., Uu J. 
Označme znakom Gt (i = 1, 2, . . . . . n) pod graf grafu G, ktorý pozostáva zo 
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všetkých uzlor triedy U{, neobsahuje už žiadne iné uzly a obsahuje tie hrany 
a len tie hrany z G, ktoré spojujú dva uzly z Ut. Pre luboeolné i G [l, 2 n\ 
platí: Graf (7t- je nasýtený graf a lubovolné dva jeho uzly sú r relaci i 12, t. i. 
ui= {ff}. 

D ó k a z . Predpokladajme naopak, že Gt nie je nasýtený; t. j . , že existujú 
v Gt také dva uzly u ^ v, ktoré nie sú spojené žiadnou hranou v G, a v G, 
platí uAv. Nech L je [libovolný lineárny faktor grafu G a nech Lt je podgraf 
lineárneho faktora L })atriaci do G{. Podgraf L. je zrejme lineárnym faktorom 
grafu Gi9 lebo každý uzol z 6rt je incidentný právě s jednou hranou z L a takáto 
hrana spojuje dva uzly z U{. Pretože podlá předpokladu je uAv v grafe Gi% 

neexistuje v Gt taká tx-cesta vzhladom na Li, ktorá by spojovala uzly u, r. 
Potom však neexistuje ani v grafe G cesta spojůjúca uzly u, v, ktorá by bola 
,x-cestou vzhladom na L a obsahovala by len uzly z Ui. To je spor s větou 21. 
Je teda graf Gt nasýtený. Druhé tvrdenie vyplývá hněď odtiaT, že každé dva 
uzly z U{ sú v relácii Q aj v grafe Gi. 

Z právě dokázanéj vety ihned vyplývá táto veta. 
Veta 23, Nech G je lubovolný nasýtený graf a nech G je graf, ktorý vznikne 

z grafu G, ak v norn zrušíme všetky hrany a len tie hrany, ktoré spojujú uzly 
z roznych tried rozkladu UL

(). Potom o grafe G platí: (1) luborolná komponenta 
grafu G je nasýtený graf; (2) je Ujf = UQ] (3) lubovolný lineárny faktor grafu G 
je tiež lineárny m faktorom grafu G a naopak. 

D ó k a z je zřejmý z vety 22. 
Vety 22 a 23 majú tento zaujímavý dósledok: [libovolný graf G s lineárnym 

faktorom, ktorý nie je nasýtený, možno přidáním hrán spojujúcich uzly 
z roznych tried rozkladu U^ = [Ulf U2, . . ., 17,.} doplnit na nasýtený graf 
(tak, že sa nezmění množina hrán grafu, ktoré sa vyskytujú v aspoň jednom 
lineárnom faktore grafu) len vtedy, keď lubovolný z jeho podgrafov G{ (graf Gt 

pozostáva z uzlov množiny Ut a z tých hrán grafu (7, ktoré spojujú dva uzly 
z U() je nasýteným grafom. Teda nasýtené grafy Gt, v ktorých lubovolné 
dva uzly sú v relácii Q, sú teda v horeuvedenom smysle akýmisi základnými 
podgrafmi takých nasýtených grafov, v ktorých rozklad U\] obsahuje viac 
ako jednu triedu. Ak teda chceme daný graf G, v ktorom existuje lineárny 
faktor, nasytíť tým, že přidáme k němu hrany, ktoré sa však nebudu vyskyto
vat v žiadnom lineárnom faktore nasýteného grafu (a množina tých hrán 
nasýteného grafu, ktoré sa vyskytuji! aspoň v jednom lineárnom faktore 
nasýteného grafu, ak má byť tá istá ako v grafe G), nevystačíme vždy len 
s přidáváním hrán, ktoré spojujú uzly z roznych tried rozkladu U\]. Takéto 
dopíňanie podlá viet 22 a 23 třeba rozdeliť na dve úlohy: doplniť grafy Gt na 
nasýtené grafy a potom spájať novými hranami uzly patriace do roznych 
tried rozkladu U\\. 

O tom, aké sú možnosti pospájať hranami (nepatriacimi do žiadneho lineár
neho faktora) jednotlivé nasýtené grafy G; (v ktorých U\]t = {U;}), aby tak 
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vznikol nasýtený graf G, v ktorom je Ujj = {Ul5 U2, . . ., Uit}, hovoria ná
sleduj úce vety. Až po zvládnutí tejto problematiky získáme oprávnenie zúžit 
svoju pozornost na vlastnosti a konštrukciu nasýtených grafov, v ktorých 
[iibovoiné dva uzly sú v relácii Q. 

Veta 24. Nech G je lubovolný graf s komponentami G', G" a nech Jcompo-
nenfy G', G" sú nasýtené grafy. NecJi M' je lubovolná taká neprázdná podmnožina 
množiny uzlov komponenty G', ktorá má tieto vlastnosti: (1) bud M' obsahuje 
jediný uzol, alebo lubovolné dva uzly z M' sú v grafe G' v relácii A\ (2) lubovolný 
uzol z G' nepatriaci do M' nie je v relácii A aspoň s jedným uzlom z M'. Utvořme 
z grafu G graf G{) takto: v grafe G spojíme aspoň jednou hranou každý uzol z M' 
s každým uzlom z G". 

Platí: 
(a) G{) je nasýtený graf; 
(b) graf G{) má to isté jádro ako graf G; 

(<•) Ul = Ujj: 
(d) lubovolná Jirana z G{) nepatriaca do G nepatří do ziadneho lineárneho 

faktora v G0, t. j . [ubovo[ná hrana h z G{) patří aspoň do jednoho lineárneho 
faktora grafu G0 právě vtedy, ak h patří do G a ak h je hranou aspoň jednoho 
lineárneho faktora grafu G. 

I) ok a z. Nech L je lubovolný lineárny faktor grafu G, potom L je zrejme 
ťiež lineárnym faktorom grafu G0. 

Ak uzly u 4= v nespojené v G0 hranou sú oba zG', alebo sú oba zG", potom — 
pretože aj G' aj G" je nasýtený graf a oba tieto grafy sú podgrafmi grafu G{) —• 
existuje v G{) cesta spojujúca uzly u, v, ktorá je ^.-cestou vzhladom na L. 
Preto ak neplatí uAv v grafe G, neplatí uAv ani v G0. Nech u€G' v 6 G" sú 
Fubovolné dva uzly, ktoré nie sú spojené v grafe G0 žiadnou hranou. Uzol u 
nepatří do M' (ináč by uzly u, v boli spojené hranou v G0 — spor). Podlá 
definície množiny M' existuje v grafe G' taká ^-cesta vzhladom na L (označme 
ju (•'), ktorá spojuje uzol u s istým uzlom u' € M'. Nech v' je ten uzol z G", 
ktorý je v grafe G" spojený hranou h" z L s uzlom v. Uzol u' je v grafe G0 

spojený istou hranou g s uzlom v' € G" a hrana g nepatří do L (lebo g nepatří 
ani do G). Cesta C0 v grafe G0 pozostávajúca z cesty C a okrem toho už len 
z hrán g, h" a uzlov v', v je ^-cestou vzhladom na L, ktorá spojuje uzly u, v. 
Lubovolné dva uzly nespojené v G{) hranou sú spojené ^-cestou vzhladom 
na L. Preto G0 je nasýtený graf. 

Lubovolná hrana jádra G je tiež hranou jádra G0. Dokažme, že aj lubovolná 
. \ X\ 

hrana z G0 patří do G. Predpokladajme naopak, že v grafe G0 existuje ^-kružnica 
vzhladom na L (označme ju K), ktorá obsahuje aspoň jednu hranu nepatriacu 
do G. Kružnica K musí obsahovat také hrany (a to parny počet takých hrán) 
ktoré spojujú uzol z G' s uzlom z G" — v opačnom případe by K bola N,-kruž-
nicou vzhladom na L aj v grafe G a patřila by celá do G — spor. V kružnici K 
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musia preto existovat také dve lirany nepatriace do G (a teda nepatriace 
do L), že všetky medzi nimi ležiace uzly v kružnici K (pri istom smysle po
stupu po prvkoch kružnice) patria do G' a celý úsek kružnice K ležiaci medzi 
týmito liranami je /%-cestou vzhladom na L, ktorá spojuje dva uzly z G'. 
Tieto dva uzly — pretože sú incidentné v G{) s hranami nepatria cimi do G 
patria do M'. Cize: dva uzly z M' sú spojené ,x-cestou vzhladom na L, ktorá 
celá patří do G. To je spor s predpokladom, že rubovolné dva uzly z M' sú 
v relácii A v grafe G. Preto neexistuje v G0 taká v-kružnica vzhladom na L, 
ktorá by obsahovala hranu nepatriacu do G a platí G{) = G. 

Hrany z G{) nepatriace do G (t. j . hrany spojujúce uzol z M' s uzlom z G") 
nepatria do žiadnelio lineárneho faktora v G(). Tieto hrany nepatria totiž do L 
a pretože podlá predošlého nepatria do G0, nemóže žiadna z nich patriť do 
žiadneho lineárneho faktora v G{}. Z toho ihned vyplývá, že o [libovolných 
dvocli uzloch u, v v grafe G0 platí uQv právě vtedy, ked platí uíJv v grafe G 
a íubovoTná hrana z G0 je hranou aspoň jednoho lineárneho faktora v G{) 

právě vtedy, ked je hranou aspoň jednoho lineárneho faktora v G. Dokaž 
vety je vykonaný. 

P o z n á m k a 4. Pri konštrukcii nasýteného grafu G{) z grafu G, ktorého 
komponenty G', G" boli nasýtenými grafmi, ukázala sa dóležitá taká pod-
množina M' množiny uzlov grafu G', ktorá má tieto dve vlastnosti: (1) buď M' 
obsahuje jediný uzol, alebo ak M' obsahuje viac uzlov, potom rubovolné 
dva uzly z M' sú v grafe G' v relácii A; (2) [libovolný uzol z G' nepatriaci do M' 
nie je v relácii A aspoň s jedným uzlom z M'. Natíska sa prirodzene otázka, 
či v lubovornom nasýtenom grafe G' existuje aspoň jedna množina M' s uve
denými vlastnosťami. Na tuto otázku možno odpovedať kladné. Ba možno 
dokonca požadovat, aby M' obsahovala istý pevné zvolený uzol u1 grafu G'. 
Množinu M' s uvedenými vlastnosťami, ktorá obsahuje uzol i^ €G', možno 
totiž nájsť takto: ak uzol u± nie je v relácii A so žiadnym iným uzlom z G'. 
stačí položit M' = {%}• Ak ur je v relácii A aspoň s jedným uzlom z G\ 
označme znakom u2 [libovolný takýto uzol. Ak už v G' neexistuje taký uzol. 
ktorý by bol v relácii A s oboma uzlami z {ux, u2}, stačí položit M' = {i^ . u2}. 
V opačnom případe označme znakom u3 rubovolný taký uzol z G', lvtorý je 
v relácii A s uzlami z{ux, u2}. Po konečnom počte takýchto krokov dostaneme 
istú množinu M' = {ux,u2, . . ., un} uzlov grafu G', o ktorej platí: [libovolné 
dva uzly z M' sú v grafe G' v relácii A a v G' neexistuje už žiadny taký uzol 
nepatriaci do M', ktorý by bol v grafe G' v relácii A s každým uzlom z M'. 
Množina M', ktorá má požadované vlastnosti, existuje preto v lubovofnom 
nasýtenom grafe. 

Veta 25. Nech G() je luhovolnxj nasýtený graf, v ktorom rozklad Í*L
(jn = {L\. 

U2, . . ., Um) má najmenej dve triedy (t. j . m > l). V grafe G{) existuje aspoh 
jedna taká množina hrán H0, ze po zrušení všetkých jej hrán vznikne z grafu G() 

graf G, o ktorom platí: 
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(1) O má prám dve komponenty G\ G" a každá z týchto komponent je nasý-
teným grafom, 

(2) lubovolná hrana z H0 spojuje v grafe Gi} uzol z G' s uzlom z G", 

(3) Uř, = ítn*; G = o,,; G = G0, 
(4) I!libovolný uzol z G" je v grafe G0 incidentný aspoň s jednou hranou z H0, 
(5) množina M' tých uzlov z G', ktoré sú v grafe G0 incidentné aspoň s jednou 

hranou z H0, má tieto vlastnosti: (a) bud M' obsahuje jediný uzol, alebo ak obsa
huje viac nez jeden uzol, potom lubovolné dva uzly z M' sú v grafe G' v relácii A; 
(b) ak w je lubovolný taký uzol z G', ktorý nepatří do M', potom v M' existuje 
aspoň jeden uzol, ktorý nie je v grafe G' v relácii A s uzlom w. 

I) o k a z . Označme znakom L lubovolný lineárny faktor grafu G0. Utvořme 

podlá grafu G0 orientovaný graf X takto: (1) graf X obsahuje uzly xx, x2, 
. . ., xm\ (2) uzly X; 41 Xj sú spojené hranou, a to jedinou hranou právě vtedy, 
ked v G{) existuje aspoň jedna hrana spojujúca uzol z Ui s uzlom z Uf, (3) lubo
volná hrana htj spojujúca uzly x(, x^ (ak taká hrana v X existuje) je orientovaná 
takto: ht• • směruje z uzla xL do uzla x-j právě vtedy (resp. směruje z uzla Xj do 
uzla x{ právě vtedy), ked každý uzol z Ut (resp. z Í7-) je v grafe G0 spojený 
hranou s každým uzlom istej triedy V} 6 U$o (resp. s každým uzlom z V{ 6 ř7*0), 
kde Vj je podmnožinou množiny ř7;. (resp. kde Vt C U{). Z vety 16 vieme, 
že ak v nasýtenom grafe G0 existuje hrana spojujúca uzol z Ut s uzlom z Uj, 

potom nastane právě jedna z uvedených možností; preto hrana htj v grafe X 
bud směruje z uzla xt do uzla Xj, alebo směruje z uzla Xj do uzla x(. Uvedeným 
f)red])isom je preto každému nasýtenému grafu G0 (ak m > 1) priradený právě 

—> 
jeden orientovaný graf X o m uzloch. 

1. Tvrdím: graf X neobsahuje žiadny cyklus. Dokažme to. Predpokladajme 
naopak, že v grafe X existuje istý cyklus K. Označme znakmi x-tx, x-h, . . ., 
x i r t . l = # ;. uzly cyklu K v poradí, v akom cez ne prechádzame obiehajúc po 
tomto cykle v smysle orientácie jeho hrán vychádzajúc z pevné zvoleného 
jeho uzla xit. Z přijatého předpokladu (pozři konstrukční grafu X) vyplývá, 
že v triede U-ly € U$0 existuje aspoň jeden taký uzol, ktorý je v grafe G0 spo
jený aspoň jednou hranou s každým uzlom z U^^ (y == 1,2, . . ., n; kladieme 
/„ ^ itl). Nech vy je lubovolný taký uzol z Uiy, ktorý je spojený v grafe G0 

s každým uzlom z Uiy^ a nech wy je ten uzol z Uiy, ktorý je v grafe G0 hranou 
patriacou do L spojený s uzlom vy. Utvořme postupnost P prvkov grafu G0 

takto: 

P = Vl , 9l,l , Wl ,Ql,2, V2 , g2,2 , W2 , í/2,3 , • • • , Vn , °n,n - Wn, 9n, n+1 > Vn+1 = Vl , 

kde gZtZ je hrana z L spojujúca uzly vz,wz a g2tS+1 je hrana z G0 nepatriaca 
do L, ktorá spojuje uzly wz, vz+1 z róznych tried rozkladu U%0 — pozři vetu 16. 
Prvky postupnosti P tvoria %-kružnicu vzhladom na L v grafe G0, ktorá obsa-
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huje uzly z viac než jednej triedy rozkladu č7(fo a to nie je možné. Předpoklad 
existencie cyklu K v grafe X viedol ku sporu. Graf A" nemóže obsahovat 
cyklus. 

I I . Tvrdím: v grafe X existuje aspoň jeden koncový uzol xk(k € {1,2 

m}), t. j . uzol, ktorý je konečným uzlom všetkých hrán z X s ním incidentných. 
Platnost tohto tvrdenia vyplývá priamo zo skutočnosti, že X neobsahuje 
cyklus. 

I I I . Tvrdím: nech x:. je lubovolný koncový uzol z X, ktorý je konečným 
uzlom každej hrany z X s ním incidentnej, potom každý uzol z rubovolnej 
triedy Uz € ř7(jo je v grafe G{) spojený hranou aspoň s jedným uzlom z U.. 
Dokážeme platnost tohto tvrdenia. Pre z = k je platnost tvrdenia zřejmá. 
Předpokládá jme, že pre isté z ^ k existuje uzol v € U\, ktorý nie je spojený 
hranou so žiadnym uzlom z Uk. Nech u je niektorý uzol z U,.. Pretože Gn 

je nasýtený graf, existuje v G{) taká <%-cesta vzhTadom na L (označme ju Cn), 
ktorá spojuje uzly u, v a ktorá obsahuje najviac dve hrany spojujúce uzly 
z roznych tried rozkladu U((i0 (pozři vetu 20). Cesta C() musí obsahovat aspoň 
jednu takúto hranu (lebo uzly u, v patria do roznych tried rozkladu UjjJ. 
Keby cesta C{) obsahovala jedinú takúto hranu, potom podlá vety 10 (pretože 
neexistuje hrana spojůjvica uzol v s niektorým uzlom -w € Uz) každý uzol 
z Uk by bol spojený hranou s istým uzlom z Uz (iným než uzol v) a hrana h, . 

z X by malá tuto orientáciu: uzol xz by bol konečným a uzol xk počiatočným 
uzlom hrany hK To je spor s predpokladom, že xk je konečným uzlom každej 
hrany, ktorá je s ním incidentná. Preto cesta CQ obsahuje právě dve také 
hrany, ktoré spojujú uzly z roznych tried rozkladu 'UfiQ. Jedna z nich (označme 
ju gzt) spojuje uzol z Uz s uzlom z istej triedyr Ut (z HF t, t 4= k), druhá (označme 
ju gtk) spojuje uzol z Ut s uzlom z Uk. Pretože podlá predošlého nemožno 
r-cestu C{) už skrátiť na takú rY-cestu spojůjúcu uzly u,v, ktorá by obsahovala 
len jednu hranu spojujúcu uzly z roznych tried, vyplývá z toho (pozři dókaz 
vety 20), že istý uzol z Ut je spojený v G{) hranou s každým uzlom z Uk, i. j . , 

že hrana ht ,. € X směruje z uzla x . do uzla xt. Opáť spor s predpokladom. Preto 
neexistuje taká trieda, v ktorej by každý uzol nebol spojený aspoň jednou 
hranou s uzlom triedy Uk, čo bolo třeba dokázat. Z tvrdenia I I I vyplývá 
ihned tento dósledok: 

IV. V grafe X existuje právě jeden koncový uzol a takýto uzol je v grafe X 

spojený hranou s každým iným uzlom grafu X. 

Nech x:. je ten uzol z X, do ktorého smerujú všetky hrany s ním ineidentné 

a ktorý podlá IV je spojený hranou s každým uzlom z X (iným než xi:). 
O triede U,. € U?h podlá I I I platí: lubovolný uzol z lubovolnej triedy roz
kladu Ui'ítí je opojený hranou aspoň s jedným uzlom z U. a vzhladom na 
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v las tnost uzla x:. z grafu X (pretože G{) je n a s ý t e n ý graf) p l a t í n u t n é o 1'ubo-
volnej t r iede U{ rozk ladu U?ío (kde Ut- 4= U k) t o t o : 1'ubovolný uzol z ř/.- je 
spojený v grafe G{) h r a n o u s k a ž d ý m uz lom istej t r i e d y V{ € l/*0 (kde V{ C U,.) 

a ž iadny uzol z Ut nie je spojený v grafe G{) h r anou s uzlom množ iny Uk — V{ 

(pozři vetu 18). 
Nech {Vr, V2, . . . , V.p} je systém tých t r ied r o z k l a d u Ufío, k t o r é (1) sú 

p o d m n o ž i n a m i t r i e d y U,. a (2) k t o r ý c h uzly sú spojené v grafe G{) aspoň 
s j e d n ý m uzlom n e p a t r i a c i m do U... O z n a č m e p r e H € {l , 2, . . . , p} znakom 

Q .^ {U!h , U,y.(, . . ., U!fq} sys tém vše tkých tých t r i ed rozkladu U()a, k to r é 

majú t u t o v la s tnos t : k a ž d ý uzol z U,n (i — 1 , 2 , . . . , q) je v grafe G{) spojený 

hranou s každým uzlom z Vy. 

V. T v r d í m : ak pre isté y € {V 2, . . . , p) p la t í S y i=- Ufh, t . j . a k exis tuje 

t r ieda Ur rozkladu UL
(]o nepa t r i aca do Qy, p o t o m p la t í : ž i adny uzol z Ur nie 

je spojený h ranou v grafe G{) so ž i adnym uzlom lubovolne j t r i edy sys tému S v . 

Dokažme to . Nech t r ieda Ur € Ufio n e p a t ř í do Qy. V t r iede Uk existuje i s tá 
p o d m n o ž i n a Vs (s € {1 ,2 , . . . , p}), o k tore j p la t í : k a ž d ý uzol z VH je spojený 

v grafe G{) h ranou s k a ž d ý m uzlom z Ur a uzol nepa t r iac i do V, nie je v grafe G{) 

sjjojený hranou so ž i adnym uzlom z Ur. P re tože Ur n e p a t ř í do © y , je n u t n é 
V^. 4 Vy. P r e d p o k l a d a j m e o p r o t i n á š m u t v r d e n i u , že istý uzol učUr je 
v grafe (7() spojený h r a n o u h s uz lom v € Uii; € 3 y . O z n a č m e z n a k o m iť (resp. v') 
ten uzol z Ur (resp. z ř7?y.-), k t o r ý je spojený h r a n o u l ineárneho faktora /> 
s uzlom u (resp. s uzlom v). O z n a č m e dalej z n a k o m w [ l ibovolný uzol z VH 

a znakom t [ l ibovolný uzol z Vy. P r e t o ž e uzly w, t nie sú v relácii A (pa t r ia 
do roznych t r ied rozkladu Ufío: je w 6 Vs, t € Vy, V,, =# Vy) a pa t r i a do te j 

istej triedy rozk ladu U(]o (lebo oba p a t r i a do U ) , existuje v G{) pod lá ve ty 21 

t a k á Y-cesta vzh l adom na L (označme ju C1V)t), k t o r á spojuje uzly w, t a v š e t k y 
jej uzly pat r ia do U.. 

Ak ku cestě (,\cl ])ridáme uzly u, u' a h r a n u z L t i e t o d v a uzly spojujúcu, 
dalej uzly v, v' a h r a n u z L t i e t o uzly spojujúcu a o k r e m t o h o h r a n u spojujúcu 
uživ n\ ir a h r a n u spojujúcu uzly v', ( (obe t ie to h r a n y v G{) existujú a zrejme 
nepatr ia do L), d o s t a n e m e t a k cestu Cuv, k t o r á spojuje uzly u, v a je --cestou 
vzhladom na L; cesta Cuv spolu s h r a n o u h (ktorá spojuje uzly a, v — jej 
existeneiu sme })redpokladali) tvoří Y-kružnicu v z h l a d o m n a L, k t o r á obsahuje 
uzly z roznych tried rozk ladu U(]o, co nie je možné. P ř e d p o k l a d exis tencie 
hi-any spojůjúcej istý uzol z U!fi s is tým uzlom z Ur viedol ku sporu, čo dokazuje 
p l a t n o s t nášho t v r d e n i a . 

Nech y je [libovolné číslo z \\, 2, . . ., p) a 3 ^ = {Ut/l, U!h, ..., UVlj\ 
systém všetkých t ý c h tried rozk ladu U(]t), k torých k a ž d ý uzo l je v G{) spojený 
hranou s k a ž d ý m uzlom z V?;,(Vr 6 U*(,; Vy £ UL). O z n a č m e z n a k o m G [)odgraf 
grafu G{), k t o r ý j)ozostáva zo všetkých uzlov p a t r i a c i c h do t r ied sys tému 3 ? / 

(označme množinu t ý c h t o uzlov znakom Wy) a z t ý c h h r á n grafu G{), k t o r é 
spojujú d v a uzly z Wy. O z n a č m e znakom Gy j>odgraf grafu G{), k t o r ý obsahuje 
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všetky uzly z G{) nepatriace do Wy a všetky tie hrany z G{), ktoré takéto dva 
uzly spojujú. 

VI. Tvrdím: grafy Gy, Gy sú nasýtené grafy. Dókaz tvrdenia. Tá časť lineár-
neho faktora L, ktorá patří do Gy (označme ju Ly), je lineárnym faktorom 
grafu Gy. Nech u, v sú [libovolné dva uzly z Gy, ktoré nie sú v Gy (a teda ani 
v (70) spojené hranou. Pretože GQ je nasýtený graf, existuje v C70 cesta C spo-
jujúca uzly u, v, ktorá je čt-cestou vzhladom na L. Predpokladajme, že cesta C 
obsahuje okrem uzlov z Gy ešte aj taký uzol, ktorý nepatří do Gy. Nech 

C = wx, h12, w2, . . ., h2a_lt2j, w2l (wx = u, w2l = v). 

Nech wa je poradím prvý uzol z C a w$ poradím posledný uzol z (\ ktorý 
nepatří do G . Je zrejme wa€Vy, wti € Vy(VyCUk) a hrana ht_^la, resp. 
hrana hifff+1 nepatří do L (lebo spojuje uzly z róznych tried rozkladu Ufio). 
Potom však je wa =\= wti (v opačnom případe by uzol ^va =. wtj cesty C nebol 
incidentný s hranou z C patriacou do L — spor, lebo C je ^-cesta vzhladom 
na L) a tá časť cesty C, ktorá spojuje uzly ^va, ^v9 je ^-cestou vzhladom na L. 
To je spor, lebo uzly ^va, w:i patria oba do Vy a sú teda v grafe (70 v relácii A. 
Preto cesta C obsahuje len uzly z Gy a je tiež í\;-cestou vzhladom na Ly. V Gy 

neexistujú také dva uzly nespojené hranou, ktoré by boli v relácii A. Teda Gu 

je nasýtený graf. 
Obdobné sa dokazuje, že graf Gy je nasýtený: časť lineárneho faktora L, 

ktorá patří do G„ (označme ju Ly). je lineárnym faktorom grafu Gy. Nech u% r 
sú lubovolné dva uzly z Gy, ktoré nie sú v C70 (a teda ani v Gy) spojené hranou. 
V <70 existuje cx-cesta vzhladom na L (označme ju G), ktorá spojuje uzly u 
a přitom taká, ktorá obsahuje najviac dve hrany spojujúce dva uzly z róznych 
tried rozkladu Ú'fi{). Keby cesta C nepatřila celá do Gy, znamenalo by to, že 
spomenuté dve hrany by spojovali uzol 6 Vy s uzlom € Gt/ a tieto hrany ne
patřili by do L. Cestu C potom možno rozložit na tri čiastočné cesty Cx, C2, C :}, 
pričom cesta C\ spojuje uzol u s istým uzlom w 6 Vy, cesta C3 sj^ojuje istý 
uzol t G Vy s uzlom v a cesta C2 spojuje uzol w s uzlom t a všetky ostatně jej 
uzly patria do Gy. Z uvedeného však vyplývá, že cesty C\,CÁ sú \-cesty 
vzhladom na L (obsahujú len uzly a hrany z Gy) a pretože w, t sú dva rózne 
uzly z triedy V (sú teda v relácii A), musí v G{) existovat hrana h spojujúca 
tieto dva uzly a zrejme nepatriaca do L (resp. do L^). Potom však cesty C\, C:] 

a hrana h tvoria v G{) takú %-cestu vzhladom na L, ktorá spojuje uzly li, r 
a neobsahuje žiadny uzol z Gy. Táto cesta je preto ^-cestou vzhladom na L,r 

V Gy neexistujú preto také dva uzly, ktoré nie sú spojené hranou a ktoré 
v Gy sú v relácii A. Preto tiež Gy je nasýtený graf, co bolo třeba dokázat'. 

Teraz už snadno dokončíme dókaz vety. Položme CV = Gy\ G" = (í„ 
a označme H() množinu tých hrán z G{), ktoré nepatria ani do Gíf ani do Gy. 
Po zrušení všetkých hrán € H0 vznikne zrejme graf G, ktorého komponentami 
sú nasýtené grafy G', CV. Pretože [libovolná hrana G II{) spojuje v G{) uzol € V',, 
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(kde Vy C U,) patriaci do Gy s uzlom niektorej z tried U Ux, U!h>, . . ., U!n. 6 U\)n, 
ktorý patří do Gy, platí tiež, že lubovolná hrana z H() spojuje uzol z O' s uzlom 
z (V". Pretože žiadna z hrán z H() nepatří do žiadneho lineárneho faktora v G{) 

o o 

(pozři vetu 16), je nutné G = G(); G = G{) a tiež Uf< = Ufia. Podlá definície 
grafu G" = Gy je v grafe G0 lubovoíný uzol z G" incidentný s hranou z H0. 
Hrany € Hn spojujú totiž každý uzol z G" s každým uzlom € Vy. Nech M' 
je množina tých uzlov z O', ktoré sú v grafe GQ incidentné aspoň s jednou 
hranou z Hn. Platí zrejme Vy C M' a pretože okrem Lizlov Z Vy žiadny iný 
uzol z G' nie je incidentný s hranou z H0, platí dokonca Vy = M'. Pretože 
žiadny uzol z G' nepatriaci do Vy = M' nie je v relácii A s uzlom z V má 
množina M' — V obe požadované vlastnosti. Teda množina hrán H0, grafy 
G\G" a množina M' majú všetky požadované vlastnosti. Tým je dókaz vety 
vykonaný. 

P o z n á m k a 5. V dókaze vety 25 dokázali sme viac, než hovoří samotná 
veta. Opísali sme totiž aj spósob, ako nájsť množinu hrán H0. V lubovolnom 
nasýtenom grafe G(), v ktorom rozklad Ufin má viac ako jednu triedví, existuje 
právě jedna množina U:. s požadovanými vlastnosťami; počet q tých tried, 
rozkladu U*a, ktoré sú podmnožinami množiny Uk a ktorých uzly sú spojené 
hranou s uzlom aspoň jednej triedy Ut 4= U,. rozkladu Uf:, je menší, alebo sa 
rovná poctu róznych množin H0 v grafe G0, ktoré majú všetky požadované 
vlastnosti. Význam vety 25 však spočívá hlavně v tom, že ukazuje, že spó-
sobom použitým vo vete 24 možno — ak vychádzame z istého systému na-
sýtených grafov, v ktorých lubovofné dva uzly sú v relácii Q — skonštruovať 

o 

lubovoíný nasýtený graf G, podgrafom G ktorého je daný systém nasýtených 
grafov. 

P o z n á m k a 6. Bez dókazu uvádzam tuto vetu: Nech G je lubovoíný na
sýtený graf, TL1(G) počet tried rozkladu Uf} a r^(G) počet tried rozkladu U*. 
Nech jbi(i je počet róznych množin uzlov M grafu G, ktoré majú tieto dve 
vlastnosti: (1) bud M obsahuje jediný uzol, alebo ak obsahuje viac uzlov, 
potom [libovolné dva uzly z M sú v relácii A: (2) lubovoíný uzol z G nepatriaci 
do M nie je v relácii A aspoň s jedným uzlom z M. O počte [i(i potom platí: 
/*,,, = T*(G) - Tn(G) + L 

\rýsledky z viet 24, 25 ako aj táto nedokazovaná veta poukazujú na to, 
aký má význam pri konštrukcii nasýtených grafov rozklad U*. Domnievam 
sa, že tým význam tohto rozkladu z daleka nie je vyčerpaný a táto otázka 
zaslú/i si ešte ďalšie a hlbšie studium. 

4. Oraly a iiasýtené graíy s nulovým jádrom 

Speciálnu triedu grafov s lineárnym faktorom tvoria grafy s najjednoduch-
sím t. j . s nulovým jadrom. Týmto grafom věnujme teraz pozornost a odvoďme 
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z poznatkov o nich získaných niektoré dósledky pre pravidelné grafy s lineár
nym faktorom. 

Veta 2<>. Nech G je lubovotný graf s lineárnym faktorom, ktorý má nul on 
jádro, potom v G existuje právě jeden lineárny faktor. Obral ene; Graf s jediným 
lineárnym faktorom má nulové jádro. 

D ó k a z . Predpokladajme, že v G existujú aspoň dva rózne lineárně faktory 
Lx 4= U2. Kompozícia LíxL2 je teda nenulový graf a podlá vety I je táto koin-

pozícia podgrafom jádra G. Teda G je nenulový graf. Ak má obrátene G jediný 

lineárny faktor, je G zrejme nulový graf. 
Veta 27. Nech G je lubovolný graf s jediným lineárnym faktorom L; t. j . 

nech G je nulový graf. Potom rozklad, U-() je rozkladom množiny uzlor grafu G 
na dvojice uzlov, ktoré sú spojené hranou lineárneho faktora L. 

o 

D ó k a z . Označme ala) obvykle znakom G podgraf grafu G, ktorý obsahuje 
všetky uzly a len uzly grafu G a ktorý obsahuje tie hrany z G, ktoré patria 

o 

aspoň do jedného lineárnelio faktora v G. Platí zrejme G —•- L a lubovolný 
uzol z G je v relácii Q s jediným iným uzlom z G, a to s tým uzlom, s ktorým 
Jro spojuje lirana z L. Z toho ihned' vyplývá tvrdenie vety. 

Veta 28. Nech G je lubovolný nasýtený graf s nulovým jadrom, potom r G 
existuje aspoň jeden most a tento most patří do (jediného) lineárneho faktora 
grafu G. 

D ó k a z . Podlá lemmy 1 lubovolný graf s lineárnym faktorom (a teda aj 
graf G) má parny počet uzlov. Nech 2m je počet uzlov grafu G. Ak je m — 1. 
veta zrejme platí, lebo potom G pozostáva il3a z dvocli uzlov a z jednej hrany 
tieto uzly spojůjúcej, ktorá patří do lineárnelio faktora L =. G a je mostom 
v grafe G. Predpokladajme, že ni > 1. Potom podlá vety 27 rozklad U\\ obsa
huje právě m tried, teda viac než jednu triedu, ])ričom každá z týchto tried 
obsahuje právě dva uzly, a to také, ktoré sú v grafe G spojené hranou jediného 
lineárnelio faktora L grafu G. Ziadne dva uzly patriace do tej istej triedy z l Jr; 

nie sú v relácii A, pretože dva uzly takejto triedy spolu s hranou z L, ktorá 
ich spojuje, tvoria T.-cestu vzhladom na L. Z toho vyplývá, že rubovolná 
trieda rozkladu Uf; obsahuje právě jeden uzol grafu. 

Podlá vety 25 (pretože G je nasýtený a rozklad UL
(\ obsahuje viac než jednu 

triedu) existuje v G taká množina lirán II, že aJv zrušíme v grafe G všetky 
hrany z II, vznikne z grafu G graf, ktorý pozostáva z dvoch komponent G'. ti" 
a každá z týchto komponent je nasýteným grafom. Trieda uzlov z Uy; (\)iv 
ktorú sme ])ri dókaze vety 25 |)rijali označenie F), ktorá má tú vlastnost. 
že lubovolný uzol z inej triedy než z U:. je v grafe G spojený hranou aspoň 
s jedným uzlom z U,., pozostáva v našom případe právě z dvoch uzlov a Ivažuv 
z nich je jediným prvkom triedy rozkladu U* . Teda množina, pre ktorú sire 
přijali pri dókaze vety 25 označenie V ', obsahuje jediný uzol. Označme tento 
uzol znakom ?;.. a druhý uzol z U:, označme znakom u . Z dókazu vety 25 
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vieme tiež, že každý uzol z G" je spojený hranou s uzlom vk a žiadny uzol 
z G" nie je spojený hranou s uzlom u,.; ďalej: graf G' buď okrem uzlov triedy 
II,. .-— {u. ,v:.} neobsahuje už uzly žiadnej inej triedy z UQ a potom hrana 
s])ojujúca uzly u:., v:. je mostom v G, ktorý patří do L\ alebo G' obsahuje okrem 
uzlov z IIk ešte uzly z dalších tried rozkladu IIf;, ale žiadny takýto uzol nie 
je spojený hranou ani s uzlom z G" (pozři tvrdenie V z dókazu vety 25) ani 
s uzlom uk. Preto po zrušení hrany spojujúcej uzly uk, v,, (označme tuto hranu 

Obr. 5 

znakom hk) by stratil graf G súvislosť. Čiže h. je mostom v grafe G. Uzly uk, i\. 
sú s])ojené hranou z L a touto hranou je hrana h., lebo keby okrem h. existovala 
ešte ďalšia hrana h{. spojujúca uzly u ., v:., tvořili by hrany h., hk a uzly ut., vk 

istú \-kružnicu grafu G. To je spor, lebo G má nulové jádro. Je preto h:. € L. 
Teda graf G obsahuje most hk, ktorý patří do L, čo bolo třeba dokázat. 

Na obr. 5 sú znázorněné štyri (najjednoduchšie) nasýtené grafy s nulovým 
jadrom. 

Veta 29. Nech G je lubovolný graf, v ktorom existuje jediný lineárny faktor L. 
Potom G obsahuje aspoh jeden most patriaci do L. 

D o k a ž . Ak G je nasýtený gTaf, veta zrejme platí (pozři vetu 28). Pred-
pokladajme, že G nie je nasýtený graf. Podlá vety 19 existuje taký nasýtený 
graf (V, ktorý má nulové jádro (teda existuje v ňom taktiež jediný lineárny 
faktor //) a platí přitom: G! obsahuje všetky uzly a len uzly7 z G\ G' obsahuje 
vsetkv hrany z G a okrem týchto hrán obsahuje už len hrany nepatriace 
do //. Pretože G je podgrafom grafu G' a tieto grafy majú rovnaké množiny 
uzlov, je nutné L' = L. Podlá vety 28 graf G' obsahuje istý most h, ktorý 
patří do L' a patří teda aj do L. J e však zřejmé, že taká hrana,ktorá je mostom 
istého grafu, je mostom každého jeho podgrafu, ktorý ju obsahuje.. Preto 
hrana h, ktorá je mostom v G SL ])atrí do L, existuje. Dókaz vety je vykonaný. 

Zaujímavý je tento dósledok vety 29: lubovolný taký eulerovský graf. 
v ktorom existuje lineárny faktor, má nenulové jádro (pretože v eulerovskom 
grafe nemože existovat most — pozři Konig [4], str. 194 — a graf s nulovým 
jadrom podlá nasej vety 28 obsahuje vždy most). Z toho ihned vyplývá, že 
pravidelný graf parného stupňa s lineárnym faktorom má nenulové jádro. 
Pa dokážeme v ďalšom, že tento závěr možno rozšířit! na všetkv tie grafy 
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s lineárnym faktorom, ktoré sú pravidelnými grafmi stupňa vyššieho než 
prvého. Prv však odvodíme si dve lemmy o pravidelných grafoch tretieho 
stupňa. 

Lemma 5. Nech G je lubovolný graf tretieho stup ha obsahuj úci aspoh jeden 
most. Potom v G existuje taký clen, ktorý obsahuje právě jednu artikuláciu z G. 
Takýto clen obsahuje nepárny počet uzlov, najmenej však tri uzly. 

Dókaz. Je zřejmé, že oba uzly, ktoré spojuje [libovolný most v <7, sú 
artikuláciami grafu G (most spolu s uzlami, ktoré spojuje je vždy clenom 
grafu a oba tieto uzly — pretože sú tretieho stupňa — patria ešte do ďalšieho 
člena grafu). Obrátene: ak uzol u 6 G je artikuláciou grafu G, potom aspoň 
jedna z troch hrán s ním incidentných je mostom grafu G. Nech h0 je [libovolný 
most v G a nech h0 spojuje uzly u0,v{). Označme znakom G{) břeh mosta h{) 

obsahujúci uzol H0. Ak G{) neobsahuje most, neobsahuje ani taký uzol, ktorý 
by bol artikuláciou v G{) a G je potom hladaným clenom obsahujúcim jediný 
uzol (uzol u{)), ktorý je artikuláciou grafu G. Nech G{) obsahuje most (označme 
ho hx). Jeden z brehov mosta hx (označme ho Gx) neobsahuje uzol u{). Nech ux 

je ten uzol břehu G\, s ktorým je incidentná hrana hx v grafe G. Ak Gx ne
obsahuje most, je G1 hladaný člen. V opačnom případe označme znakom h2 

lubovolný most grafu Gx, znakom G2 břeh mosta hx neobsahujúci uzol ux 

a znakom u2 ten u z o ' z ^ 2 ^ s ktorým je incidentná hrana h2. Pretože počet 
mostov v grafe G je konečný, musí náš postup po konečnom počte p krokov 
skončit tým, že v istom břehu G,t nevyskytuje sa už most a Gp obsahuje jediný 
taký uzol u0, ktorý je artikuláciou v grafe G. Preto člen G,t s jediným takým 
uzlom, ktorý je artikuláciou grafu G, existuje. 

Je zřejmé, že v člene Gp je uzol u, uzlom druhého stupňa a pretože [libovolný 
člen grafu má najmenej dva uzly, existuje v G okrem uzla u ešte aspoň jeden 
ďalší uzol. Tento další uzol je však nevyThnutne uzlom tretieho stupňa v Gp 

a pretože v [iibovolnom grafe počet uzlov nepárneho stupňa je parny, musí 
člen Gp okrem uzla up obsahovat ešte najmenej dva uzly, a to uzly tretieho 
stupňa, z čoho ihneď vyplývá tvrdenie vety. Dókaz je vykonaný. 

Lemma 6. Nech G je lubovolný pravidelný graf tretieho stupha, r ktorom 
existuje aspoh jeden lineárny faktor L. Potom platí: G má nenulové jádro. 

Dókaz. Už Petersen v [1) dokázal, že ak G neobsahuje most, potom [libo
volná hrana z G je hranou aspoň jednej "-.-kružnice vzhladom na L. Preto 

ak G neobsahuje most, je G ~— G a lemma platí. Predpokladajme, že G 
má aspoň jeden most. Podlá lemmy 5 existuje v G člen Gp, ktorý obsahuje 
právě jeden taký uzol u}, ktorý je artikuláciou v G. Označme znakom Lp 

podgraf člena Gp, ktorý pozostáva z prvkov z L patriacioh do Gp s výnimkou 
uzla up. Hrany z Gp incidentné s uzlom up (označme ich gx, g2) ne}>atria do Lp% 

lebo do L patří most z G, ktorý je incidentný s uzlom u: (lubovolný liuái'en\ 
faktor pravidelného grafu nepárneho stupňa obsahuje všetky mosty grafu; 
pozři Konig |4J, str. 195). Nech hrana gx (resp. g2) spojuje uzol ult s uzlom i\ 
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(resp. v2). Je zrejnie i\ 4= v2, i e b o v opačnom případe by uzol vx = v2 z G0 bol 
artikuláciou grafu G — spor s predpokladom, že 6 .̂ obsahuje jedinú artikuiáciu 
grafu G, t. j . uzol up. 

Ak z grafu Gp utvoříme graf O* tak, že hrany gl, g2 a uzol u^ nahradíme jedi
nou hranou h* spojujúcou uzly vl9v2, potom G* je súvislý pravidelný graf 
tretieho stupňa, ktorý neobsahuje most. Graf Lp je podgrafom grafu G* a je 
jeho lineárnym faktorom. 

Podlá lemmy 5 člen Gp obsahuje najmenej tri uzly, teda Lp obsahuje naj-
menej jednu hranu. Označme znakom g* lubovolnú hranu z Lp. Je zrejnie 
gl 1 g* =^ g2 a teda je g* 4= h*. V práci [9] pri dókaze Petersenovej vety 
dokázal Sehónberger toto: ak h\,K1 sú lubovolné dve hrany pravidelného 
grafu tretieho stupňa G', ktorý neobsahuje most, potom v G' existuje taký 
lineárny faktor, ktorý neobsahuje ani hranu h\, ani hranu Kz. Z toho vyplývá, 
že v našom grafe G* existuje taký lineárny faktor K*, ktorý neobsahuje ani 
hranu h*, ani hranu g*. Označme znakom H' tuto množinu hrán grafu G: 
do H' patria všetky hrany z L* a okrem toho všetky hrany z L, ktoré ne-
patria do Gp. Je zřejmé, že lubovolný uzol z G je incidentný právě s jednou 
hranou množiny H', teda H' je množinou hrán istého lineárneho faktora L' 
grafu G. Přitom L' neobsahuje hranu g*, ktorá však (ako sme předpokládali) 
patří do lineárneho faktora L. Preto kompozícia L x L ' je nenulový graf a graf G 
má nenulové jádro. Dókaz lemmy je vykonaný. 

Přikročme teraz k dókazu vety, ktorej platnost sme už ohlásili: 

Veta 30. Nech G je lubovolný pravidelný graf vyssieho stupňa ako prvého, 
r ktorom existuje lineárny faktor. Potom G má nenulové jádro; t. j . v G existuj ú 
najmenej dva rózne lineárně faktory 

D ó k a z . Pře parny stupeň je platnost vety zřejmá. Veta platí podlá pre-
došlého aj pre pravidelné grafy tretieho stupňa. Dókaz třeba urobit pre 
pravidelné grafy nepárneho stupňa, a to stupňa vyssieho než tretieho. Nech G 
je lubovolný pravidelný graf (2n -\- l)-ého stupňa (n > 1), v ktorom existuje 
lineárny faktor L. Hrany grafu G nepatriace do F spolu so všetkými uzlami 
z G tvoria podgraf G', ktorý je pravidelným grafom 2w-tého stupňa. Je známe, 
že pravidelný graf 2H,-tého stupňa dá sa rozložit na n faktorov druhého stupňa 
(pozři [4], str. 161). Nech F je lubovolný faktor druhého stupňa grafu G'. 
Kompozícia LxF = G" je faktorom tretieho stupňa grafu G, teda je podgrafom 
grafu G a má tieto vlastnosti: (1) obsahuje všetky uzlyr z G; (2) je pravidelným 
grafom tretieho stupňa; (3) existuje1 v ňom lineárny faktor L. Potila lemmy (> 
má G" nenulové jádro. Z toho ihned vyplývá (lebo z grafu G" dostaneme 

graf (7 přidáním istých hrán; pozři vetu 14), že jádro G" je podgrafom jádra G 

a G je nenulový graf. Teda graf G má nenulové jádro a z vety 2 vyplývá, že 
v G existujú najmenej dva rózne lineárně faktory. Veta platí aj pre pravidelné 
grafy nepárneho (vyssieho než prvého) stupňa. Dókaz vety je vykonaný. 
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ИЗ Т Е О Р И И К О Н Е Ч Н Ы Х ГРАФОВ 
(: Л И Н Е Й 11 Ы М М110 Ж И Т Е Л Е М 

А Н Т О Н КО ЦП Г 

Н ы в о д ы 

Да. мшепшим понятием, вводимым при исследовании графов с линейным множителем 

понятие насыщенного графа. Граф С, в котором существует линейный множитель 

называется насыщенным графом, когда две любых таких разных вершин, которые 

в отношении Л находятся в графе С соединены не меньше, чем одным ребром. Прямо 

из дефиниции насыщенного графа вытекает, что комплетный граф с четным количеством 

вершин является насыщенным графом. Оказывается, что существуют насыщенные 

графы, которые не являются комплетными. О насыщенных графах доказывается сле

дующее: любой насыщенный г р а Ф является всегда связным графом. Пусть С насыщен

ный граф и пусть II0 является любым классом разложения 11сг. Любые две вершины 

из / 0 соединены в С не меньше, чем одним ребром и это ребро не принадлежит пи в какой 

линейный множитель графа С. Если в графе С существует линейный множитель и С 

не является насыщенным, то существует насыщенный граф С, который: 1. содержит 

все вершины и только вершины графа С; 2. содержит все ребра из С и кроме того только 

ребра не принадлежающее пи в какой линейный множитель графа С; 3. и имеет место 

следующее: С/ = С. По-другому с к а з а н о : любой ненасыщенный граф С с линейным 

множителем является подграфом не меньше чем одного графа, у которого эти ж е вер

шины и это же ядро как у графа С. Ныше приведенное показывает важность роли, 

которую играют насыщенные графы в исследовании основных свойств графа с линейным 

множите.чем. Поэтому особое внимание уделяется исследованию насыщенных графов. 

Доказываете }| следующее: если С - л ю б о й насыщенный г р а ф и 6' — граф, возникнувший 

из графа С таким образом, что из него будут устранены все ребра, соединяющие вер

шины, принадлежающие в разные классы разложения Уд, то: 1. любой компонент 

графа С насыщенный граф; 2. любые две вершины компонента являются в отно

шении ^\ 3. 1/^ = [/(}] 4. любой линейный множите.и, графа С является тоже линейным 

множителем графа С и наоборот. 

О том, каким образом в насыщенном графе С вершины, принадлежающие в разные 

классы разложения 0~() соединены ребрами (это те ребра, которые нужно устранить 

для возникновения графа С, приведенного выше) доказывается следубщее: если разло-

жение (.'(} содержит не меньше, чем два класса, то существует не меньше, чем одно 

множество ребр 7/0 и не меньше, чем одно непустое множество вершин М0 таким обра

зом, что имеет место: а) после устранения ребр из 1/0 возникнет из графа С граф, кото 

рый содержит точно два компонента С, С"; б) любое ребро из Н0 соединяет в графе С 

вершину из С с вершиной из С"; в) все вершины из М0 принадлежат в С, причем 

каждая вершина из А10 в графе С соединена ребром из 140 с каждой вершиной из С," 

и никакая вершина из С вне Л10 не является инцидентной ребру из 1/0; г) множество М0 

или содержит одну и только одну вершину, или содержит больше чем одну вершину 

и в этом случае любые две вершины из М0 находятся в графе С (и тоже в графе (У) 

в отношении Л ; д) любая вершина из С вне М0 не находите}! в отношении Л не меньше, 

чем с одной вершиной из Л/0; е) в графе с компонентами С, С" это же ядро и это же 

разложение множества вершин на классы вершин находящиеся и в отношении ^ 

и в отношении Л, к а к в графе С. 

Доказываете}! то, что наоборот имеет место: пусть С, С" — .любые два насыщенных 
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графа без общих элементов; и пусть Л10 любое такое множество вершин и.* (]'. что 

все его вершины находятся в отношении Л и любая вершина ил (]' по принадлежаюшая 

в М0 не находится в отношении А, не меньше, чем с одной вершиной и;, Д/0 (такое 

множество очевидно в насыщенном графе существует) и пусть граф С возникнет таким 

образом, что каждую вершину из М0 соединим не меньше чем одним ребром с каждой 

вершиной из С", то имеет место: С, является насыщенным графом; ядро 6' содержит 

все элементы и только элементы из ядр 6 , и ; С <; ==(/(;/ -\-1:и». На основе приведенных 

результатов открыт метод конструирования насыщенного графа с ;штм же ядром 

и с этими же линейными множителями, как любой несвязный граф. каждый компонент 

которого является насыщенным графом. 

Отдельная часть работы посвящена структуре графов с линейным множителем, 

ядро которых нулевое. Доказывается следующее: если в графе (] с линейным множи 

гелем нулевое ядро, то в С, существует только один линейный множитель и граф С, 

содержит не меньше одного моста, припадлежающего в этот линейный множитель. 

Д а л ь ш е : любой регулярный граф высшей, чем первой степени, содержающий линейный 

множитель имеет ядро не являющееся нулевым, т. е. в таком графе существует не 

меньше, чем два разных линейных множителя. 

AUS D E R T H E O R I E D E R E N D L I C H E N G R A P H E N 
MIT DEM L I N E A R E N FAKTOR II 

A N T O N K O T Z I G 

Z u s a m m e n f a s s u n g 

Der we itere Begriff, der bei der Unte r suchung der G r a p h e n mit dem linearen Faktor' 

nütz ich ist, ist de r Begriff des sa t ten Graphen . E in G r a p h G, in we lchem mindes tens ein 

linearer F a k t o r existiert, wird sa t te r G r a p h genannt, wenn jede seine zwei versch iedene 

K n o t e n p u n k t e , die in der Relat ion A s tehen , mindes tens eine K a n t e aus G verb indet . 

Direkt aus de r Definition des sa t ten Graphen ist klar, daß ein vol lständiger Graph mit 

gerader Anzah l von K n o t e n p u n k t e immer sa t t ist. E s wird gezeigt, daß auch sa t t e (Jraphen. 

die nicht vo l lständige sind, existieren. E s wird folgendes bewiesen: Ein beliebiger sa t te r 

Graph ist immer ein zusammenhängender Graph. E s sei G ein sa t t er Graph und U0 eine 

beliebige K lasse der Zerlegung UQ. Beliebige zwei K n o t e n p u n k t e aus U0 verbindet in G 

mindestens eine K a n t e und diese K a n t e gehört zu ke inem linearen F a k t o r des (Jraphen G. 

Wenn im Graphen G ein linearer F a k t o r existiert und G n icht s a t t ist, dann existiert ein 

sa t ter GraphG' , welcher (1) dieselben K n o t e n p u n k t e wie G bes i tz t ; (2) alle K a n t o n aus G 

und außerdem nur solche K a n t e n , die zu ke inem linearen F a k t o r dos (Jraphen G' gehören, 

en thä l t und (3) von we lchem gilt: G' — G. 

Fs sei G ein sa t t e r Graph und es sei G ein Graph, der aus dem Graphen G durch En t 

fernung aller solchen K a n t e n , welche die K n o t e n p u n k t e aus den verschiedenen Klassen 

der Zerlegung LJ\) verbinden, en t s teh t . D a n n gilt: Ein beliebiger zusammenhängender 

Bestandte i l CG des Graphen G ist ein sa t ter Graph; zwei beliebige K n o t e n p u n k t e aus G 

stehen in der Re l a t ion ü; Uj, — UQ; ein beliebiger linearer F a k t o r des Graphen G ist 

auch linearer Fak to r des Graphen G und umgekehr t . 

Es wird weiter die S truktur der s a t t en Graphen studier t . Fo lgendes wird bewiesen: 

Wenn die Zerlegung UQ mindes tens zwei K lassen en thä l t , dann existiert mindes tens eine 

158 



Kantcnmcnge H0 und eine nichtleere Knotenpunktmenge M0 so, daß es gilt: a) durch 
Entfernung aller Kanten ans H0 entsteht aus dem Graphen G ein Graph, welcher genau 
zwei zusammenhängende Bestandteile G', G" besitzt; b) eine behebige Kante aus H0 

verbindet im Graphen G einen Knotenpunkt aus G' mit einem Knotenpunkte aus G"; 
c) alle Knotenpunkte aus M0 gehören zu (}'; jeder Knotenpunkt aus M0 wird durch eine 
Kante aus H0 mit beliebigem Knotenpunkte aus G" verbunden und jede Kante aus H0 

mit einem Knotenpunkte aus M0 incident ist; d) beliebige Knotenpunkte aus M0 in 
dem Graphen Gf (und auch im Graphen G) in der Relation A stehen; e) beliebiger Knoten
punkt aus G', welcher zu M0 nicht gehört., steht nicht in der Relation A mindestens mit 
einem Knotenpunkte aus M0; f) der Graph mit den zusammenhängenden Bestandteilen 
G', G" hat derselben Kern und hat dieselbe Zerlegung auf die Klassen der Knotenpunkte, 
welche in der Relation ü und auch in der Relation A stehen, wie der Graph G. 

Es gilt auch umgekehrt: Es seien G\ G" beliebige satte Graphen, welche keine gemein
same Elemente besitzen. Es sei M0 eine beliebige solche Knotenpunktmenge aus G\ 
daß alle ihre Knotenpunkte in der Relation A stehen und ein beliebiger Knotenpunkt 
aus G', der zu M0 nicht gehört, steht nicht in der Relation A mindestens mit einem Knoten
punkte aus M0 (es ist klar, daß eine solche Menge M0 in einem satten Graphen 67, immer 
existiert). Wenn wir jeden Knotenpunkt aus M0 mit jedem Knotenpunkte aus G" durch 
mindestens eine Kante verbinden, entsteht ein Graph G, welcher satt ist, und welcher 

folgende Eigenschaften besitzt: Sein Kern G besitzt alle Elemente und nur Elemente 
/\ — 0 . _p — ( ) 

aus G' und noch aus G"; UQ = Ufa + U£». 
Die gewonnenen Resultate ermöglichen aus den beliebigen Graphen, in welchem jeder 

zusammenhängende Bestandteil satt ist, einen satten Graphen, weleher denselben Kern 
und dieselben linearen Faktoren besitzt, konstruieren. 

In besonderem Teile der Arbeit wird die Struktur und die Eigenschaften der Graphen 
mit dem einzigen linearen Faktor (d. h. wo der Kern ein Nullgraph ist) studiert. Es wird 
folgendes bewiesen: Ein Graph, der einen einzigen linearen Faktor besitzt, enthält min
destens eine Brücke, welche zu diesen linearen Faktor gehört. Der Kern des regulären 
Graphen n-ten Grades (wo n > 1), in welchem ein linearer Faktor existiert, ist kein 
Nullgraph, d. h. in diesem Graphen existieren mindestens zwei verschiedene lineare 
Faktoren. 
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