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MATEMATICKY CASOPIS

ROCNIK 18 1968 ¢isLo 1

ZUR CHARAKTERISIERUNG DER KONGRUENZVERBANDE
DER VERBANDE

E. TAMAS SCHMIDT, Halle/Saale (DDR)

§ 1. Einleitung

Die Menge @(A4) aller Kongruenzrelationen einer algebraischen Struktur A
bildet einen kompakt erzeugten Verband, den Kongruenzverband von A.
Wie von G. Gréatzer und dem Verfasser [2] gezeigt wurde, gilt auch die
Umkehrung dieser Behauptung, und so lassen sich die Kongruenzverbinde
algebraischer Strukturen als kompakt erzeugte Verbidnde charakterisieren.
Fiir den Fall, daBl 4 selbst schon ein Verband ist, haben N. Funayama
und T. Nakayama [1] eine weitere Eigenschaft des Kongruenzverbandes
nachgewiesen; sie zeigten, daBl @(A) distributiv ist. Die Vermutung ist,
dafl diese Bedingungen hinreichend sind, d. h. jeder distributive, kompakt
erzeugte Verband dem Kongruenzverband eines Verbandes isomorph ist.

Zum Beweis dieser Vermutung hat R. P. Dilworth den ersten Schritt
gemacht; er hat bewiesen, dall jeder endliche, distributive Verband dem
Kongruenzverband eines (endlichen) Verbandes isomorph ist. In [3] haben
G. Gritzer und der Verfasser den Satz von Dilworth verallgemeinert und
gezeigt, dal jeder distributive Verband in der Form 2P — wo P eine beliebige
teilweise geordnete Menge ist — als Kongruenzverband darstellbar ist. Spéter,
in [5], wurde bewiesen, dall jeder kompakt erzeugte Verband, in welchem
aU Aby= A (@aUby) fiir jedes kompakte Element a gilt, dem Kon-
gruenzverband eines Verbandes isomorph ist.

Die Aufgabe der vorliegenden Arbeit ist es, diese Ergebnisse zu verallge-
meinern. Wir werden eine Methode entwickeln, um Verbédnde als Kongruenz-
verbinde darstellen zu konnen. Wir werden fiir Boolesche Algebren einen
speziellen Vereinigungshomomorphismus erkliren (§4) und zeigen, dal} bei
einem geeigneten Vereinigungshomomorphismus der Idealverband des Bildes
einer Booleschen Algebra als Kongruenzverband darstellbar ist. Die nichsten
zwei Paragraphen enthalten einige bekannte Ergebnisse.



§ 2. Einige Eigenschaften der Kongruenzverbinde

Definition 2.1. Ein Element a eines vollstindigen Verbandes L heifft kom-
pakt, wenn aus a < \/ (x1; A€ A) die Hxistenz einer endlichen Teilmenge A’
von A mit a <\ (xa; A€ A’) folgt. Der Verband L heifst ein kompakt erzeugter
Verband, wenn L wvollstindig ist und jedes Element die Vereinigung kompakter
Elemente ist.

Man kann sich leicht iiberlegen, dal3 die Vereinigung zweier kompakter
Elemente eines kompakt erzeugten Verbandes kompakt ist. Daraus folgt,
dafl die kompakten Elemente beziiglich der Vereinigung einen Halbverband
(unter einem Halbverband verstehen wir einen Vereinigungshalbverband)
bilden. Wir nennen diesen Halbverband die Basis des kompakt erzeugten
Verbandes L und bezeichnen ihn mit 2#"(L). Die kompakt erzeugten Verbidnde
lassen sich folgendermaflen mit Hilfe ihrer Basis charakterisieren:

Hilfssatz 2.2. Ein Verband L ist dann und nur dann kompakt erzeugt, wenn L
mit dem Idealverband eines ein Nullelement besitzenden Halbverbandes H iso-
morph ist. Es gqilt H ~ A" (L).

Den Idealverband eines Halbverbandes H werden wir mit I(H) bezeichnen.
Bs gilt also I(A#'(L)) ~ L.

Wie wir schon frither erwidhnt haben, bilden die Kongruenzverbinde der
Verbdnde einen distributiven kompakt erzeugten Verband. Die distributiven
kompakt erzeugten Verbidnde gestatten mit Hilfe der distributiven Halb-
verbénde eine Charakterisierung.

Definition 2.3. Hin Halbverband H heif3t distributiv, wenn aus ¢ < aJb
(a, b, c € H) folgt, daf in H solche Elemente a’ < a, b’ < b existieren, fiir welche
a’' Vb =c gilt.

Hilfssatz 2.4. Ein kompakt erzeugter Verband L ist dann und nur dann distri-
butiv, wenn die Basis von L ein distributiver Halbverband ist.

Es sei L ein beliebiger Verband oder Halbverband und I eine Teilmenge
von L. Es bezeichne O [I] die kleinste Kongruenz @ (Kongruenzrelation)
mit der Eigenschaft, daf alle Elemente der Menge I in derselben ©-Klasse
liegen. O [I] heilt die durch I erzeugte Kongruenz. Wenn I = {a, b} ist
(a, b € L), so bezeichnen wir die erzeugte Kongruenz mit 0g,. Diese Kongruenz
heiflt eine minimale Kongruenz.

Die kompakten Elemente des Kongruenzverbandes @ (L) sind die Kongru-

n
enzen, die sich in der Form \/ @ , schreiben lassen.
i1

Hilfssatz 2.5. (Griatzer —Schmidt [4]) Es sei L ein distributiver Verband

aib:



und es sei I ein Ideal von L. Es gilt a = b (O[I]) (a, b € L) dann und nur dann,
wenn es tn I ein v gibt, welches die Gleichung a U v = b U v befriedigt.

§ 3. Relativ pseudokomplementire Halbverbinde

Definition 3.1. Der Halbverband H heifit relativ pseudokomplementdir, wenn
sich zu jedem Elementepaar a,be H ein Element c € H finden lapt mit der
Eigenschaft: a U x > b gilt dann und nur dann, wenn x > ¢ ist. Das Element ¢
st das relative Pseudokomplement von a beziiglich b und wird mit a * b bezeich-
net.

Hilfssatz 3.2. Jeder relativ pseudokomplementire Halbverband besitzt ein
Nullelement und ist distributiv.

Beweis. Es sei a ein beliebiges Element von H. Dann existiert a * a,
welches das Nullelement ist. Weiter sei v < a U b (u,a,be H). Wir defi-
nieren die folgenden zwei Elemente: by = a * (¢ U %), a1 = by *u. Es ist
leicht nachzupriifen, dal b; < b, a1 < a und @y U by = w ist. Somit ist aber H
distributiv.

Bemerkung. Tiir einen kompakt erzeugten Verband L ist die Basis
2" (L) dann und nur dann ein relativ pseudokomplementéirer Halbverband,
wenn in L das distributive Gesetz a U A by = A (a U by) fiir alle kompakten
Elemente a gilt. ” *

Beweis. Siehe Lemma 3 in [5].

Hilfssatz 3.3. Es se: H ein relativ pseudokomplementirer Halbverband mit
Einselement. Dann bilden diejenigen Hlemente aus H die sich in der Form
a* a*1 schreiben lassen — beziiglich der tm Halbverband H geltenden Ord-
nungsrelation — eine Boolesche Algebra B. B ist beziiglich der Vereinigung
etn Teilhalbverband von H.

Beweis. Siehe Lemma 4 in [5].

Ist H ein beliebiger relativ pseudokomplementédrer Halbverband, so be-
sitzt jedes Hauptideal (a] die Eigenschaften des Hilfssatzes 3.3. In jedem (a]
gibt es also eine Boolesche Algebra, die mit B(a) bezeichnet wird. Es gilt
der:

Hilfssatz 3.4. Es seien x, y, a beliebige Elemente des relativ pseudokomple-
mentdren Halbverbandes H. Es existiert ein gréfftes x(a) € B(a), so daff © >
> x(). Es git (xVUy)(a) =2xz(e)Vy(a) Iss uw=x1Uxz mit z;€B(a;)
(;eH, 1=12), so gilt w = u(a1) VY u(az).

Beweis. Wir behaupten, daB} x(a) = (x * (¢ U x)) * a ist. Es bezeichne y
das Element z * (¢ Uz). Es gilt y < a, und so x(a) =y *a e B(a). Aus
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xVY > a folgt z(a) < . Es sei z(a) < z < x, z€B(a), so folgt z*a <
<z%*a <y, und daraus folgt U (*a)=(xU2)U(z*a)=2U(zV
U(z*a)) =2uUa, d. h. z*a >y und so z*a = x(a)*a =y. Daraus
ergibt sich: z = x(a).

Wir zeigen, da fiir beliebige «,y,acH, (xUy) (a) = x(a) U y(a) gilt.
Es ist (x Uy) (@) < x Uy und so folgt aus der Distributivitit von H die
Existenz der Elemente v; < x, va < y mit v1 Uve = (x U y) (a). Es sei &) =
=n*@Uy)(a), ta=t*@xUy)(a), so git: &,teBa),t1 U= (x U
Uy)(a). Da o > t1,y >tz ist, muB z(a) > t1, y(a) > f2, sein, d. h. x(a) U
Uyla) = (xVy) (a)

Die dritte Behauptung ist wegen z; > u(a;) klar.

Hilfssatz 3.5. Es setv H ein relativ pseudokomplementirer Verband. Es be-
zeichne B die durch H erzeugte Boolesche Algebra. Zu jedem x € B existiert ein
Lleinstes Te H mit x < z. Es ¢ilt Uy =2 Uy.

Bemerkung. Es gilt auch die Umkehrung des Hilfssatzes: Gibt es zu
jedem z € B ein kleinstes € H, mit x < Z, so mull H relativ pseudokomple-

mentar sein.

§ 4. Distributive Kongruenzen

Es bezeichne L einen Verband. Es soll LY diejenige algebraische Struktur
bezeichnen, welche dieselben Elemente wie L hat, wobei aber nur die Verei-
nigung von L als Operation betrachtet wird. LY ist ein Halbverband. Eine
Kongruenz bzw. ein Homomorphismus von LY heifit eine Vereinigungskon-
gruenz (U — Kongruenz) bzw. U-Homomorphismus des Verbandes L. Wenn
O eine U-Kongruenz von List, so bezeichnet L/O" die Faktorstruktur L%/O".

Das homomorphe Bild eines distributiven Halbverbandes ist nicht un-
bedingt distributiv. (Es gilt sogar der Satz, daf3 jeder Halbverband mit Null-
element zu einem homomorphen Bild eines distributiven Halbverbandes
isomorph ist.) Wir werden gewisse Homomorphismen fiir Halbverbédnde de-
finieren und werden untersuchen, wann das Bild eines distributiven Halbver-
bandes wieder distributiv ist.

Im folgenden wird der Begriff der Kongruenz von Halbverbédnden etwas
eingeengt, wir fithren einen neuen Begriff ein:

Definition 4.1. Die Kongruenz O des Halbverbandes H heifit distributiv,
wenn aus Uy < u, x Yy = u (0) die Existenz gewisser Elemente x;, 1y € H
folgt, so daf x1 = x(0), y1 = y(O) und x1 UV y1 > u gilt. Ein Homomorphis-
mus des Halbverbandes heiflt distributiv, wenn die induzierte Kongruenz dis-
tributiv ist. Ist H ein Verband, so heif3t die U-Kongruenz OV distributiv, wenn
@' auf HY distributiv ist.
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Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann man voraussetzen, dal z; > =
und #; > y ist. Es bezeichne:

Cr:={z2;2€eH; z > 2, z=x(0)}.

‘Wenn H ein distributiver Halbverband ist; so ist es klar, dafl eine Kongruenz
O von H genau dann distributiv ist, wenn C,,
Komplexe C; und Cy ist.

Wir gehen zu Beispielen distributiven U-Kongruenzen iiber.

Beispiel 1. Es sei I ein Ideal des distributiven Verbandes L . @ [I] ist
eine distributive U-Kongruenz. Jede Kongruenz einer Booleschen Algebra
ist eine distributive U-Kongruenz.

Beweis. Die Behauptung folgt aus dem Hilfssatz 2.5.

die Vereinigung der

Beispiel 2. Es sei H ein distributiver relativ komplementédrer Verband,
und es bezeichne P ein duales Primideal von H. Wir betrachten eine beliebige
Kongruenz @ des Verbandes P. Die Kongruenz @ induziert in H eine Aqui-
valenz 0" : ¢ = y(0V), x + y dann und nur dann, wenn z = y(0), z,y € P.
Wir bezeichnen @Y mit @[ P, @]. Wie man leicht nachpriifen kann, ist O%[P, O]
cine distributive U-Kongruenz des Verbandes H.

In den folgenden zwei Hilfssitzen geben wir zwei wichtige Eigenschaften
der distributiven Kongruenzen an.

Hilfssatz 4.2. Es sei O eine distributive Kongruenz des distributiven Halb-
verbandes H. Der Faktorhalbverband H|O 1ist distributiv.

Beweis. Es sei O distributiv. Bezeichnen wir die ©-Klasse die das Ele-
ment x enthélt, mit T, so gibt es zu zeigen, dall wenn ¢ < Z U 7 ist, Elemente
a9 < T, ¥2 < y mit der Eigenschaft Z, U 7> = 1 existieren.

s seialso i <ZUyg=aUy, wou,y, tc H sind. Dann gibt es ein u €
ceaxVy,sodaBt < uwundx vy < wist. Daax Uy = « (0) gilt und O distri-
butiv ist, erhalten wir die Existenz der Elemente z;, y; mit x = 21 (0), y =
=y (0) und 21 Uy > u. H ist aber ein distributiver Halbverband und
so folgt aus ¢ < w < 21 U y1, daB fiir geeignete a2, y2, t = 22 U y2, 22 < 71,
y2 < y1 ist. Dann gilt auch % < 71 =Z, o < 1 < y=9 und 22V 52 = 1,
was zu beweisen war.

Hilfssatz 4.3. Die Vereinigung distributiver Kongruenzen ist selbst distributiv.

Beweis. Es seien @, distributive Kongruenzen des Halbverbandes H.

Es sei @ — VV O,. Wenn 2 Uy € u, x Uy = u(0) ist, so gibt es eine end-
o

liche Kette von Elementen # Uy = wp < u1 <... . £ Uy = u, so daB
w1 = u(0,) (1 =1,2,...,n). Aus der Tatsache, dafl @, distributiv ist,

erhillt man die Existenz von Elementen x1, %1 mit x = 21(0,,), ¥ = y1(0,,)
und 21 U y1 = u;. Wenn z;—1, y;-1 schon gefunden sind, so existieren eben-

7



falls noch Elemente x;,y; mit 2,1 = 24(0,), Yie1 = ¥1(0,), ¥V > ui.
Es gilt dann offensichtlich z, = ® (V 04), yn = y (V Oa) und 2, U y, > u,
d.h. @ = \/ 0, ist eine distributive Kongruenz.

Im folgenden geben wir eine wichtige Charakterisierung der distributiven
Kongruenzen. Dazu brauchen wir einen weiteren Begriff.

Definition 4.4. Es bezeichne I ein Ideal und O eine Kongruenz des Halb-
verbandes H. Die abgeschlossene Hiille des Ideals I nach O ist die Gesamtheit
aller x € H, zu welchem sick ein x' € I mit &' = x U 2'(0) finden lipt. I heif3t
abgeschlossen, wenn I = I ist.

Es folgt unmittelbar aus der Definition, daB I ein Ideal ist. Offenbar gilt
auch I < I. Die Abbildung I — I ist eine Hiillenoperation (AbschlieBungs-
operation).

Es gilt der folgende:

Hilfssatz 4.5. Die Kongruenz O des Halbverbandes H ist dann und nur dann
distributiv, wenn fir je zwei Ideale I und J die Beziehung [UJ — U J
besteht.

Beweis. Wir miissen zeigen, wenn @ distributiv ist, gilt JTUJ — 1 U J.
Nach der Definition von I U J existiert zu jedem wel U J ein w' el UJ
mit ¥ = wUu'(0). Da v' el UJ ist, gibt es Elemente xel, yeJ mit
x Uy > u'. Wir bezeichnen das Element U y mit «;. Dann gilt u;e I U J,
und u; = u U u (0). Ferner folgt aus der Distributivitit der Kongruenz
0, daf} sich Elemente x;, y1 so finden lassen, dal x = 21(0), y = y:1(0) und
21Uy > w U, ist. Beriicksichtigt man die Definition 4.4, so ergibt sich,
daB z1el, y1eJ gilt, und so erhalten wir wegen v < 21 Uy, ueluJ.
Es gilt also I U J = T U J. Umgekehrt nehmen wir an, daB fiir zwei beliebige
Ideale IUJ =1UJ gilt. Es sei 2 Uy < u, Uy = u (0). Dann ist u
in (xUy] = (z] U (y] enthalten, d. h. es gilt u < 21 U 1, wo a1 € (2], y1 € (y],
x < 21, y <y ist. Es gilt dann 21 = x (0), y1 = y (O), d. h. O ist distri-
butiv.

Der Durchschnitt von abgeschlossenen Idealen ist wieder abgeschlossen,
d. h. die Menge aller abgeschlossenen Ideale des Halbverbandes H bildet
einen Verband, den wir mit I (H) bezeichnen werden. Wir wollen diesen Ver-
band betrachten. Es gilt der:

Hilfssatz 4.6. Bezeichnet @ eine beliebige Kongruenz des Halbverbandes H,
so gilt 1(H) ~ I(H|O).

Beweis. Nach der Definition der abgeschlossenen Ideale sehen wir sofort
ein, daB jede @-Klasse, die mit dem abgeschlossenen Ideal I ein Element
gemeinsam hat, ganz in I enthalten ist. Daraus ergibt sich offensichtlich die
Behauptung.
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Wenn H ein Verband ist, so ist die Faktorstruktur H/OV, wo OV eine
U-Kongruenz ist, im Allgemein kein Verband. Wir definieren spezielle Kon-
gruenzen fiir Halbverbénde, die eine dhnliche Rolle spielen wie die minimalen
Kongruenzen. Man kann leicht zeigen das jede ©@-Klasse einer minimalen
Kongruenz eines Halbverbandes ein maximales Element besitzt.

Definition 4.7. Eine Kongruenz O eines Halbverbandes heiflt eine monomiale
Kongruenz, wenn jede O-Klasse ein grofites Element besitzt.

Hilfssatz 4.8. Wenn OV eine monomiale Kongruenz des Verbandes L 1ist,
so ist L@V ein Verband. Ist OV distributiv, so ist L|OY einem Teilverband von L
isomorph.

Beweis. Die erste Behauptung ist klar, wenn namlich x bzw. y die gréfiten
Elemente der Klassen C; bzw. Cs sind, so ist der Durchschnitt von C; und
C; dicjenige Klasse, welche das Element x Ny enthilt.

Die Menge aller groiten Elemente der ©@Y-Klassen bilden einen Verband L',
der mit L/@Y isomorph ist. Es sei O distributiv. Dall L’ ein Teilverband ist
folgt aus dem Hilfssatz 4.5.

Hilfssatz 4.9. Es sei O eine monomiale, distributive U-Kongruenz der verall-
gemeinerten Booleschen Algebra B. B|OY ist ein relativ pseudokomplementdirer
Verband. Ist L ein relativ pseudokomplementirer Verband, so existiert eine
verallg. Boolesche Algebra B wund eine monomiale, distributive \U-Kongruenz
OY von B, so daf} L ~ B|OV gilt.

Beweis. Ist OV eine monomiale, distributive U-Kongruenz von B, so
(nach dem Hilfssatz 4.8) 1afit sich B/OY in B als Teilverband einbetten. Es
sei a,be B/OY, a <b. Es bezeichne ¢ das relative Komplement von a im
Intervall [0, b]. Wenn = € B so bezeichne = dafl grofite Element der OY-Klasse
die « enthilt. Es gilt z € B/OY. Wegen a, b € B/O" erhalten wir, daBl ¢ U ¢ —
=tUa=cUa=>b=2~0 ist, d. h. ¢= a*b.

Um die zweite Behauptung zu zeigen, es sei B die durch L erzeugte verall-
gemeinerte Boolesche Algebra. Nach Hilfssatz 3.5 gibt es zu jedem ze B
ein kleinstes e L mit x < 2, zVUy == U y. Die Abbildung x> Z ist also
ein distributiver U-Homomorphismus von B auf L. Die induzierte U-Kon-
gruenz ist offenbar monomial, da z das gréfite Element der Klasse, die x
enthilt, ist.

Hilfssatz 4.10. Es sei O eine monomiale, distributive U-Kongruenz des distri-
butiven Verbandes L. Ist a € L, so induziert O auf dem Hauptideal (a] eine
U-Kongruenz 0. Diese 07 ist wieder eine monomiale distributive \J-Kongru-
enz.

Beweis. Es sei x Uy = u (0Y), rVUy <u, v, y, wue(a)l So gilt auch



x Uy = u(OV). Da aber @Y distributiv ist, existieren die Elemente x; > =,
1=y mit = 2 (OY), y1 = y (OV), v1 Yy > w. L ist aber ein distribu-
tiver Verband, so kénnen wir x; U y; = u voraussetzen. So ist x1, y1 € (a].
d. h. @Y ist distributiv. Dal ©; monomial ist, ist offenbar.
Ist © eine Kongruenz des Halbverbandes H mit Nullelement, so dall aus
x  0(0)x = 0 folgt, so sagen wir, dall der Kern von @ die Null ist.
SchlieBlich erwdhnen wir noch zwei Probleme:

Problem 1. Ist jeder distributive Halbverband mit Nullelement zu einer Fak-
torstruktur einer verallyemeinerten Booleschen Algebra mnach einer distributi-
ven U-Kongruenz isomorph?

Problem 2. Ensteht jede distributive Kongruenz als die Vereinigung distri-
butiver monomialer Kongruenzen? Entsteht jede distributive U-Kongruenz einer
Booleschen Algebra als die Vereinigung solcher U-Kongruenzen die tm Beispiel 2
definiert sind?

§ 5. Kongruenz-isomorphe Erweiterung

Wir beginnen diesen Paragraphen mit zwei Definitionen:

Definition 5.1. Es sei L' ein Teilverband des Verbandes L. Wir sagen, daf3
die Kongruenz O € O (L') auf L erweiterbar ist, wenn eine kleinste Kongruenz
O € O (L) derart exisltiert, daff x = y (O) z, ye L' dann und nur dann gilt,
wenn x = y (O) ist. @ heift die Erweiterung von 6.

Definition 5.2. Der Verband L heifit eine kongruenz-isomorphe Erweiterung
seines Teilverbandes L', wenn jede Kongruenz © € O (L') auf L erweiterbar ist;
und die Abbildung O — O definiert einen Isomorphismus zwischen O (L) und
o (L).

Das Ziel dieses Paragraphen ist der Beweis eines Hilfssatzes, welcher in
der Theorie der Kongruenzverbinde eine wesentliche Rolle spielt.

Hilfssatz 5.3. Zu etnem beliebigen modularen Verband I mit Nullelement gibt
es mindestens einen ein Nullelement besitzenden Verband M mit den folgenden
zwei Eigenschaften :

(i) M besitzt drei mit L isomorphe Ideale L1, Lz und L3, so daf$ L; \ L; = 0
(¢ =+ ) ist;

(ii) M st eine kongruenz-isomorphe Erweiterung jedes L;.

Beweis. Der Hilfssatz wurde zuerst in [5] bewiesen. Wir wollen hier nur
die Konstruktion eines Verbandes } angeben.

Betrachten wir das direkte Produkt 7' = L X L X L. Die Elemente von T
sind die Elementetripel (x,y,z) mit «,y,z€ L. Das Element (x,y,2)eT
heilit normal, wenn * Ny = x Nz = y N z. Die Menge aller normalen Ele-
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mente bildet einen Verband M. Ist u = (x,y,2) €T, so ist ©w = (x, y, 2) =
=@UNz),yU(xnz),z2U (xNy)) eM das kleinste normale Element »
mit der Eigenschaft u < v. Dieser Verband geniigt den Eigenschaften (i)
und (ii). Das Ideal L, besteht aus allen Elementen (z, 0, 0). Analog ist L
die Menge der Elemente (0, z, 0), und L3 ist die Menge der Elemente (0, 0, x).
M ist beziiglich des Durchschnitts ein Teilhalbverband von 7'. Die Opera-
tionen von M werden mit A, \/ bezeichnet. Wenn (z, v, 2), (v, v, w)e M, so
(@, 9,2) V (u, v, w) = @Vwu,yUv,zUw) = ((xUu) Uy N (zUw),
ur)Uzvu)N(zUuw)], zYwU(zuu)n(@yYo)]). Wir fihren
schlieBlich die Bezeichnungen z; = (x, 0, 0), 22 = (0, x, 0), x3 = (0, 0, x) ein.
So ist (x,y,2) =21V y2 V 2.

Im folgenden mdige M stets den ober konstruierten Verband bezeichnen.

Der Hilfssatz 5.3. 1aBt sich folgendermaflen verallgemeinern:

Es sei L ein modularer Verband, mit Nullelement, und m eine beliebige
Michtigkeit. Es existiert ein Nullelement besitzender Verband M mit fol-
genden zwei Eigenschaften:

(i) M besitzt m mit L isomorphe Ideale Ly, so dal Ly A Lg = 0 ist;

(if) M ist eine kongruenz-isomorphe Erweiterung jedes Lo. (7' istin diesem
Fall das diskrete direkte Produkt.)

Problem 3. Kann man zu jedem modularen Verband L einen modularen
Verband M finden, der die Etigenschaften (i)—(ii) aus Hilfssatz 5.3 besitzt?

Problem 4. Gilt der Hilfssatz fiir beliebige Verbinde?

§ 6. Faktorverband als die Basis eines Kongruenzverbandes.

Mit Hilfe der Ergebnisse des vorigen Paragraphen konnen wir den folgen-
den Satz beweisen.

Satz 6.1. Ist OV eine monomiale, distributive U-Kongruenz der verallgemeiner-
ten Booleschen Algebra B, so existiert ein Verband N, fir den B|OY = A (O(N))
gilt.

Zusatz. N besitzt die folgenden zwei Etgenschaften:

(o) N hat zwei Ideale Jy und J2, sodaff J1 ~ B/OY,J2 ~ B und J1 \ Jo — 0
18t ;

(B) jede Kongruenz O [11] des Ideales J1, wo I ein Ideal von Jy ist, ist auf N
erweitbar ; umgekehrt, jede Kongruenz von N ist die Erweiterung einer Kongruenz
O [1,].

Beweis. Wendet man den Hilfssatz 5.3. auf den Verband B (= L) an,
so erhilt man einen Verband M. Dieser Verband besitzt drei mit B isomorphe
Ideale: B;, B; und Bs.

Wir definieren eine Teilmenge N des Verbandes M :
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(*) Es gehort (z,y, 2) € M dann und nur dann zu N, wenn « ein grofites
Element einer @V-Klasse ist.

Die teilweise Ordnung von M induziert eine teilweise Ordnung auf N.
Wir zeigen, dal N-beziiglich dieser Ordnungeinen Verband bildet, der die
im Satz 6.1. gegebene Eigenschaft besitzt.

(1) Es seien (z, y, 2), (¥, y', ') € N. Nach Hilfssatz 4.8. ist z N 2’ ein groBtes
Element einer O¥-Klasse, d. h. (x Nz, yNy', zNz)eN. N ist also ein
N-Halbverband, und zwar ein N-Teilhalbverband von A.

(2) Es sei (u, v, ,w) € M. Es soll 4 das gr6B3te Element der @Y-Klasse, die
enthélt, bezeichen. Ist ¢ = (4 Nv) U (¢ Nw), so ist (d,vUa, wUa)elN.
(Es gilt nimlich ¢ "(vVa)=dNn(wUa)=(vrUa)N (wU a)). Dieses
Element ist das kleinste Element s e N mit s > (u, v, w). Wir bezeichen es

mit (#, v, w). Sind (z, y, 2), (z',y’,2') € N, so ist die kleinste obere Schranke

dieser Elemente:
@,9,2) V (', y,2)
N ist also ein Verband. Die Vereiningungsoperation bezeichnen wir mit |_].
(3) Der Nachweis von (). Jy ist die Menge aller (x, 0, 0) € N. Daher gilt

S ~
J1 ~ B/O" (Hilfssatz 4.8). Js bzw. Js ist die Menge aller (0,z,0) = (0, x N

~ /T ~ ~
N 0, z) bzw. (0, 0, x) = (0, x, N 0). Dann ist J» ~ J3 ~ B.

(4) Der Nachweis von (8). Es bezeichne I, ein Ideal von J;. Nach Hilfssatz
4.6 entspricht I; ein abgeschlossenes Ideal I der Booleschen Algebra B.

Wir definieren nun die Relation @ des Verbandes J:

(, 9, 2) = (&, y, 2) (O) mit (2, y, 2), (2, ¥, 2') € M dann und nur dann.
wenn x = (0 [I]), y = ¥ (O [I]) und z = 2'(O [I]).

Man muB feststellen, ob die Relation @ auf N eine Kongruenz ist. Sie ist
offenbar eine Aquivalenzrelation, und so bleibt nur zu zeigen, daB @ den
Kompatibilitdtsbedingungen geniigt. Da aber N ein N-Teilhalbverband von
M ist, ist O beziiglich des Durchschnittes kompatibel.

Nunmehr sei v = v(0), u, v, we N. Man muf} zeigen, dafl v | Jw = v | |w

(@) ist. Es sei x = o’ (0 [I]), x, 2’ € B. Nach Hilfssatz 2.5. exisstiert ein v € I

. . ~ ~ S RS ~ ~
mit x Uv =2 Uv. Dann gilt aber rVv=2Uv=0r Uv=a Vv Ist

ein abgeschlossenes Ideal, so ist v I und so z = 2’ (O [I]). Essei (v, ¥,2) =

_ S
= (¢’, ¥, 2') (@). Nach der Definition von (z, y, z) konnen wir schlieB3en,
/T

T — =
daB (z,y, z) = (2, ¥, 2') (O). O ist eine Kongruenz des Verbandes A und so

besteht u \/ w = v \/ w (O), d. h. uL_szu/\/\wzv/\/\w:va (0).

O ist also eine Kongruenz des Verbandes N, und zwar die Erweiterung von

6 [I1].
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Um die zweite Behauptung aus (f) zu beweisen, sei @ eine beliebige Kon-
gruenz des Verbandes N. Ist OV eine monomiale, distributive U-Kongruenz
von B, kénnen wir eine durch das Ideal (6] definierte Kongruenz @, =

O [(0]] betrachten. B/O; ist wieder eine verallgemeinerten Boolesche Al-
gebra und @V induziert auf B/@; eine U-Kongruenz die ebenfalls distributiv
und monomial ist. Wenn o das Nullelement von B/@; bezeichnet, so gilt
beziiglich dieser Kongruenz, dafl 6 = o. Wir konnen also ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit voraussetzen, daB = 0 gilt. In diesem Fall wird die nach-
stehende Rechnung etwas einfacher. Es sei u = (2, y, 2) = (¢, ¥', 2') = v (0),
wo x>, y >y, 2> 2 ist. Nehmen wir den Durchschnitt beider Seiten
mit (z, 0, 0), so entsteht (x, 0, 0) = (2, 0, 0) (D). Genauso erhilt man, daBl
0,y,0) = (0,9, 0) (D) und (0, 0,2) = (0,0,2') (D). Aus (z, 0, 0) = (=, 0, 0) (D)
folgt (z, z, ) = (0, 0, ) |} (=, 0, 0) = (0, 0, x) L) (z, 0, 0) = (2, o', x) (D).
So gilt auch (0, z, 0) = (0, «’, 0) (). Analog ergibt sich (0, z, 0) = (0, ', 0) (D).
Js ist eine verallgemeinerte Boolesche Algebra, und so existiert ein (0, ¢, 0) €
€Jsmit Opg = O U Oy y U O,,.. Wenn (0, t, 0) = (0, 0, 0) (D) ist, so gilt
(t 0, 0) = (0, 0, 0) (), d. h. O, ist die Erweiterung von 0;, = 0O [({]].
Daraus folgt, dal @ die Erweiterung einer Kongruenz @ [I;] ist. Damit ist
der Beweis des Satzes beendet.

Aus Hilfsvatz 4.9 folgt die

Folgerung 6.2. Es ses H ein relativ-pseudokomplementirer Verband. Es
gibt einen Verband L, so dafy H ~ A" (O(L)) ist.

Folgerung 6.3. (Dilworth) Jeder endliche distributive Verband ist einem
Kongruenzverband ewnes Verbandes tsomorph.

§ 7. U-partielle Verbinde

Wir wollen den Satz 6.1. verallgemeinern. Wir werden zuerst einige Begriffe
einfiihren.

Definition 7.1. Die teilweise geordnete Menge H wird ein U-partieller Verband
genannt, wenn H den folgenden zwei Eigenschaften geniigt:

“(a) H st ein N-Halbverband (a N b bedeutet also die gréfte untere Schranke

von a und b);

(b) fir gewisse Paare a, b ist a U b erkldrt und zwar so, daff a U b die kleinste

obere Schranke von a und b sei.

Definition 7.2. Eine mnichtleere Teilmenge I des U-partiellen Verbandes H
heif3t ein Ideal, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfillt sind:

(i) wenn a, b e I ist und a U b existiert, so ist a U b € I

(ii)mitaec I, b < agiltauch bel.
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Alle Ideale der U-partiellen Verbandes H bilden einen Verband I(H), den
Idealverband von H. I heifit endlich erzeugt, wenn endlich viele Elemente

1, X2, ..., ¥, € I derart existieren, dafl kein Ideal J < I sie enthilt.
Wenn I durch x4, ..., x, erzeugt wird, so schreiben wir I = {21, ..., €5}, und
Z1, ..., Zn heillt ein System von Erzeugenden.

Definition 7.3. Ein System von Erzeugenden xi, ..., xn des Ideales I heift
eine Basis, wenn die folgenden zwei Bedingungen erfullt sind:
(1) n st Minimalzahl der erzeugenden Elemente;
(2) es gilt t € I genau dann, wenn ein erzeugendes Element x; derart existiert,
daf3 t < x; ist.
Schlielich werden wir noch eine Definition angeben.

Definition 7.4. Es sei der \U-partielle Verband H ein N-Teilhalbverband des
Verbandes L, und wenn a U b in H existiert, so soll a U b mit der Vereinigung
von a und b in L ibereinstimmen. Wenn kein echter Teilverband in L existiert,
der H enthilt, so sagen wir, daf3 L durch H erzeugt wird.

Der Verband L ist im allgemeinen durch H nicht eindeutig bestimmt.

Hilfssatz 7.5. Es bezeichne H einen \U-partiellen Verband. Wenn jedes endlich

erzeugbare Ideal durch eine Basis erzeugbar ist, so existiert ein durch H erzeugter
Verband L.

Beweis. Es seien I und J zwei endlich erzeugbare Ideale. Sind I =
= {x1, .. Za}, J = {y1, ..., yx} Basisdarstellungen von I und J, so bilden
wir das Ideal K, erzeugt durch die Elemente 21 N y1, 1 N ys, -..., Zn N Y.
Dann gilt K < I A J (mengentheoretischer Durchschnitt). Umgekehrt, wenn
tel A\ Jist, so gilt tel und t e J, d.h. es existieren Basiselemente x;, y; mit
z; = t,y; = t. Das bedeutet aber gerade, dafit < z; N y;, d. h. t € K ist. Damit
ist bewiesen, dafl K =1 A J ist, folglich ist I A J endlich erzeugbar. Die
Vereinigung von I und J ist ebenfalls endlich erzeugbar, d. h., die Menge
aller endlich erzeugbaren Ideale bildet einen Verband L. Es bezeichne (x]
das durch x € H erzeugte Ideal. Die Abbildung x — («] definiert eine Einbettung
von H in L. Jedes Element von L ist dann die Vereinigung gewisser Ele-

mente von H, denn wenn I = {x1, ..., x,} ist, so konnen wir schreiben I -
n n

— V (] = V ;. L ist also ein durch H erzeugter Verband.
i1 i1

Mit Basiselementen konnen wir ebenso rechnen, wie mit distributiven
Elementen. Ist ndmlich I = {1, ..., s}, J = {y1, ..., Yy}, so gilt I A J =
= VxinV,, = V(@ Ny). (Die Elemente x; Ny; bilden im allgemeinen
keine Basis von I A J.)
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Hilfssatz 7.6. Es sev H ejn \U-partieller Verband mit den folgenden- Eigen-
schaften:

(a) H st die mengentheoretische Vereinigung der konvexen Teilmengen
PyxeA): H=\ Py

a

(b) Es gibt eine Teilmenge P < H, so daf} fur a, fed, a + B, Px \ Pg =

= P qilt;

(c) P besitzt ein grofites Element e;

(d) 2V y (x, y € H) ist dann und nur dann definiert, wenn x, y € Py fir ein

passendes « € A;

(e) Esseinxe Py, ye Pg, o0 + B, z,y¢ Psogill e = (x Ne) U (y Ne).

Es existiert ein durch H erzeugter Verband L, der eine kongruenz-isomorphe
Erwetterung von H ist.

Beweis. Es sei das Ideal I erzeugt durch x,, 2, ..., ,. Wir nehmen an,
daB » die Minimalzahl der Erzeugenden ist. So ist x; U 2; (¢ + j) in H nicht
definiert, d. h. x; € P,,, € P,, x;, ;¢ P (a; & a;). Wir konstruieren eine
Basis fiir 1. Ist n = 1, so ist x; eine Basis. Es sei nun » > 2 vorausgesetzt.
Dann ist e= (@1 Ne)U (xanNe)el, d. h. x;,Veel 1=1, 2, ... n). Die
Elemente 2, U ¢, ..., #, U ¢ bilden offenbar ein erzeugendes System fiir I.
Wir zeigen, dafl es auch eine Basis bildet. Aber die Menge aller t € H mit
t < ax;Uefiralle ¢ (1 <9 < n) stellt ein Ideal dar, welches mit I iiberein-
stimmt, d. h. ; Ue (1 = 1, 2, ...,n) ist eine Basis von I. Nach Hilfssatz 7.5.
existiert ein durch H erzeugter Verband L.

Um die zweite Behauptung des Hilfssatzes zu beweisen, betrachten wir

k

die Ideale I = \/ x> dJ = \/ Yj, WO &1, ..., &y und y1, ... yx eine Basis fiir

I und J bllden Nehmen w1r an, dafl bei der Kongruenz 6O € O(L) \/xi =
= Vy;j(0) gilt. Bilden wir den Durchschnitt beider Seiten mit «; (1 < I < n),
so erhalten wir die Kongruenz:

n k k
v=xN V=20 Vy; = V(a0 y;) (0).
i-1 j1 j1

Vereinigen wir diese » Kongruenzen, so folgt:

n n k k
I=Vx=V@ny)=Vun Vy; = Vy; = J(O).
%) -1 il i1

-1
Es gilt \V(x; N y;) € H d. h. jede Kongruenz von L ist die Erweiterung einer

I§ongru(;nz von H.

Wir miilen noch zeigen, dal jede Kongruenz von H auf L erweitbar ist. Es
sei @ eine beliebige Kongruenz von H. Wir sagen, daBl die Elemente x;, y1,
X2, Y2, ... Tn, Yn € H der Eigenschaft (P) geniigen, wenn:



v, i €Py, x>y, xi=y(0) (1=1,2, ..., n)ist.

Es seien I, J zwei endlich erzeugbare Ideale von H. Wir definieren eine Rela-
tion @ auf L:

I = J(@) dann und nur dann, wenn I U J und I N J fiir ein passendes n
solche erzeugende Systeme I U J = {x1, ..., ax}, INJ = {y1, ..., yn} be-
sitzen, daB die Elemente z1, y1, 2, ¥2, ..., Zx, y» der Eigenschaft (P) geniigen.

O ist offenbar ein Aquivalenzrelation. Sie ist beziiglich der Vereinigung
kompatibel. Wir zeigen die Kompatibilitdtsbedingu g beziiglich des Durch-

schnittes. Wir konnen annehmen, dal ;¢ P 1 =1, 2, ..., n), 1, ..., Y &
P, yi¢P(i=k+1,...,n),undn >2ist. Essei y =y Uy2U ... Uy
und K = {z1, 22, ..., 2} ein beliebiges Ideal mit einer Basis angegeben. Wir

werden drei Falle diskutieren:
1)k > 2. Aus z; = y4(0) (¢ < k) folgt z; N e = y; N e = y(O). Dann gilt
k
aber e =V (xsNe)=y1 VYU ..Uy =y(@). Es gilt auch z;Ue =
i-1

= y; U ¢(0) und so:

rnVe=y0), ... xxUe=y0), xpnuYe=ynyve®), ..., 2, Ue=
=y, U ¢(0O).

r1Ue, ..., x,Ue ist eine Basis von I U J,folglich (I U J)N K = {(x;u
U ¢) Nz}

(foS)nz;,Jﬁz, =1, .., kj=1, ..., 3), (a Us)ﬂz;, (yrYe)n

Nz (r=F%k+1, ..., n) besitzt dle Eigenschaft ( ), d. h
NN K=Y={ynz, yYe) Nz, r=k+1, .., 2} (0O)

Es gilt aber I NnJ)N K=Y und so J{UJ)NK = ({InJ)n K (0).
2yn —Lk =2 2. Esista; Ue =y, VUeg(0),t >k,e=(yraNe)U (yrke2aNe) €
el NnJ. Daraus ergibt sich, daBxy Ue = ¢(D), ...,xx U e — &(0),..., 241 U
Ue =y41Ye0), ..., zp Ue =y, U g(0).
Die Elemente z; Ue (¢t = 1, 2, ..., n) bilden eine Basis fiir 7 U J. Von hier
geht der Beweis genau so wie unter (1) weiter.
Nk=n—k=1LDa(xiNe)U (yaNe)=c¢ist gilt 11U (ya2Ne)=2U
[(iNneU@yane)]=ax1Ue und so aus z; = y(0) folgt: Ve = a1 U
U(yaNe) =y Y (yz2Ne) (0). Vereinigen wir beide Seiten mit ys, so gilt
Y2 U e = y2(0). Das ergibt mit x2 U ¢ = y2 U ¢(0) zusammen, dall 2 U e =
= y3(0). Damit haben wir bewiesen, dall z1 Ue =41 U (y2Ne) (O), x2 U
U e = y2(0). Die Elemente x; U ¢, 22 U ¢ bilden eine Basis fiir I n J. Die
Fortsetzung des Beweises geht wie unter (1). Damit ist der Beweis des Hilfs-

satz 7.6 beendet.



§ 8. Der Hauptsatz

Wir kénnen nunmehr unser Hauptergebnis formulieren:

Satz 8.1. Es set OV eine U-Kongruenz einer verallgemeinerten Booleschen
Algebra B mit dem Kern Null, die als die Vereinigung monomialer, distributi-
ver U-Kongruenzen darstellbar ist. Dann existiert ein Verband Q, der Eigenschaft
BJOY = A'(O(Q)) genigt.

Beweis. OV ist die Vereinigung monomialer, distributiver Kongruenzen,
d. h. O¥Y — \/ O;. Es bezeichne a einbelibieges Element der verallgemei-

ae.d
nerten Booleschen Algebra B. Das Hauptideal (a] ist eine Boolesche Algebra
und die U-Kongruenz @, von B induziert auf (a] eine U-Kongruenz, die mit
O} (a) bezeichnet werde. Nach Hilfssatz 4.10 ist @Y (a) eine monomiale, distri-
butive U-Kongruenz. Wir konnen also auf (a] und ©(a) den Satz- 6.1 an-
wenden. So erhalten wir einen Verband N¢, fiir den

(@)/O; (@) = A (O(N,)) gilt.
Nach Satz 6.1. enthélt N¢ ein zu (a] isomorphes Ideal (a]x (das ist ndm-
lich J3).
Wenden wir den Hilfssatz 5.3 auf die verallg. Boolesche Algebra B an,so erhal-
ten wir den Verband M. Im Paragraphen 5 haben wir erwéhnt, dafl der Hilfssatz

5.3 auch fiir eine beliebige Machtigkeit giiltig ist. Es sei die gewédhlte Méchtig-
keit m = |B X A|. Der Verband M hat aber zu jedem a € B, a € A ein Ideal

Abb. 1.



B} mit den Eigenschaften B ~ B; B A\ BZ = 0 (wenn (a, a) + (b, p) ist).
Ist a@ € B, so entspricht dem Hauptideal (a] bei dem Isormorphismus B ~ Bf
das Ideal (@]?. Es bezeichne schlieBlich M’ den zu M dualen Verband. Das
Ideal B® entspricht dan einem dualen Ideal B* des Verbandes J’. Mit Hilfe
der Verbidnde N¢ und M’ werden wir zundchst eine U-partiellen Verband H
konstruieren. Es bezeichne H die mengentheoretische Vereinigung der Mengen
N¢ und M’. Wir identifizieren fiir jedes a € B und a« €4 die Elemente (a]:
mit dem elementen (a]x (Genauer: (a]® ist dualisomorph mit (a]a, bei diesem
natiirlichen dual Isomorphismus werden einander entsprechende Elemente
identifiziert). (Abb. 1.)
In H erklidren wir erst eine Ordnungsrelation C:
(1) wenn «, y e N5>_ < H ist, so soll x = y die in N? urspriinglich defi-
nierte Ordnungsrelation bedeuten;
(2) wenn z, ye M’ < H ist, bedeute x = y die in M’ gegebene Ordnungs-
relation;
(B)ist xe Ny, x¢ M',ye M, y¢ N, so gilt x = y nicht, und & ] y genau
dann, wenn sich ein z € (a]y, finden 148t, so daB « 7] = nach (1) und
z ] y nach (2) gilt;
(4) die Elemente z € N, y € N§, (a, ) # (b, B), z, y ¢ M’ sind unvergleichbar.
H ist beziiglich der so definierten Relation eine teilweise geordnete Menge.
Wir werden weiter zeigen, dal H ein U-partieller Verband ist. Es bezeichne ¢
das grof3te Element des Verbandes M’. (M besitzt die 0, infolgedessen hat MM’
ein Einselement).

Den Beweis dafiir, dal H ein N-Halbverband ist, liefert eine triviale Rech-
nung, so dafl wir ihn hier fortlassen kdnnen.
Wir definieren eine partielle Operation U wie folgt:

(") Wenn z, y € N fiir ein gewisse «, a, oder z, y € M’ ist, so sei a U i
definiert und bedeute die kleinste obere Schranke von z und ¥ in N¢,
bzw. in M’;

(ii') ist e M', y € N§, so seien x U y und y U z so definiert, dall x U y

=y U x ist und 2z U y die kleinste obere Schranke von «, ¥ bedeutet.

(iii’) fiir andere Elementepaare sei die Vereinigung nicht erklart.

H ist ein U-partieller Verband. H besitzt die in Hilfssatz 7.6 gegebenc
Eigenschaften (mit P = M’). Es bezeichne @ den durch H erzeugten Verband,
wie das in Hilfssatz 7.2 geben wurde. So konnen wir aus Hilfssatz 7.6 schliefen,
dafl O(H) ~ O(Q) gilt. Die Kongruenzen des Verbandes N? entsprechen ein-
deutig den O (a) abgeschlossenen Idealen von (a]. So entsprechen aber den
Kongruenzen von H die O¥ = V@Y = \/\V B(a) abgeschlossenen Ideale,

a a

wo OY(a) die durch OY(a) induzierte U-Kongruenz von B bezeichnet, d. h.,
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nach Hilfssatz 4.6 es gilt #(O(H)) =~ B/OV, yund so giltauch 7 (0(Q)) ~ B/OV

was zu beweisen war.
Wir kénnen den Satz 8.1 verallgemeinern:

Satz 8.2. Es sei F ein relativ-pseudokomplementirer Halbverband wund @
eine Kongruenz von F, mit dem Kern Null, die als Vereinigung monomialer,
distributiver Kongruenzen darstellbar ist. Dann existiert ein Verband S mit
der Eigenschaft F|O ~ 2 (O(8)).

Beweis. Betrachten wir fiir jedes a € F die Boolesche Algebra B(a). (Siehe
Hilfssatz 3.4.). Es soll wieder B das diskrete direkte Produkt der Booleschen
Algebra B(a) bezeichnen. B ist eine verallgemeinerte Boolesche Algebra. Wir
werden zuerst zeigen, dal} eine distributive U-Kongruenz Y% von B mit
der Eigenschaft F ~ B/yp" existiert.

Es sei a, b € F. Betrachten wir das direkte Produkt B(a, b) = B(a) X B(b).
Die Elemente von B(a, b) sind Paare (z1, ®2) wo x1 € B(a) und w2 € B(b)
gilt. Auf B(a, b) konnen wir eine U-Kongruenz erkldren: es gilt (z1, x2) =
= (27, 23) (@) dann und nur dann, wenn 21 U 22 = x, U x, ist. Wir zeigen erst
die Distributivitit von @V. Es seien x = (x1, 2), ¥ = (¥1, ¥2) und z = (21, 22)
Elemente von B(a, b), und es gelte x U y = 2(DP"), x U y < z. Dann ist aber
YUV VUy=21Yz, 21Uy <21 und xz U y2 < 2e.

Essei ¥ = (21 U xa(21), 22 U x1(22)),

¥ = (1 Y y2(21), Y2 Y y1(22)).
Wegen @2 > x2(21) und 21 > 21(22), gilt auch x; U xe = (21 U 2(21)) U (22 U
U 21(22)), d. h. & = 2(D"). Genauso ergibt sich auch y = #(®). Schlieflich nach
Hilfssatz 3.4 gilt
TV Y = (X1 V1) U (22(21) Y a(21)), (w2 U y2) U (1(22) U y1(22))) =
= (@ Vy1VaUys)(a), (01U y2 U a2 U ) (22)) =
= ((21 Y 22)(z1), (21 Y 22)(22)) = (21, 22) = 2.

®" ist eine monomiale U-Kongruenz: es sei (1, x2) € B(a, b). Nach Hilfs-
satz 3.4 ist ((x1 U w2)(a), (21 U 22)(b)) das grofte Element der @V-Klasse die
(21, x2) enthalt.

B(a, b) ist eine direkte Komponente von B, und so ist @“ zu einer U-Kon-
gruenz @, auf B erweitbar. @} ist wieder eine monomiale, distributive

U-Kongruenz. Es sei ¥ =V @5 . Dann ist PV offenbar die Vereinigung
a,beF

monomialer, distributiver U-Kongruenzen. Es gilt auch ¥ ~ B/¥V.
Betrachten wir nun die Kongruenz O = \/ @,. Wir konnen auf B(a, b)

eine U-Kongruenz @’ definieren: (z1, x2) = (y1, y2) (?)) dann und nur dann,
wenn x3 U 2z = y1 Y y2(0y). Mann kann leicht zeigen, dal @; eine mono-
miale distributive U-Kongruenz ist. @) ist auf B zu einer U-Kongruenz @
erweitbar. Es sei @ = \/ @Y, so gilt B/@ ~ F/[O.
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§ 9. Bemerkungen

Bezeichnen wir mit D; die Klasse der distributiven Halbverbinde mit
Nullelement. Wir definieren eine Teilklasse Dy von D; wie folgt:

Ein Halbverband F € D, gehért dann und nur dann zu Dz, wenn eine verallg.
Boolesche Algebra B und eine U-Kongruenz @ von B derart existieren, daB@Y
die Vereinigung monomialer distributiver U-Kongruenzen ist, und F ~
~ B0V gilt.

Unsere Vermutung ist, dafl Ds mit der Klasse D; tibereinstimmt. Es sind
einige Konstruktionen solcher Booleschen Algebren B fiir spezielle Halbver-
bédnde bekannt. So z. B. gelten die folgenden Behauptungen:

Ist F € Dy und F’ ein beliebiger endlicher distributiver Verband, so gehort
jedes subdirekte Produkt von F und F’ in D;. Jeder abzdhlbare Halbverband
aus D, ist in Ds.
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