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Matematicky časopis 18 (1968), No. 2 

ОБ ОДНОМ СПОСОБЕ НОМОГРАФИРОВАНИЯ СИСТЕМЫ 
ЧЕТЫРЕХ УРАВНЕНИИ ЧАСТНОГО ВИДА 

ЯН ПИДАНЫ (^АN РГОАЫУ), Кошице 

В работе Г. С. Х о в а н с к о г о [2] показан способ построения номограмм 
с прозрачным ориентированным транспарантом для основной канони
ческой формы системы уравнений 

(1) /Ъ2 /7,8 = /з,4 /9,10 = /5,6 / и ,12 , 

#1,2 #7,8 = #3,4 #9,10 = #5,6 #11,12 , 

где /*,* = $^, Хк), д1,к = д^, Хк) и также для частных случаев (1), обла

дающих дополнительными возможностями преобразования номограмм. 

Таким частным случаем является система уравнений 

(2) -41,2 + -4з,4 = -4б,7 — -4з,5 = -4в,э — -4з,ю, 

-#1,2 = -#6,7 = -#8,9, 

допускающая введения в уравнения элементов номограммы четырех 

произвольных функций, так как она может быть записана в виде 

(3) АЪ2 + Р(Ви2) — (Г 3 — Лз,4) = Лб,7 + Р(В^) — 

— (Лз,5 + Т3) = А8)9 + Р(В8,9) — (^з,ю + Гз), 

^(ви2) — Вз = ^(в^) — в3 = ^(в8у9) — в3, 

где Р, ^, В, Т — произвольные функции. Схема номограммы приведена 
на рисунке 1. 

В настоящей работе решается следующая задача. 
Пусть дана система уравнений 

(4) х6 = Дхг, х2, хз, х4, х5, хю), 
XI = #(#1 , Х2 , Хз , #4 , ХЪ , Х^о) , 

х8 = Ъ>(Х\ , Х2 , Хз , Х4 , Хъ , х10), 

Х9 = 1(Х± , Х2 , Хз , Х4 , Хъ , #ю) , 

где /, #, Л, / в области 6? достаточно гладкие, удовлетворяющие условиям 
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(5) 
8f dg 8h 81 

$ O, 
8XÍ 8XÍ 8x/c 8xjc 

i = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 ; lc = 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 1 0 . 

1^1—1— / / м 
- - 1 

Ключ: (XI, хг) \\ (#з, хь), г || п, (хв, ж?) «<- (х3, хь), (х$, хд) <- (х3, хю). 

Р и с . 1. 

Нужно найти необходимые и достаточные условия, при которых система 
уравнений (4) эквивалентна системе уравнений (2), удовлетворяющих 
условиям 

В(Аг^+1, В^^^+1) 
(6) — — — Ф 0, г= 1, 6, 8, 

П{Х1 , Хг+1) 

причем предполагается, что функции А^^^с,В^)^с — также достаточно 
гладкие в некоторой области. 
Условие (6) представляет невырожденность бинарных полей {x^,x^+\)у 

ъ = 1, 6, 8. 
Поставленная задача эквивалентна следующей. Нужно найти, при каких 
условиях существует система тождеств вида 

(7) -41,2 + -4з,4 = -46,7(/, д) — -43,5 = -48,9(#, I) — -4з,ю, 

^1,2 -в в6м^д) = -в8,д(А, /), 

удовлетворяющая условиям (6). 
Из системы (7) можно выделить подсистему 
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(8) .41,2 + -43,4 = 46,?(/, д) — 4 3 , 5 , 

Вг,2 ЕЕ ВвМ,д). 

В работе [4] была решена следующая задача. 

Пусть дана система двух уравнений с семью переменными 

(9) хе = /(#1, х2, хз, х^, хъ), 
XI = 0Г(#1, # 2 , ХЗ , #4 , Хъ) , 

где / и д в области (? — достаточно гладкие и в ^ С в / ^ . ^ ф 0 (ъ = 1,2, 

3, 4, 5). 

Для того, чтобы систему уравнений (9) можно было привести к виду 

(Ю) -46,7(/, д) = -41,2 + 43,4 + 4 3 , 5 , 

#6,7(/,<7) = -8.1,2, 

причем -Л*,*, В^^^с — т а к ж е достаточно гладкие и 

<А^^ Р(А1л+1,Вим) . 
(11) — — — Ф 0, г = 1, 6, 

-Р(#г, ач-ы) 

необходимо и достаточно выполнение условий 

(И) у=<м,д), 1 = 3 , 4 , 5 , 

(12) -^- = Г ^ з , Х 4 , Ж 5 ) , 

(13) ^(\М\ = Р(х4,х5), 
dx* \ f Xb 

(14) —±--7Г = Щ,9), 
СХ4 ОХ4 

82А6,7 
(15) -—-^ 0, - = 1,2, 

&г$ дхз 

В(Г, а) 
(16) и , У ; ф0. 

ЩХ\ , #2) 
Предположим, что эти условия выполнены. Тогда функции А{^, 5$,* опре
делены с точносью до произвольных функций. Определив эти функции, мы 
приведем систему (7) к виду 
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(17) ^8,9 = и + Аз,ю, 

#8,9 = V, 

где функции и = «(#1, Ж 2 , х з , Х 4 ) и ^ = V(x1, Х2) определены посредством 

равенств 

<18) и = Ах,2 +-4з,4, 

V = # 1 , 2 , 

причем нетрудно проверить, что функции и, V функционально независимы. 
Пусть теперь даны функции 

1(19) хв = Цх1, х2, хз, х*, хь, хю), 

Х9 = 1(Х\ ,Х2,Хъ,Х±,Хь, Хю) . 

Решим вопрос о том, когда существует система уравнений (17), решение 

которой дается соотношением (19). 
Прежде всего функции к, I должны быть независимы. 
Предположим противное: допустим, что функции Тът I зависимы в области 
изменения х%, тогда определитель 

(20) = 0, г, к =1,2, 3, 4, гфк. 
Щхг, хк) 

Это невозможно, так как из (17) следует, что 

Л (В, «О Я(^8,9#8,9) Л ( М ) 
(21) В(хг, хк) Щх8, х<>) Ю(х1, хк) 

т. е. функции и и V были бы зависимы. 

Теорема. Пусть дана система четырех уравнений с десятью перемен
ными 

(22) Хв = /(Х1 ,Х2,Хъ,Х±,ХЬ, Хю) , 
XI = д(Х1 ,Х2,Хъ,Х±,Хь, Хю) , 
ХВ = ЦХ1 ,Х2,Хг,Х±,Хь, Хю) , 
Хд = 1(Х1, Х2, Хз, Х\, ХЪ, Хю), 

где/, д,^,1в области О достаточно гладкие и в 6а С О /^ . дХ1 . КХк . 1Хк ф 0, 
г = 1, 2, 3, 4, 5; к = 1, 2, 3, 4, 5, 10. 

Для того, чтобы систему уравнений (22) можно было представить 
в виде 

(23) А1,2 + -43,4 = -46,7(/, 0) — Аз,5 = ^8,9(А, /) — Л3,10, 
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ВЬ2 = ВьМ,д) = ВВ,9(Н,1), 

причем А^^1с, В^^с достаточно гладкие и 

^{А^^^+1, Вц+1) 
(24) • '—ф 0, . = 1,6,8, 

0(Х1, Х(+1) 

необходимо и достаточно выполнение условий 

81 8Ь, 
(25) — : — =H(h,l), i - 3 , 4 , 

CXi ЗXi 

(26) 
8Һ 8Һ 8u Ć_З,Ю 

> 
8XĄ ЗXIO 8x\ Зxю 

(27) 
éЫз,io . 8Һ 

(27) . — _ (Л, l), 
CXю CXю 

IO.Я\ 
D(f, g) D(h,l) Df(,g) D(h,l) D(f, g) D(h, l) 

- 0 ( „ 2 , X*) ^(X2, ХА) 0{Х1, Х4) - 0 ( # 1 , Х4) - 0 ( # 1 , Х2) - 0 ( # 1 , Х2) 

Доказательство, а) Докажем сначала необходимость условий. 
Предположим, что система тождеств (23) существует; из выше сказанного 
следует, что систему тождеств (23) можно привести к виду 

(29) A8, (Һ, l) = u(xi, x2,x3, XІ) + Л3,io, 

Bs,ф, l) = v(xi, x2). 

Пp oдиффep eнциpyeм (29): 

(30) 
8Asл 8ћ 8As 9 81 дu 

: + _ J _ _ _ f i = 1 , 2 , 4 , 
8Һ ЗXІ 81 ЗXІ ЗXІ 

(31) 
8A8$ 8Һ 8A8$ 81 Э_з,ю 

(31) 
8Һ 8xю 81 8xю 8x\o 

(32) 
8B89 8Һ 8B8* 81 8v ! + - — , i = l , 2 , 

8Һ 8XІ 81 8XІ 8XІ 

(33) 
8B89 8Һ 8B89 81 

1 = 0, i = 3, 4, 10. 
8Һ 8XІ 81 8XІ 

Из (33) пoлyчим 
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<34) 
дl 8Һ 8Bs,9 8Bs,9 

8XІ 8XІ 8% 81 

Обозначив правую часть (34) через — Н(Ъ, I), т. е. 

•(35) 
81 8Һ 
— : — = ЩҺ,l), . = 3 , 4 , 1 0 , 
8XІ 8XІ 

находим условие (25). 
Из (30), (31) и (35), находим 

<36) 

<37) 

8As,9 8As,9 
+ H(h,l) 8Һ 

8AS,9 
+ H(h, l) 

81 

8As,9 

8Һ дu 

8XĄ 8Xą 

8Һ 8As, ю 

8x\o 8x\o 8К 81 

Разделив почленно тождество (36) на тождество (37) 

дк 8Н 8и 8Аз,ю 
<38) 

8x4 8x10 8x\ 8x±o 

и находим условие (26). 
Прологарифмировав тождество (38) и взяв производную по хю, получаем 

<39) 
d l8h 8h \ 

&rio \8XÍ Sxioj 

8 8A3,ю 
•lg-

8хю 8хю 

Обозначив правую часть (39) через К(хз, #ю), из (39) находим 

<40) 
8Aз,Ю " ţк(x^ю)dxi9 

—— = Фг) e 
8x±o 

<р(%г) — произвольная функция. 
З н а я бЛз,ю/^ю, перепишем тождество (31) в виде 

<41) 
8As,9 8As,9 8Aз,ю 8Һ 

+ H(h, l)-дh 81 8xю 8xю 

Д л я того, чтобы (30) можно было рассматривать как дифференциальное 
уравнение с частными производными относительно А$,9(Ь, I), должно 
выполняться условие (27). 
Из тождества (30) получим 
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0(Ь, I) 8и ЩН, I) 8и 0(Ь, I) 8и 
(42) — — + -^--—= 0 . 

^(X2, Х\) 8X1 - 0 ( ^ 1 , ОО4) 8X2 0(Х1, Х2) 8X4 

Чтобы существовало тождество (23), условие (42) должно выполняться 
также и для функций /ид: 

В(/,д) 8и __(/,<7) 8и П(/, д) 8и 
(43) 1 = 0 . 

0(Х2 , Х4) 8X1 ^(X1 , Х4) 8X2 ^(X1 , Х2) 8X4 

Условие совместности системы (42), (43) относительно и имеет вид (28). 
6) Доказательство достаточности. 
Предположим, что условия (25)—(28) выполнены. По данным функциям 
Ь, I и с помощью условия (25) определим функцию Н(Ъ, I); с помощью 
условия (27) и соотношения (40) определим функцию Ь(Ъ, I). 
Зная функции Н(Ъ, I) и Ь(Ъ, I), составим дифференциальное уравнение 

8А^,9 8А^,9 
(44) — - - + ЩП, I) —- = 2. (К, I), 

сп, сь 

решение которого пусть дано соотношением 

(45) „8.о,(Л, I) = А(К, I) + С[В(Ъ, I)], 
где А(Ъ, I) частное решение уравнения (44); С[В(Ъ, I)] — общее решение 
однородного уравнения 

8А%,9 8Ав,9 
(46) — - ^ + Н ( Ь , 1 ) — у - = 0 . 

сп с1 

Используя условие (27), уравнение (44) запишем в виде (41) и с помощью 
условия (25) в виде (31), а последний можно привести к виду 

8 8Аз,ю 
(47) — [-48,в(М)] = - - - - • 

схю дхю 
Интегрируя (47) по хю, получим 

(48) ^8,9(А, I) _ „з,ю + й(х1, х2у хг, я*) . 

Пусть общим решением уравнения 

8В%ъ 8Въ%9 

т _ _ + т г ) — = 0 

будет 

(50) Б8,о(А, /) = С![В(Н, I)]. 
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С помощью условия (25) уравнение (49) запишем в виде тождеств (33), 
из которых находим 

'51) #8,9(й, I) = Цхих2). 

Продифференцировав (48) по Х1 ? Х2, х4, получим 

(52) ^ - 9 , / + ^ Г = ^ . 

Из (52) находим 

#(Л, I) вй Л(Й, г) з™ 1)(Л, /) эй 
(ЬЗ) • 1 = о. 

^(x2, х4) дхг В(Х1, #4) дх2 0(Х1, я2) йг4 

Взяв во внимание условие (28) для (53), получим 

/*/х Д ( ^ д) Ш В^Я) Зй Б^д) Вй 
(54) 1 = 0. 

^(x2, х4) дх! 0(хг, х4) 8х2 ^{x1, х2) дх4 

Ш (42), (43) и (53), (54) вытекает, что 

п(х1, х2, хг, х4) = и(хх, х2, Хз, х4). 

Аналогично получим 
Нх1 , Хо) = V(X\ , Х2) . 

Подставив в тождество (48) и (51) эти значения й и V, получим систему 
тождеств (29). Теорема доказана. 

Из теоремы следует метод определения неизвестных функций, если 
условия представимости выполнены. 
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