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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y ČASOPIS 
R O Č N Í K 12 1962 Č Í S L O 2 

O I S T E J TRIEDE ORIENTOVANÝCH GRAFOV 

J U R A J B O S Á K , Bratislava 

Prcdmetom práce bude vyšeírovanie vlastností (u, v)m-grafov. Takto budeme na
zývat' konečný orientovaný* graf G, obsahujúci vrcholy u =j= v také, že G možno 
rozložit' na m fahov** z vrchola u do vrchola v; to znamená, že G nemá izolované 
vrcholy a že každá hrana grafu G patří právě do jedného z týchto ťahov. Budu nás 
zaujímat' najma otázky súvisiace s výskytom cykíov a tzv. (u, v)-hrán v (u, v)w-gra-
foch. Na ticto možnosti upozornil Kotzig v [l], poznámka 15 na str. 62, a to pre 
případ neorientovaných grafov. My budeme formulovat' výsledky v reci orientova
ných grafov, kde je situácia analogická. 

Veta ! . Nutná a postacujúca podmienka na to, aby súvislý*** orientovaný graf G 
hol (u, r)in-grafom je, aby sa rozdiel počtu do vrcholu vchádzajúcich a z tohoto vrcholu 
rychádzajúcich hrán rovnal 

a) —m pre vrchol u; 

b) -f-/77 pre vrchol v; 
c) 0 pre rsetky ostatně vrcholy grafu G. 

D o k a ž . Nutná podmienka je zřejmá. Aby sme dokázali posíačujúcu podmienku, 
dopihme graf Gm hranami, orientovanými z v clo u na rovnovážné orientovaný 
graf [21. Tento, ako je dobře známe, dá sa rozložit" na cykly (bez spoločných hrán). 
Preto póvodný graf G možno rozložit' na m ťahov z u do v a připsané cykly. VzhTa-
dom na súvislosť grafu G možno tieto cykly postupné připojit' k uvedeným m ťahom, 
čím dostaneme žiadanv rozklad grafu G na /7? ťahov z u do v. 

Veta 2. V (u, v)m-grafe G (m > 1) k 1'ubovoTnému systému hranovo-disjunktných 
ťahov 7\ , T2 Tk (l ;g k < m) z u do v existuje systém ťahov FA + 1 , ..., Tm z u 
do r tak, ze J\ . T2, ..., Tk, 7\±x, ..., Tm sií hranovo-disjunktné tahy z u do v. 

Uredcný systém ťahov 7\ , T2, ..., Tk, Tk+Í, ..., Tm obsahuje vLtky hrany grafu 
v tedy a len vted\\ ked graf G — {Tj, T2, ..., TA}****yď súvislý. 

:;: Pripúšťame „viacnásobné" hrany aj slučky. 
** Pod ťahom rozumieme vždy kontinuitne orientovaný fah, čižc spojenic [6], neprechádzajúcc 

žiadnou hranou viac než raz. 
*** šlová „súvislý" graf, ,,komponent" chápeme vzhíadom na neorientovaný graf, ktorý do

staneme / G zrušením orientácie všetkých jeho hrán. 
**** Znakom G— [Tí, T2,..., Tk)označujeme graf, ktorý vznikne z grafu G vynecháním všetkých 

81 



D o k a ž . Vrcholy u, i zrejme patria do toho istého komponentu grafu G - [T . , 
T2, ..., T,.}. Tento komponent je pod Fa vety i (u, v),;i_.fc-grafom, z čoho \ypiývajú 
obe tvrdenia vety 2. 

Veta 3. Ak po vynecháni rovnovážné orientovaného grafu z (u, v),,rgraft: G vznikne 
súvislý graf G0, je G0 opdť (u, v)m-grafom. Luhovoíný (u, v)wrpodgraf grafu G možno 
vytvořit' uvedeným spósobom (vynecháním istého rovnovážné orientovaného grafuj z G. 

D o k a ž . Prvá časť vety vyplývá bezprostředné z vety i. Pre dókaz druhého tvrde
nia stačí uvážiť, že ak vynecháme z (u, v)„rgrafu jeho (//, v)„.-podgraf, dostáném; 
pod Fa vety i rovnovážné orientovaný graf. 

Dosíedok 1. Ak postupným vynecháváním cykíov vytvoříme z (//, v)„rgrafu G 
acyklický [5] graf G0, je G0 opdť (u, v)m-grafom. 

P o z n á m k a . Na príkladoch možno ukázať, že 1. vetu 2 nemožno zo\scobecniť 
na všetky orientované grafy, obsahujúce m hranovo-disjunktných ťahov z vrcholu u 
do vrcholu v; 2. v dósledku 1 vety 3 nemožno postupné vynechávanie cyklov na
hradit' vynecháním všetkých hrán, patriacich do niektorého cyklu v G; 3. acyklický 
(u, v),„-podgraf (u, v),„-grafu nemusí byť jednoznačné určený. 

Dósledok 2. Každý (u, v)m-podgraf (u, v)m-grafu G obsahuje všetky hrany grafu G, 
nepatriace do žiadneho cyklu v G. 

Veta 4. Mech hrana h z (u, v)m-grafu G patří do u. ale nic do viac rázných vyklav 
Ci, C2, ..., Cnv G (nepožadujeme, aby tieto cykly boli hranovo-disjunktnéj. Acyklický 
(u, v)m-podgraf grafu G, do ktorého patří hrana h, existuje vtedy a len víedw keJ 
existuje systém S hranovo-disjunktných cyklov grafu G taký, že I. hrana h nepatři 
do žiadneho z cyklov systému S; 2. každý z cyklov Cx, C2, ..., C„ má spolocnú aspoň 
jednu hranu s niektorým cyklom zo systému S. 

D ó k a z . Ak existuje systém S uvedených vlastností, po vynechaní všetkých cyklov 
systému S z grafu G vznikne istý graf Ga, v ktorom hrana h nepatří do žiadneho 
cykiu. Postupným vynecháváním cyklov z grafu G0 vznikne podía dósledku i vety 3 
acyklický graf požadovaných vlastností. Obrátene, ak existuje acyklický (u, v)„r 

podgraf grafu G, obsahujúci hranu h, podía vety 3 ho móžeme vytvořit' vynecháním 
istého rovnovážné orientovaného grafu z G. Cykly, na ktoré možno rozložit' tento 
rovnovážné orientovaný graf, tvoria híadaný systém S. Dókaz je vykonaný. 

Pre ďalšie účely uvedieme tri derinície: 

Nazvime (u, v)-množinami grafu G také množiny M hrán konečného oriento\a-

ného grafu G s vrcholmi u, v, pre ktoré platí: 1. každý ťah z a do ř.- obsahuje aspoň 

jednu hranu z M; 2. ku každej hrané z M existuje aspoň jeden ťah z u do r neobsá

hl rán ťahov 7\ , T2 

V tomto zmysle hovoříme i v ďalšom texte o vynechávaní podgrafov. 
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hujúci okrem íejto hrany žiadnu inu hranu z M; 3. neexistuje v grafe G (u, v)-množina 
s menším počtom prvkov (hrán) než má množina M. 

Hranu, ktorá patří do niektorej (u, v)-množiny grafu G, nazvime (u, v)-hranou 
grafu G. Poznamenajme, že pojem (u, v)-hrany je totožný s pojmom oj-hrany, za-
xedeným v práci [3] (pozři lemmu 7). 

(u, v)„,-graf nazvime normálnym, ak obsahuje aspoň jednu (u, v)-množinu s m hra
nami. (Potom, pravda, vseíky jeho (u, v)-množiny pozostávajú z m hrán.) 

Veta 5. V normálnom (u, v)m-grafe G hrana h je (u, vyhranou právě vtedy, keď h 
nepatří do žiadneho cyklu v grafe G. 

D o k a ž . \. Nech hrana h je (u, vV-hrana grafu G. Potom h patří do niektorej 
(//. v)-množiny M grafu G. Keďže G je normálny (u, v)m-graf, M má m prvkov 
(hrán). Ak hrana h patří do nějakého cyklu C grafu G, podía dósledku 1 vety 3 
existuje (u, r),„-podgraf G() grafu G, ktorého prvkom nie je žiadna hrana cyklu C. 
Každý tah z u do v v grafe G 0 musel by potom prechádzať niektorou z hrán mno
žiny M, nepatriacou do C. Takýchto hrán je však menej než m, co je v spore s tým, 
Že G 0 je (u, v),„-graf. 

2. Nech hrana h nepatří do žiadneho cyklu grafu G. Keby h nebola (u, v)-hranou 
grafu G, existoval by v grafe G — h podía [3], veta 6 systém m hranovo-disjunktných 
ťahov z u do v. Ak vynecháme tieto tahy z grafu G, dostaneme podía nasej vety 1 
rovnovážné orientovaný graf, ktorý možno rozložiť na cykly. Jeden z týchto cyklov 
musí obsahovat" aj hranu h, co je spor s predpokladom. Dokaž je vykonaný. 

Nech je teraz daný acyklický (u, v)„.-graf G. Zaveďme v množině vrcholov grafu G 
čiastočne usporiadanie takto: a rg b právě vtedy, ak a = b alebo ak v G existuje 
ťah z a do /? (porovnaj [4], str. 12). Nech je ďalej T íubovoíný ťah z u do v v grafe G 
a nech je .v íubovoíný vrchol grafu G rózny od u, označme znakom h(T, x) tú hranu 
z ťahu T, pre konečný vrchol y ktorej platí x _" y, pričom žiadny z predchádzajúcich 
vrcholov ťahu T nemá tuto vlastnost'. Stručné povedané, h(T, x) je tá hrana ťahu F, 
ktorej konečný vrchol je „najmenším" vrcholom ťahu T „ n a d " vrcholom x. 

Veta 6. Nech je G acyklický (u, v)m-graf ktorý možno rozložit' na ťahy Tx, 
T2 T,„; nech je h Tubo volná hrana grafu G, x konečný vrchol hrany h. Potom hrany 
//(I i , x), h(T2, x), . . . , h(Tm, x) tvoria (u, v)-množinu M grafu G, obsahujúcu hranu h. 

D o kaz . Dokážeme, že množina M splňuje všetky tri podmienky z definícic 
{u, v)-množiny. 

1. Nech F0 je íubovoíný ťah z u do v. Hrana h(F0, x) patří do niektorého z ťahov 
systému T = {T{, T2, . . . , Tm}. Nech je to napr. ťah 7,. Fahko vidíme, že h(F0, x) — 
= h(F,, x). V opačnom případe pre počiatočný vrchol y hrany h(T0, x) by platilo 
x = y, čo odporuje definícii symbolu h(F0, x). Preto T0 3 h(F0, x) = hCT,, x) e M, 
l. j . ťah T() obsahuje hranu h(F0, x) z M. 
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2. Hranou h(T..,x), kde TfeT, prechádza tah Ty, a kedže ťahy systému T sú 
navzájom hranovo-disjunktné, Tj prechádza len týmto ťahom systému T. 

3. Tretia vlastnost' vyplývá opáť z toho, že žiadne dva rózne ťahy systému T 
nemajú spoločnú hranu. 

Ďalej ak h e Tk e T, potom h = //(T/v, x) e M. 
Tým je dokaž vety skončený. 

Záverom dakujem A. Kotzigovi a K. Čulíkovi za cenné pripomienky k práci 
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О Б О Д Н О М К Л А С С ! : О Р И Е Н Т И Р О В А Н Н Ы Х Г Р А Ф О М 

Юра и Боса к 

Резюме 

Статья занимается конечными ориентированными графами (с вершинами ,/ : \), раз ю-

жимыми в ветви из вершины и в вершину v. Исследуются разные по аграфы к.кпч графою 

О N С L R 1 А I N С L A S S О Г О R I Г. N Т Г. D С. R А Р Н S 

Juraj Bosak 

S u m m a г у 

The paper deals with the finite oriented graphs (with vertices и У v) decomposable into the 
directed paths from the vertex и to the vertex v. Various subgraphs of such graphs arc investigated. 
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