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MATEMAT1ÍIK0-FYZ1KÁLNY CASOFIS .sA\ 

K O N G R U E N C I E NA V O E N O M SVAZE FL (2 - ?j 

K A T A R ÍN A M O L N Á R O V Á . Košice 

Pojem volného súčinu svázov vyšetřoval Sorkin \ práci [2J. Nech s\az S = 
= FL(2 + 2) je voíný súčin dvoch reťazcov, z klorých každý obsahuje dva prvky. 
Svaz S bol opísaný v práci [3]; jeho diagram je na obr. !. Cieíom následujúcej úvahv 
je získať prehíad o množině všetkých kongruencií na svaze FL(2 -f- 2). VýsiedU 
chceme použiť v dalšej práci na vyšetrovanie určitých identit na svazoch. V $ 1 

odvodíme pomocné vety o kongruenciách na obecnýel. 
svazoch. V § 2 sú opísané — v istom zmysle explicitně 
— určité (,,minimálně") kongruencie na svaze S. V $ 3 

Bi cr" > ^ o ' sa dokazuje, že každá kongruencia na svaze S je zjedno-
tením niektorých .,minimálnyciVw kongruencií. 

V tomto paragrafe znak S označuje [libovolný svaz. 
a, b, x, y\ ... sú prvky svazu S (čiastočné usporiadanie 
a svazové operácie v S označujeme _g, n, u : neno-
rovnateinosť prvkov x, y označujeme symbolom x \y. 
Připomeňme najprv niektoré známe názvy a označe-
nia, ktoré ďalej používáme (váčšina z nich je uvedená 
v [1]). 

Nech a __! b. Množinu všetkých prvkov .v e S. 
vyhovujúcieh nerovnosti a _£ x _g b, budeme nazývat' 
intervalom a označovat* <O, b>. Interval <O,b> nazývame 
prvointervalom, ak obsahuje len prvky a, b, a=j=b. inter
valy <x, y>, <//, v> sú transponované, ak platí aleho 
v n u = .v, y u u = r, aiebo x n r = //, x u r = v. 
Uvedený vzťah budeme označovat' <x, i> T<u. r>. 

Intervaly /, /" sú projektivně, ak existujú intervaly /0 = /",/. /„ = /" také, že 
intervaly /A_ l 9 ik sú transponované. Interval /je slabo projektívny s intervalom i', 
ak existujú intervaly i0 = i, ix, ..., /., = /" také, že interval 4 je obsiahnutý v istom 
intervale ik, transponovanom k intervalu /\._, (k = 1 //). Uvedený vzťah bude
me označovat' iSPi'. 
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Binárna reflexívna, symetrická a tranzitívna relácia R na S je reláciou kongruent-
nosii (kongruenciou) na S, ak pre íubovoíné .v, v, ce S platí: 

ak .v = y{R), potom x u c = y u c(R), x n c = y n c(R). Budeme hovoriť, že 
interval <O, b> sa anuluje pri danej kongruencii R, ak a = b(R). Nech R,, R2 sú 
kongruencie na S. Ak zo vzťahu x = y(Rl) (x,yeS) vyplývá x = y(R2), potom 
budeme hovořit', že kongruencia R. je menšia alebo rovná kongruencii R2. Tuto 
skuíočnosť budeme zapisovat' R] ^ R2. Nech M je množina intervalov vo svaze S. 
Znakom R(M) označujeme najmenšiu z kongruencii na S, v ktorej sa anulujú všetky 
intervaly množiny M. Ak M obsahuje jediný interval v, píšeme R(v) namiesto 

R({r)). 
Z predošlých defmícií možno odvodit' jednoduchým postupom nasledujúce vety: 

1.3. Veta. Ak interval <x, y} SP <u, v>, potom pre každá reláciu kongruentnosti R 
na S platí: 

ak x = y(R), potom u = v(R). 

2.J.S. Veta. Nech /, /' sú prvointervaly v S. Ak i T/', potom R(i) = R(i'). 

1.1.2. Veta. Nech R je fubovofná kongruencia na S. Potom x = y(R) vtedy a len 

vtedy ak x n y = x u y(R). 

1.2. DefiíMCLia. Nech S je svaz, nech interval I — <a, b>cS. Hovoříme, ze interval l 
sa dá zloziť z intervalov /. /.,, ak I; = < a / - l 5 a,->, / = V . . . , n, a0 = a, an = b. 

Nech M je množina intervalov svazu S. Hovoříme, že sa interval / = <r, d} 
svazu S dá složit z intervalov množiny M. kcď alebo a) c — d, alebo b) c 4= d 
a existujú intervaly /« /,, e AI také, že / sa dá zložíť z intervalov / t , . . . , in. 

Uvažujme o nasledujúcich podmienkach: 
(V,) Ak <G, b> sa dá zloziť z intervalov množiny M, c e <a, b>, potom intervaly 

<<7, c ) . <r, b> sa dajú zloziť z intervalov množiny M. 
(V2) Ak <a, b> sa dá zloziť z Intervalov množiny M, c > a} c \ b, potom interval 

<r, c u b> sa dá zloziť z intervalov množiny M. Duálně k tejto podmienke: 
( V,) Ak <a, b> sa dá zloziť z intervalov množiny AI, c < b, c\ a, potom < a n c , r> 

se/ c/ú zloziť z intervalov množiny M. 

P o z n á m k a . Podmicnka (Ví) je zrejme ekvivalentná s podmienkou: 
(Ví) Ak <a, /?> sa dá zloziť z intervalov množiny AI, (c\ d)cz <a, b>, potom 

<c, a'> sa dá zloziť z intervalov množiny AI. V ďaisom bez odvolania sa na poznámku 
budeme niekde nahrádzať podmienku (V.) podrrienkou ( V ) . 

1 . 2 . 3 . Nech M je množina intervalov, splňujúca podmienky (Vj), (V 2), (V;J-
Poiom M spina naslcdujácu podmienku: 

(V) Ak <a, b> sa c/ú zloziť z intervalov množiny AI, a ak c ,> íubovoíný prvok 
svazu S\ potom intervaly íx = <a u r, b u c>, /2 — <a n O, b n r> sa aa/a r/Of/ť 
r intervalov množiny M: 

D o kaz . Dokazujeme tvrdenie pre interval Ij; tvrdenie pre I2 sa dokáže duálně. 
a) Nech c = a. Potom a u c = a, b u c = b; naše tvrdenie je už zřejmé. 
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b) Nech c > a. Ak c *> /?, potom c = a u c = b u c. Tvrdenie pre interval 
<O, c) je triviálně. Ak c < b, potom a u c = c\ b u c = b. interval <O, b>- (O, b\ 
Z toho a z podmienky (V.) vyplývá, že interval <<r\ b> = (a u c\ h u r> sa dá 
složit* z intervalov množiny M. Ak c | b, dokazované tvrdenie vyplývá / pod
mienky (V 2). 

c) Nech r | <:/. Označme O u c = e. ; potom r . > O, O u c = O u r, , b u r = 
= b u Oj a tvrdenie platí podía b). 

1.2.2. Ncr/? M je množina intervalov svazu S. Definujme na S rcláciu .J/?(M) takto: 

a:jA(M) b vtedy a len vted\\ kecí interval {a n b. a u b> sa dá zloziť z intervalov 

množiny M. 

1.2.3. Veta. Nech M je množina intervalov, spiňajúca podmienky (V,), (V). Po
tom relácia :JJI(M) je reiáciou kongruentnosti na S. 

D o k a ž , a) Refkktívnosť a symetričnost' relácie .JA(M) vyplývá bezprostředné 
z jej defmície. Nech aJ/(M)b. b:.JA(M)c. Potom intervaly (a n /?, a u b>. 
<b n c, b u c> sa dajú zloziť z intervalov množiny M. Označme a n b n r = /?. 
O u b u c = q. Nech Ot = b n r. Keďže (O n b) n c} = /?, (O u b) n O, = r, , 
z podmienky (V) vyplývá, že aj interval </;, b n r> sa dá zloziť z intervalov mno
žiny M. Duálným postupom sa dokáže analogické tvrdenie pre interval <b u c\ q). 
Interval </?, q) sa dá zloziť z intervalov </?, b n r>, <b n c, b u c>, <b u O. c/>. 
teda aj z intervalov množiny M. Zrejme je /? ^ O n r ^ O u c ^ O. Z toho a z pod
mienky (V) dostáváme, že <O n O, a u c> sa dá zloziť z intervalov množiny AL 
teda aíM(M) c. 

b) Nech a2/i(M)b, nech O je íubovoFný prvok svazu S. Utvořme a = a n /?. 
v = a u b. Z definície relácie .^(M) vyplývá, že interval <u, r> sa dá zloziť z inter
valov množiny M. Potom podía podmienky (V) aj interval <u u c, v u c) sa dá 
zloziť z intervalov množiny M. Ďalej platí u u c ^ (a u c) n (b u O) ^ (a u r) u 
u (b u O) ^ v u c\ Z podmienky (V\) teda vyplývá, že O u c.JJi(M)b u O. Tvrdenie 
pre prienik sa dokáže duálně. 

Nech AI je množina intervalov svazu S. Zaveďme nasledujúce podmienky: 
(VI) Ak <a, b> e M, xe(a,b), potom intervaly <O, .v>, <x, b> sa dajú zloziť 

z intervalov množiny M. 
(V2) Ak <tf, b) e M, c > a, c \ b, potom interval <O, b u O> sa dá zloziť z inter

valov množiny M. 

(V3') Ak <a, b> e M, c < b, c I a, potom {a n c\ c) sa dá zloziť z intervalov 
množiny M. 

1.2.4. Nech M j e množina intervalov, splňujúca podmienky (V/), (V2), (Ví). 
Potom M spina podmienky (Vx), (V2), (V3). 

D ó k a z . a) Nech interval <a, b> sa dá zloziť z intervalov množiny M. Nech 
a ^ c ^ b. Dokážeme, že interval <c, b> sa dá zloziť z intervalov množiny M. 
Ak a = b, je tvrdenie triviálně. Nech sa interval <#, b> dá zloziť z intervalov 
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/, f,, /, = <Í7/_ j , ťI,> e M (i = l, . . . , n ) . Dokaž urobíme indukciou vzhíadom 
na číslo /?. Ak n = 1, tvrdenie vyplývá z podmienky ( V/). Predpokladajme, že tvrdenie 
platí pre /? — 1. Nech c e <a, b>. Ak r _ H. , t. j . c e. <G,, b>, vtedy tvrdenie vyplývá 
/ indukčného předpokladu. Ak c < ax, potom r e <G, ax} a podlá podmienky (V,') 
interval <r, H,> sa dá zložiť z intervaíov množiny AI. Zrejme potom aj <c, b> sa 
dá zložiť z intervaíov množiny M. Ak O | a,, potom podía (V2) interval <O, c,>, 
kde cx — ax u c, sa dá zložiť z intervaíov množiny M. Prvok cx _ b, teda 
c, e ( t / , , / ? ) . Interval <c«, b> (na základe indukčného předpokladu), a potom 
aj interval <r, b>, sa dajú zložiť z intervaíov množiny M. Tvrdenie pre interval 
<O. c) sa dokáže duálně. 

h) Splncnic podmienky (V2) dokážeme opáť indukciou. Prvý krok (ak <a, b> e M) 
je zřejmý z (V2). Predpokladajme, že podmienka (V2) je splněná pre intervaly, ktoré 
sa dajú zložiť z m intervaíov množiny AI, 1 _ m _ H — 1. Nech <a, b> sa dá zložiť 
/ // intervaíov množiny AI, c > a, c | b. Zrejme alebo ax < c, alebo ax \ c. Ak a. < r, 
tvrdenie je jasné z indukčného předpokladu. Ak a! | c, potom z podmienky (V2) 
dostáváme, že <r, a, u r> sa dá zložiť z intervaíov množiny M. Uvažujme interval 
<ť/,. b> a prvok G, u O = c,. Keďže b | O, musí byť alebo b \ cx, alebo b < cx. Platí 
buř, = b u (#, u c) = (b u Ot) u c = b u O. Ak cx | b, z indukčného předpokladu 
vyplývá, že interval <<:•,, b u et> = <O!, b u O> sa dá zložiť z intervaíov množiny AI. 
Ak O, > b, potom O, = b u cx = b u O. V oboch prípadoch <c, b u c> sa dá 
zložiť z intervaíov množiny M. Splnenie podmienky (V3) sa dokáže duálně. 

1.2.5. Veta. Nech S je 1'ubovol'ný svaz, nech M je množina intervaíov svazu S spi-
íiajúca podmienky (V/), (Ví), (V^)- Potom relácia M(M) je kongruencia na S. 

Dókaz vyplývá z 1.2.4, 1.2.1 a vety 1.2.3. 
V nasledujúcej vete předpokládáme, že A je lubovoíná (ale pevné vybraná) 

množina intervaíov svazu S. Nech v e A. Nech A(v) je množina tých intervaíov 
z množiny A, ktoré sa anulujú v minimálnej kongruencii R(v). V nasledujúcich 
úvahách použijeme vetu, ktorá určitým spósobom popisuje množinu A(v). 

1.3. Veta. Nech v je (pevné vybraný) interval svazu S. Nech Ba A je množina 
intervaíov svazu S, pre ktorý platí 

v G B, 
{Cl) ] ue B >vSPu, 
(b) B spina podmienky (V 2), (VO, 
(c) B sp lna po dm ienku (V[), 

(d) ak sa interval u e A dá zložiť z intervaíov množiny B, potom u e B. 

Potom je 
a) R(v) = :4t(B), 
b) B = A(v). 

D ó k a z . a) Zrejme R(v) _ á#(B). Nech x^(B)y. Potom <x n y, x u y> sa dá 
zložiť z intervaíov Ix, . . ., I„, kde I,- = < x / _ J , x,> e B (i = V . . . , H), teda podía (a) 
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vSP<xz._,, x->. Z vety 1.1 vyplývá x n y R(v) x u v. Z tolio na základe \eíy i.! 2. 
dostáváme xR(v) y. 

b) Z podmienky (a) a vety VI vyplývá, že BczA(v). Ncch ue A(r)aA. Potom 
z rovnosti R(v) = ;tf(B) vyplývá, že u sa anuluje aj v kongruencii .#(B), teda u -a 
dá zložiť z intervalov množiny B. Poclía podmienky (d) je we B. 

P o z n á m k a V Z predošlcj vety vyplývá: ak je daný interval v a množina V 
potom je množina Bez A, splňujúca podmienky (a), (b), (v), (d), jednoznačné určena. 

P o z n á m k a 2. Ncch A je množina intervalov svazu S. Ncch sa každý hr.erval 
svazu S dá zložiť z intervalov množiny A. Nech R je kongruencia na S, ncch A(R) 
je množina všetkých intervalov patriacich do A, ktoré sa anuluji, v kongruencii R. 
Zřejmé je kongruencia R jednoznačné určená množinou A(R). 

§ 2 

Symbol S = FL(2 + 2) značí voíný súčin dvoch reťazcov, z kíorých každý 
obsahuje 2 prvky. V [3] bolo dokázané, že diagram svazu S má tvar ako na obr. 1 
(označenieje oproti práci [3] čiastočne pozměněné). Nech A je množina nasledujúcich 
intervalov svazu S (index i prebieha množinu všetkých prirodzených čísel/: 

</),., (?-> - a 2 i , <A,., A/M> --•- O, 

<C/.Q/> = />2.;, < B , , B , M > = /' 3. 

< M 2 , W,> - Q_>, <tV/,. ÍV3> - C,_ 

</V/,, V.> = O\i2, <A/,, V3> = d/í>: 

< í V \ ř'V;> - v.., 

\ V*«. ^ \ > = / ; ? 2^ 

<*\>, K.> = ^ < » W H':> - //3. 
< ^ í , A / 2 > - - = = . v 2 , í , 

<C;, M>> - v, ; 

<-°;+..<?;> = />;,* 

<:^\^> - K , <>/\C;> --=y2./. 

intcrva.lv množiny A, ktoré nic sú prvointervalmi. nazýváme iimiínými inter\alir.i. 
Zrejme každý interval svazu S sa dá zložiť z intervalov množiny A. 

V odeskoeh tohto paragrafu volíme za /-jednotlivé intervaly množiny < a chceme 
k nirn nájsť příslušná minimáinu kongruenciu R(v). K tomu stačí určiť množinu A(v). 
teda množinu tých intervalov z množiny A, ktoré sa anulujú v kongruencii R(r). 

* Ak x E, T; e A, potom duálnym intervaJom ku x rozumieme interval .v' - F\ f. c A. 
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«?,-, - V i > = A 

<Лч Q> = tf. ,,-, 

<-°,., D,.> - /?; 
• . Í ^ 

<ö,-, Л . > = r, :•, 

<c,-, Bг-> = 4 г, 

<!Л < V2> -- /• 1 ч 

<y2 
, и/3» = / H l , 

\M, . ^ l > = Лц 

<Л. w.> = Л ] 1,1-

<в,. VI > = y 1..Ч 
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Vo všetkých odsekoch postupujeme tým spósobom, že udáme množinu B a pre-
vcrujcme, či sú splněné podmínky (a), (b), (c), (d) z vety 1.3. Ak množina B obsahuje 
len prvointervaly, p o t o m j e p r e B zrejme splněná podmienka (c). N a vyšetrenie toho, 
či je splněná podmienka (d) z vety 1.3, stačí sa obmedziť na limitné intervaly ue A 
zloženč z intervalov množiny B, pretože ak u e A, je prvointerval zložený z inter-
valov množiny B, potom zrejme u e B. Ak má byť limitný interval u zložený z inter
valov množiny B, musí množina B obsahovat' aspoň jeden limitný interval. Kvóli 
zjednodušeniu pre v = <X, Y> zaveďme ešte označenia: 

X(v) = {C : C e S, C > X, C \ Y}, 
X'(v) = {C : C e S, C < Y, C j X}, 

nech ďalej Y(v) značí množinu tých intervalov t e A, pre ktoré platí t^(C, C u Y> 
aíebo t c < C ' n X, C'>, kde Ce X(v), C e X'(v)\ SP(v)značí množinu tých inter
valov z množiny A, ktoré sú slabo projektivně k intervalu v. 

Pre danú množinu B, pre ktorú bude vždy platiť v e Ba A, máme teda preveriť, 
či pre každé ue B platia vztahy 

(a{) ueSP(v), 

(b,) Y(u)^B. 

Ak B obsahuje aspoň jeden limitný interval, preveríme tiež podmienky (c) a (d) 
z vety 1,3. 

2.1. Nech v = /?,.. yVecb B je jednoprvková množina {/?,}. Potom B = A(Př). 

D o kaz . Podmienka ( a j je zrejme splněná. Eahko sa preverí, že množiny X(Pt), 
A" (/>,-) sú prázdné, takže 

( H A . ) Y(Pi) = 0, 
teda Y(Pi) c= B. 

2.1 A. Duálně sa dokáže A(p'i) -= {pí}. 

2.2, Nech v = O, ř . Platí (2.2.1.) a{tiTa2iTa3)i; z toho na základe vety 1AA 

\yplýva A{aUi) = A(a2J = ^ ( a 3 < f ) . Označme tuto množinu A(a{). 

2.2.1. Nech B= {akA + 2tJjk,i + 2t+x,pi + 2t,pi + 2t+x} (k = 1 , 2 , 3 ; t = 0. 1, 2, . . . ) . 
FO/O/// B = A(a<). 

D ó k a z . a) Nech //e B. Máme dokázať tvrdenie: u e SP(ax •). Postupujeme 
indukciou vzhíadom na číslo 1, vystupujúce v ,,indexe4' prvku u. Zo vztahu (2.2A) 
\\ply\a ak %i e SP(ax .) (k = V 2, 3). intervaly Pi,bUi + 1 sú podmnožinami intervalu 
{/),. /f, /> Ta3 ; , Uikžepi* b l l + l e SP(aUi). Ďalej platí b, ř + 1 7~b2 i + jTb 3 , + 1 , teda 

ílJ fy. /•/ / £SP(a} ;) (k = 2, 3). Intervaly pi+,, a í i + 2 sú podmnožinami intervalu <C / + i , 

C/^j/ f/\i,i+í-> preto tiež patria do SP(aíi). Tým je tvrdenie pre t = 0 dokázané. 

PrLxipokkidajmc, že tvrdenie platí pre 1. Potom 7;3 i + 2t+í eSP(ci{ ř ) . I n t e r v a l b3j ; + 2 ř + t 
^ <C/ + 2ř+ i * C/ + 2(ř + t)>- Z t o h o v y p l ý v á tfi,; + 2 ( ř + i) e ^ í . , - ) . Ďalej pri dokazovaní 
tvrdenia pre t + 1 postupujeme analogickým spósobom ako pri prvom kroku. 

» Mauimaticko-fyzikálny čas. XII, 2 1 1 J 



b) Nech u = a , j = <P i, C,-> (j = / + 2/, t = 0. 1,2,...). Potom X(aK ,-) = 
= {DJ,AJ}. Platí DJUCJ= Qj9 < 1 V Q,-> = a2j. AJuCi = A,-.,. v W i > = 
= O3 .. Množina A"(a. ,•) je prázdna. Teda 

Y(aXj)= {a2j,aZj}. (2.2.2) 

Ncch u = a2j = < D y , Q,-> (f = i + 2t, / = 0. 1,2, . . . ) . Platí X(a-.j) = \A,\. 

Aj u Oj = Aj+Í, <A,-, A/+!> = O3.,-. Ďalej je X'(flf2</) = [C,-], pričom C, n / ) . = 
= F,., <P,, C;> = ^/ K i . Potom 

n ^ . . ; ) = K / . * 3 . ; ! - (2.23) 

Nech w = a 3 í / = <A,-, A/+t> (./ = / + 2/, / = 0, V 2, . . . ) . Potom X(a3j) = O. 
X'(a3f j) = {Dj+\ , P/+ -; Qy, C,.}. Ak C' e ( D / + -, Pj+Í, 0,}, potom C n A . = D, 
a každý interval t e A , t c : < D J - , C ' > je obsiahnutý v množině {O2.•„ /;,-, h{ l : + . } . 
Ďalej platí Cj n A} = P,, <P,, C,-> = aUj. Teda 

K(a3,j) = {aíj,a2j,pJ.bíj+í}. (2.2.4) 

Nech u = bkj (j = i + 2t + 1; t = 0, 1, 2, . . . ; k = 1, 2, 3). Analogicky ako 
pre aki sa dokáže 

Y(buj) = {b2.j,b3j}9 

y(b2j) = { V j ^ 3 . j ] + (2.2.5) 

r (é 3 . j ) = { * i , I 9 * 2 . j ^ ^ a i f J - + i } -

Nech u=pj (j=i+t9 / = 0, 1,2,...). Podlá (2.1.1) YÍP,) = O. Z toho 
a z (2.2.2)-(2.2.5) sme dostali, že pre ueBje Y(u) cz B. 

2.2.2. Duálně pre v = a\ t platí 

A(a'i) = {akj + 2t9 b'kj + 2 t + í , p'i + t} (k = 1,2, 3; í = 0, 1, 2, . . . ) , (používáme ozna-
čenie A(ai) = A(a'ki), k = V 2, 3). 

2.3. Nech v = bUi. Platí 

bUiTb2jTb3ti9 (2.3.1) 

teda A(bi,f) = A(b2i) = A(b35-). Označme tuto množinu A(b,). 

2.3.1. Nech B= {hk,i + 2t9ak,i + 2t+x,pi + t} (k = 1 ,2,3; ' = 0 , 1 , 2 , . . . ) . POtOm 
B = A(b,). 

Dókaz je analogický ako v 2.2.1. Taktief duálně platí: 

2.3.2. Ak v = bi?í, potom 

d(bi) = {bfc,Í + 2Í> ak,i + 2t + \ » Pi +t} ( k = 1 , 2 , 3 ; t = 0, 1, 2, . . . ) ? [používáme ozna-
čenie A(b\) = A(b'kJ), k = 1 , 2 , 3]. 
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2.4. Ncch r = x, ,-. Platí 
• V L / ^ . P (2.4. D 

teda í(xi.,) = A(x2 ,). Označme tuto množinu A(x,.). 

2.4.1. Ncch B = {x,./ + „ y/., + r+M akmi+n bA,, + , + í , pi + t} ( /= 1,2; k = 1,2,3: 
/ -- 0, !. 2. . . .) . Potom B = A(x,.). 

Dóka/. a) Zrejme .v,. ,• G SP(X{ ,) (/= 1,2). Intervaly x, i + t, a3i + t sú pod
množinami intervalu xi,,-, takže patria do SP(xK/). Intervaly x2,t + ,, pi + t, a2,i+ , 
O,.,, ř M . b/>/ + / + 1 , y2.;-u+i patria do SP(xK/), pretože sú podmnožinami inter
valu x2 ,. Kedže O2 ,-e SP(x1<ř), potom podlá (2.2A) aUie SP(xui). Ďalej platí 
y2. ř f / / yi.,4/^ intervaly y1/ + , + 1 , b3./ + f + 1 sú podmnožinami >\,/+i, teda tiež 
patria do SP(xj ,). 

b) Ncch u = xu/ - <Ay, W,> (j = i). Potom X(xUj) = </>, X\xUJ) = 
= !C/ + ,, Q7-+,, P,. + ř + 1 , -V, + 1 , /V/2} (t = 0, 1, 2, . . . ) . N e c h C ' e { g i + ř, P/ + ,+ 1 . 
Di+t+ j , Cj + t+ j , ,M2}. Potom C'nAj = Di. Fahko sa přesvědčíme, že každý 
interval t e A, tc:<L>7-,C'> je obsiahnutý v množině {a2yj + t, pj + t, aXj + t+x, 
/?/., + / M - v2.j + rO'2,y + /+i} (/ = 1,2; / = 0, 1,2,...). Preprvok C,. platí Cj n A7 = 
= P7, <P/, C;> = u, -. Úhrnom sme dostali 

^(• v i./) = {akj + t« buj+í + í , /?/ + í , x 2 / + M y2.; + ř + i ( ( / = 1,2), 

(2.4.2) 

teda Y(xUJ)czB. Nech u = x2,, = <Dy, M2>. Potom X(x2?i) = {A/+ř, B- + ř + 1 ] . 
Platí A/ + / u M2 = Wj a každý interval t e A, t c <Ay + ř, Wj> je obsiahnutý v mno
žině {x]j+i, aUj+t); Bj + t+x\j M2 = V, a každý interval t e A, tc :<B / + ř + ] , V.> 
je obsiahnutý v množině {y1 / + ř + 1 , b3,/ + / + 1}. Platí X'(x2j) = {C,-}; C; n D} = P,.. 
<P;,C;> = *,.,.. Teda 

Y(X2,j) = { ^ l , i + ř ^ 3 v - + ř ' y l . i + ř + l » * 3 , j + l + l » « l f j } . (2.4.3) 

Zrejme Y(x2,7) <= B. 
Nech u = y/,7- (/ = V 2,; j = i + 1). Analogicky ako pre u = x/?/ by sme 

dostali 
^íy i .y) = {bi,j + t? ai.j + t+\ •> Pj + t> y2,./ + ř' x2,j + t + i}, 
Y(y2,j) = {yimj+ť>b^J+t,xítJ + t + í , a 3 J + t+1,bUJ}, 

teda K(v l t j )c i ř ( / = 1 , 2 ) . Nech u e {Pj, a,,,-, bkJ+l} (fc = 1,2,3; 7 =t /). Zo 
vzťahov (2.1.1), (2.2.2)-(2.2.5) zisfujeme, že Y(u) cz B. 

c) Nech interval ueB je limitný, t. j . ue {xui + t,yUi+t + 1} ( / = 1,2; t = 0, 
1,2,...). Bezprostřednou previerkou fahko zistíme, že lubovolný interval, ktorý 

je podmnožinou týchto limitných intervalov, dá sa zložiť z intervalov množiny B, 
teda podmienka (c) je splněná. 
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d) Nech ueA je limitný interval, ktorý sa dá zložiť z intervalov množiny B. 
Potom u musí obsahovat' ako podmnožinu niektorý z intervalov x, /, yLj+\ 
(l = V 2, f ^ i). Dokažme, že u e B. Ak u obsahuje xinj, potom interval u móže 
byť zložený z intervalov patriacich do množiny {a2)^i + t, xXj) (t = 0. 1, 2. . . . ) , 
teda u = xXi + t (1 = 0 , 1 , 2 , . . . ) . Zrejme u e B. Ak ueA obsahuje x2j (j ^ i), 
potom u móže býť zložený jediné z intervalov množiny {aki__.., bki + í + x, x2 y} 
(k = 1,2; / = /, / = 0, 1, 2, . . . ) . Z toho zrejme vyplývá ue \x2i + t, v2, ,• + ,-, i! <= #• 
Ak u G A obsahuje interval yXj (resp. y2J)j = i -f 1, tvrdenie sa dokáže analogicky. 

Duá lně p latí: 

2.4.2. Nech v = xi,ř-. Potom A(xi,,) = A(x2</). Označme tuto množinu A(x-). 
Ďalej platí A(x'i) = {x'l%i + t, yu i + t+ j , p\ + t,aii + t, bii + t+ ,} ( 1 = 1,2; k= 1 . 2 , 3 : 
t=0, 1,2, . . . ) . 

2.5. Nech v = ) ' l ( i . Potom A0>it/) = A(y2,,). Ak označíme tuto množinu A(y,), 
vtedy A(yi) = {ylti + t . x l t i + t + l , p i + t,bkmi + t,akti + t + l} ( / = 1,2,3; k= 1,2; 
t - 0 , 1,2,...)-

Dokáže sa analogicky ako 'pre v = x} -. Tiež duálně platí: 

2.5.1. Ak v = y\j, potom A(y;) = {>'/,,• + _. *_., + ,-,- ,, p\ + ,, b[.,..,,, ^,,._,,,_. | 
(/ = V 2; k = !, 2, 3; t = 0, 1,2, . . . ) . [Používáme označenie A(\{s = A( v,' ,), 
/ = 1, 2.] 

2.6. Nech v = r , , nech B = {r j . POtO/H B = AO-!). 

D o k a ž . Zrejme r, eSP(rx). Množiny X(rx), X'(rx) sú prázdné, takže 

y(rx) = 0, (2.6.1) 

teda Y(rt)cB. 

P o z n á m k a . Analogicky ako v (2.6A) je 

Y(r2) = Y(r[) = Y(r2) = í). (2.6.2) 

Rovnakou úvahou ako v 2.6, dostáváme pre intervaly r 2 , >'\ . >'2
: 

2.6.1. A(r2) = [r 2 }, 

2.6.2. A(/-;) = {r/} ( / = 1,2). 

2.7. Nech v = mx. Platí n^ F/?/2. takže A(/j_,) ^ A(n/2). Označme tuto . .me
zi nu A(m). 

2.7.1. Ne»r// B = {/nj, /H2}, DO/O//? B = A(m). 

D o k a ž . Podmienka (ax) je zrejme splněná. Nech a = mx = < i/, , U :!>. Polom 
X(m!) = {V3}, W3 u V3 = W2, <V3, W2'> = /;/2. Množina X'(mx) je prázdna, 
takže 

YK) = {/w2}, (2.7.1) 
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teda Y(mx)c B. Nech u = m2 = <V 3 , W2>. Potom X(m2) = 0 , X'(m2) = {W3}, 
pričom ÍV3 n V3 = V2, <V 2, W3> = mi, teda 

Y(m2) = {mx}. (2.7.2) 

Zrejrne Y(m2) cz B. 

2.7.2. Rovnakýrn postuporn ako v predošlorn odseku sa dokáže: 

A(m') = {m i, m2} 

[přitom A(/??') má analogický význam ako v 2.7A]. 
Dokáže sa analogicky ako 2.7.1. 

2.8. Nech v = hx . Cahko sa přesvědčíme, že platí 

/?, T h2 T h3 T hi T A2 F A3, (2.8.1) 

takže A(//j) = A(//2) = . . . = A(h3). Označme tuto množinu A(h). 

2.8.1. Nech B = {/?,., h;, r y, rj} (i = 1, 2, 3; y = I, 2). Platí B = A(h). 

D ó k a z . a) Zrejrne ht-, h; e SP(hx). Ďalej platí r, c < K t , V3> J 7 i , , teda r. e 
G SP(hx). Podobným postuporn sa přesvědčíme, že je r 2 , r i , r 2 e SP(hx). 

b) Pre w = A, = < M 2 , M , ) je X(A,) = [V,, V2, W3, A/;, WÍ9W2, V3}. Ak 
č ' t j V,. V2}, potom C u Mx = V3 a každý interval t e A , tcz<C , V3> je obsiah-
nutý v množině {r,, A2}. Pre prvok W3' platí W3 u M5 = W2, < W 3 , W2> = A3. 
Pre prvok M[ dostáváme M[ u Mx = M 2 , <A/Í, M 2 > = h,\ Ak Ce{W, W2). 
potom Mx u C = W3 a každý interval t e A , t cz <C, W3> je obsiahnutý v množině 
{r2,/?3J. Ďalej V3 u M, = V2, <V 3, V2> = h2. Množina X'(h,) je prázdna. 
Úhrnom sme dostali 

Y(hx) = [r,, /?;, /?;, r 2} c= B (/ = 2, 3; i = V 2, 3). 

Ak w = h2 = <V 2, V3>, potom X(/?2) = Í W 3 , M Í } . Platí W3 u V3 = W2, 
<[),;;, w2) = A3: A4; u V3 = M2, <A/1', A/2> = A/. Množina X'(A2) = { M , | . 
/I/, n V'2 = A/2, <A/2, A/3> = /?.. Potom 

K(A2) = { A 3 , / ? i , h í ; c = B . 

Nech// = i h = < W 3 ? W2>. Potom X(//3) = {A/;};yV/; u W2 = A/ 2;<A/Í, A/2> = 
= A',. Ďalej je X'(A3) = {V3, A/,}. Platí V3 n W3 = V2. <V 2 , V3> = A2: 
A/, n IV; = A/2, < M 2 , A/t> = A.. Z toho 

r (h 3 ) = {/?;, A2, A,; czB. 

Nech // e {A;} (i = 1, 2, 3). Duálně ako pre u e {//,} sa dokáže., že příslušné množiny 
intervalov Y(u) sú podmnožinami množiny B. 

2.9. Nech r = O; 2 . Platí 

Í-L.2 Tcux TCiTc'^ Tci2 TO; ( i = L 2 , 3, . . . ) , (2.9.1) 

leda A(cl2) = A(O, ,) = ... = A(c/). Označme tuto množinu A(r). 
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2.9.1. Nech B = B{ u B2 u B3, kde 

B\ = {cL,k, </, C'uk. <A), 
B2 = {p.t ,bLi + x,aL , + 2 , y,., + j , .xk, i + 2, rk, mk \, 
B3 = {x : x duálně k intervalom nmoťiny BA (/ = j . 2. 3; k = 1,2; i — V 2. 3. . /,. 

Potom B = A(c). 

D o k a ž , a) Tvrdcnic oL> ? - $P(cL. A je triviálně, intervaly // e B, patria do SPic,^ : > 
pod fa (2.9A). Mech i je (pevné vybrané) nrirodzenč čísío. Pri dokaze, že inicnaK 
množiny B2 patria do SP(cL_:), vyjdeme z intervalu u . KeďŽc r,Ga>Y/r; O a kcď/c 
interval /?,. je podmnožinou .menaii i <(>,-. A,.rl> Fr,-, piaií /.y- o SPío, _ ) . h u c u a o 
y. t• • : , /*•, /?/j , sú podmnožinami intervalu < B-t. , . A/;> 7V,-, takže žž. ; : • / • 
;//i c S F ( c L í 2 ) . Poímn vsak do SP{cLrA musia pat řiť aj intervaly / množin A/y A. 
o(/y), A(/H); teda pod! a 2.3., 2.6, 2.7.1 aj intervaly bLř ; .. <.'../i :• N , . . : , , u . ( r i . 
u , •;/. (h = 1,2; /---- 1,2,3) sú z množiny /7a//..A- Ďakj /•_, c •.' I 3 , .•/_/ 7\ 
teda m c SP(cLr2)> l / .n iom sme dostali, že B2 c Z7c/L. /• Ak \ y.i*dc v;e / in:cr\am ;y. 
rovnakou m a n o u by snic dokázali, že B}i ci SP(c}^2). 

b) Nech t/ = c L > 2 ------ </1//2, Wi>. Cahko sa přesvědčíme, že A'(u / = / / k , C . 
/ 2 , 1/;, C , W2, W;, A;}- (/ ---- 1,2,3, . . . ) . Pře prvok A/, dostáváme / , u /' •--
= / / , </W:, ?V3> = u , , . Nvm CG JV,, V2, M/;j. Potom / u / • - w.' a ka/m 
interval / e A, / cc <C. i\il) je oosiabnuiý v množme /y , m- , u> , ;. Nech C c ! ; .. 
It'2, W;i. Potom C u H/ ~ M2 a každý interval / e A, / cc <C, ///> je ohsiam m> 
v množině {/H2, r 2 , <"Li?J. Ostávajá este prvky A\; prc tic«o piaií A; u íl j -- />,. 
<A;, D;> = c\ (/ = 1,2,3, . . . ) . Ďalej je ŽC(rL.A = JA,-] (/ = 1. 2. 3. .. ). Pluli 
A;n M2 = D,, <Z);, / , - > = o,-. Uhrnom sme doslali 

Y(cL.i) = (</. v c L > 1 , o . . , , v , ř-;. /y, m, /?/,. /7/2J c: B. 

Nech ;/ = o L í l = < M j , W3>. Potom X«VL,,) = (V 3, W2\ W[, A\\ (/ = i, 2, 3. ...)• 
Ak Ce [V3, W2, W;j, potom C u kV3 = M2 a každý interval / G A, / c: <C, 'C 
je obsiahnutý v množině {/H2, r2, c L , 2 ! - P 1 ^ ^/ P'a 'd A; c; ÍV> = D\, <A> /)» = ^ ,' 
( / = 1,2,3, . . . ) . Ďalej je X'(cux) = {W2, Wx, A,-] (/ = 1,2,3, . . . ) . Prc Ce \U z. 
Wx} platí C n Mj = /V/2 a každý interval / G A, / cc < M 2 , C'> je obsiahnutý \ mno
žině {cu2,r'2}. Prc A; platí A- n M, = D ( , <!),-, 4-> = e,. Úhrnom sme d-ostali 

^( r/.. 0 = {C}. e L < 2 , c L > 2 , cj, /7/2, /c, r 2 [ cc P. 

Nech u = c- = </),-, Aí>. Potom X(cLtl) = {Q,-.M, P/ + / + i, D/^-i- C/,ř^u l / u 
A/,, B/ + / + ! , V,, V2, ^ 3 , V3. Wz, ^ ; , A7} (/ = 0, V 2, ...;./ = 1,2, 3, . . . ) . Nech 
Ce{Qi + t, P/+,+ 1 , D/ + ř + 1 } , potom CuA( = Ai + M 1 a každý \nter\al i e A. 
t cc <C, Ai + t+í) je obsiahnutý v množině {D/ + ř, b}. / + í + s , ci + t+ {\. Pre prvok C"> t : f L 

dostáváme C/ + ř + 1 uA ; - = Aí + ř t - 2
 a každý interval / G A , /cc<C ( + f + . 1 , A( + t + 2> je 

obsiahnutý v množině {b2./MU> P,- + / + i , bi./ + ř + 2. </ + Í + 2 O Ďalej A-/2 u A , — l/» . 
<AJ2, W{y = cL.2; M, u A,. = W/3, </V/1, W3> = r L 1 . Ak CG Í B ; . r ^ . C V;. -
W^} (t = 0, 1, 2, . . . ) , potom C u A(. = M[ a každý interval / e A. / cc ,, C. V/; • 
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je obsiahnutý v množině {yi,/ + ř + 1 , b3i/ + í + 1 , rx, mx, c'Lt t ] (t = 0, 1, 2, . . . ) . Ak 
C e [V,. IV,', Wn, potom C u / 1 ( . = A/j a každý interval t e A, t c (C, M2} je ob
siahnutý v množině {/u2, r ? , r L 2 ) . Prc prvky A) platí AýuA,- = Dý, <Ay, Dý> = cý 
(/ = 1, 2, 3, . . . ) . Ďalej X'(í\-) = {Az} (/ - i, ..., / - 1). Platí Ax n /)/ = D,, <£>,, 

A,) = {,. Uhrnom sme dostali 

I(^';) = \C\ •> Ci + t+\ * CL, k * CL. k •< Cj , Pi + t* ^/fl, i+ t+\ •> y\,i + l+\ ' 

rK. ;n,\ </ = í , . . . , / - 1; t = 0, 1.2, . . . ; k = 1,2; j = 0, 1,2 m = 1,2,3). 

Množina K(rř) je podmnožinou množiny B. Duálně by sme dokázali, že množiny 
Y(cL «), V(c/1.0, Y(c'i) sú podmnožinami množiny B. 

Pre uoB2 podlá ( 2 . U ) , (2.2.2)-(2.2.5) (2.4.2)-(2.4.4), (2.6A), (2.6.2), (2.7.1), 
(2.7.2) dostáváme )\u) _ B. Analogické tvrdenic platí pre intervaly z množiny B3. 

e) Nceh interval u o B je li milný, teda 

''e{A-,.|. + 2 , > v , - i ^ ^ t / . 2 , K / + i } ( ^ = 1-2; ' = 1,2,3....) 

l-ie/prosírednou previerkou nahliadnemc, že lubovoíný interval /, ktory je podmno

žinou intenaiu u, dá sa. zložiť z intervalov množiny B. 
d) Nech ne A je limitný interval zíožcný z intervalov množiny B. Dokážeme. 

/•,. JO B. Zrcjme limilný interval u musí obsahovat' nicktorý interval množiny 

!A\. I + 2 , A . / + I , A-:.,..^, vA'./+i} (k ="- 1,2; / = 1,2,3,.. .). 

Ak LI obsahuje interval x, • (/' g: / + 2), potom móže byť zložený jediné z intervalov 
množiny [u3- / + 2 , xK 7) ( / = 1,2,3,. . .), teda u = xUí-f2 (/--- 1,2,3,. . .). Zrejme 
uc />. Ak u obsahuje interval x2j (j 2?z i -f- 2), potom interval u móže byť zložený 
jediné z intervalov množiny {aA../ + 2 , bk,i+\, .v2,y] (k = 1,2; / = 1,2, 3, . . . ) , teda 
ue S-v2 , K , , y2.; h i! ^ B- Analogicky sa dokáže splnenie podmienok (d), ak ueA 
obsahuje limitný interval y!uj (k = l , 2 ; f _ / + 1), alebo duálně intervaly k pred-
chádzajúcim x^/+] , yv,- (k = 1, 2; j ^ / + 1). 

2.S',Í. Nech r = dU2. Platí dLy2TdLATdiTd'LaTd'uxTďi ( / = i, 2, 3, . . . ) , teda 
/í(i/;, : ) -- A(í/^..) = ... = A(ď'i). Označme tuto množinu A(ď). 

2.10.1. Nech B = B, u B2 u B3, kuV B{ = [dL /c, df, ďL>k, cl-}, B2 = {/?., aLi+í, 
/ ) i ; i , , x/v ,., ,, j \ . , f 2 , /'/,, mk). B3 = [x : x duálně k intervalom množiny B2) 
(/ = 1,2, 3; K = 1 , 2 ; / = 1,2, 3, . . . ) . POtOm B = A(d). 

Dókaz je analogický ako pre v = cL 2. 

§3 

Používáme rovnaké označenia ako v §2 . Výsledky § 2 zhrnieme do nasledujúcej 
vety: 

3.1. Veta. Platí: 

a) A(/0 = {/>,], 

^ f ) = k/./ + 2 t ^ ^ / + 2 ř+i,/^- + t] (A' = 1,2,3; í - 0 , 1,2,...), 
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A(hd = {&*,/+2*- ^ , 1 + 2 1 + 1 ^ / + ^ ( * = 1, 2 , 3 ; t = O, l, 2, . . . ) . 

A(x/) = c A ' / - f + , , y l i + t + l 9 D;+ř, a/t, i + ř " b/<.íV-f+l.) 

(l = 1 .2; k = 1,2,3; t = O, 1, 2, . . . ) , 

A(Xi) = [ y / , i + M - V / , / + f + l , P / + ř - * * . / + M ^ A . i - M - l i 

(l = 1.2; k = 1,2, 3; t = 0, V 2, . . . ) , 

A(rt) = {/v} ( / = V 2), 

A(m) = [m/j (/ = 1,2). 

bj Pre množiny A(p-), ..., A(ni) platia analogické rovnosti, 
c) A(h) = {hk9 h'k9 rl9 r/} (k = 1, 2, 3; l - 1,2). 

A(c) = Bx u B2 u B3, kde Bt = {rL / i, f . , ^ f c . <•,.), 

#2 = \Pi* bLi+l9 VLÍ + 2, ykj + n Xk,i + 2- rk, mk). B3 = [x : v duáinc k inter

valům množiny B2] (/ = 1, 2, 3; k = 1, 2; i = 1, 2. 3, . . . ) . 
A(d) = B, u B2 u B3, kde B2 = {dLmk. dx. dik, d\Y B2 = í/v tf/.:,,, b,.,-,-;-

•vA.i+i - y/t, i + 2- 'V /77AK -̂ 3 = í-v '• -v duálně k intervalom množiny B2) (I = 1 .2 .3 : 
k = 1.2; / = 1,2,3, . . . ) . 

3.2. ÍNech Rí9 R2 sú 1'ubovoFné kongruencie na S. Potom /\, < R2 tedy a len 
vtedy, keď A(R}) a A(R2)9 A(RX) #= A(B2). 

Tvrdenie je zřejmé. 

3.3. Medzi kongruenciami R(v), ve A platia íieio \zťahy (index i prebieka n^o-
žinu všetkých prirodzených čísel): 

R(Pi) < R(ai\* R(Pt) < R(b,), 

R(hiAA < R(ai). R(ai{]) < /?(/>,.). 

R(xi+i) < B(xř), BOi+i) < R(YÍ). 

R(yi+Í) < R(x/), R(x[+Í) < /?(v,.), 

R(at) < R(Xi). R(bi) < R(yi). 

R(rt) < /?(//), / = 1.2. 

R(Pl) < R(c)9 R(y2) < R(ci R(rJ 

R(Pí) < R(dl R(x2) < R(dl R(ri) 

Ak v,, v 2 E A. R(v<) < R(v2)9 potom tento vzťah možeme dostat" z o \zťaho\ (3.3. h 
až (3.3.8), alebo z analogických, vzťahov týkajúcich sa duálnych intervalo\. pomoeou 
tranzitivnosti relácie kongruentnosti. 

Dókaz vyplývá z 3.2 a 3.1. 
Zaveďme následujúce označenia: 

Kj = [R(ail R(hi+l)\ (i = I. 3. 5. . . , ) , 

R2 = {R(bi). R(ai+X)} (i = 1.3, 5, . . . ) , 

(3 .-<A) 

/ 1 "• ~' . 
•v J . . . < . — 1 

(3.3.3) 

(3.3.4) 

(3.3.5! 

(3.3.0) 

/?(<•). (3.:-.7) 

/?(</>. (3.3.Hi 

* Píšeme Ría,-) namies to R(aki), k -• 1 , 2 , 3 ; analogicky \ dalších případ 
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R3 = {*(*,)} ( i = 1,2,3,. . .), 

*4 = Wy/)1 ( i = V2,3, ...). 

Pře příslušné duálně intervaly používáme označenie Fí, R2, R3, R^. 
Nech R je množina všetkých kongruencií tvaru P(v), ve A, v =# /?,-, v 4= T-. 

i = 1,2, 3, .... nech R1 je množinový súčet množin P,, RJ, i = 1, 2, 3,4, R2 = 
= Ř - R1. 

3.4. Nech / e (1, 2, 3, 4}. Nech N<=R,, N =j= : . Potom A/ obsahuje najváčší 
prvok. 

Tvrdcnie platí podía (3.3.2), (3.3.3). 
Analogické tvrdcnie platí, ak NczRh N -#•.-. 

3.5. Veta. A A R = u R/, kde {/?,.] c :R , potom R je zjednotením konečného počtu 

kongruencií z množiny {/?,•}• 

D o k a ž . Keďžc R = R1 u R2 a keďže R2 je konečná množina, všetky prvky 
z [R/J, s výnimkou konečného počtu paíria do Rl, t. j . do niektorej z množin 
/V,- = Ry n {/?.}, V) = R; n {R/], f = V 2, 3, 4. Tvrdenie vyplývá teraz z 3.4. 

3.6. Veta. Nech R je 1'ubovofná kongruencia na S. Potom R = Rí u R2, pričom R, 
/v zjednotením konečného počtu kongruencií patriacich do R a R2 je zjednotením 

určitých kongruencií tvaru P(Pf), R(pj). 

D o kaz . Nech A2 je množina všetkých intervalov /?,-, /?•, i = 1, 2, 3. ..., ktoré sa 
anulujú v kongruencií R, nech A, = (A(R) n A) — A2. Zrejme platí R = Rr u R2, 
kde R, = u /?/(r), R2 = u P/u), pričom v prebieha množinu Ax a w prebieha 
množinu A2. Keďže (R/(v)} c :R , je podlá 3.5 R, zjednotením konečného počtu 
kongruencií z množiny {R/(v)}. Tým je naše tvrdenie dokázané . 

V nasledujúcej vele používáme rovnaké označenia a předpoklady ako v od
sekli 3.6. 

3.6.1. Nech A3 = {/?/, h\, rn,, w,', /-,, r/} (/ = 1, 2, 3; / = 1,2). Ak Ax - A3 /c 
neprázdná množina, potom móžeme volit Rx. R2 tak, že R2 je zjednotením konečného 
počtu kongruencií R,(D), HeA2. 

Tvrdenie vyplývá zo vzfahov (3.3.1), (3.3.2), (3.3.5), (3.3.7), (3.3.8). 
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О Т Н О Ш Е Н И Я К О Н Г Р У Е Н Т Н О С Т И В С В О Б О Д Н О Й С Т Р У К Т У Р Е 

К атари на М о < I н а р о в а 

Ре п о м е 

Пусть структура 5 РР (2 + 2) — свободное произведение двух цепей и * которых кажтам 

содержит два элемента. Структура 5 была описана в [3]. В статье исследуются отношении 

кош рузптнссти в структуре 5. 

В § 1 доказаны вспомогательные теоремы с̂ б отношениях кош рули нос» п в общих ерчк-

;урах. Пусть Р{ (соотв. Р-)-- множество всех простых интервалов (сося в. интервалов .V/. , 

ТА О \'/Ч ,. Тд./. к — 1,2;/ '= I, 2, 3, ...) структуры 5 (смысл этих обозначении прмв; юн п ;л 

чале $2, с гр. 112; там гакже приводятся обозначения для простых интервалов сгруюры ' 

которыми пользуемся в дальнейшем). Обозначим А Р{*и Р-. Пусть Р{г) бу лет для с -

= д-, г 6/1 наименьшим из отношений конгруэнтности /? па Л\ в которых аннулир\ „ гея 

;ю .ервал/", т. е. в которых .V у(Р). Пусть Л(г) множество тех ин!ервалов из множества ; 

которые аннулированы в отношении конгруэнтности Р('). Каждое отношение кош р\еп тлосл и 

па Л'(однозначно определено множествам всех интервалов и с А. аннулирован.мыч в /С: в ч а е 

мо, ти каждое отношение конгруентмости К(г) одпошачно определено множеством .-.(••) 

(если интервал / = а.Ь структуры Л" аннулирован в отношении кош р\эн гноем м /\(/*') по о^м 

или а) а -- /?, или б) I/ ! Ь и существуют интервалы /( 1ус ^('") такие, чю /, -- а-{~ { . <:, . 

/ = ! //, но а. а, Ь. 

В теореме 3.1 описаны все множества А(-). Пусть /I, = А --А-,, где 12 = •Р;-Р1ч' 1 • Длмсе 

доказан 1,1 теоремы: 

Пусть К произвольное отношение кон. руентности па 5. Тоглл /ч .— ,Ч\ 'С /\ : . где /?, 

является обьединснием конечного числа отношений конгруентноси. /му). \г.\ с~ 4 и У\: 

обьединение отношений конгруэнтности /?(//,-), { и} \ (~А2. 

Пуст ь А з = ', //,•, ///, ///,, т\, г(, г] 1 (/ = 1, 2, 3; / = 1, 2), пусть А ' — Ах А , . Нел и А ' * о 

ю Рх , Ку можно подобрать так, чтобы /?-> было объединением конечною числа огношешн'' 

конгруэнтности /?(//•).{//•; С.А2. 
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