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VPLYV POLGULOVEJ POVRCHOVEJ INHOMOGENITY 
NA UMELE GEOELEKTRICKÉ PRÚDOVÉ POLE 

TIBOR KOLBENHEYER 

Vyšetrovanie vplyvu povrchových inhomogenít na výsledky geoelektric-
kých odporových meraní má pre aplikovánu geoelektrinu bezprostředný 
praktický význam. V zahraniónej a zvlášť v sovietskej literatuře sa preto 
tejto otázko věnuje mnoho pozornosti. Pri jej teoretickom riešení sa prirodzene 
nemožno obísť bez uróitej geometrickej schematizácie tvaru skúmaných 

Obr. i 

inhomogenít, pričom sa pochopitelné volia pokial' možno geometricky naj-
jednoduchšie tvary a pre ďalšie zjednodušenie sa tieto uvažujú v mnohých 
prípadoch buď ako dokonale vodivé, alebo ako dokonale nevodivé. Z geo
metrických tvarov prichádzajú do úvahy predovšetkým tvary gulové, najma 
pokial ide o schematizáciu lokálnych, všestranné obmedzených inhomogenít. 

R 
u 

S 

Obr. 2 

Tvar pologule ohraničenej zvrchu rovinou zemského povrchu (v obr. 1 
a 2), ktorý by v mnohých prípadoch mohol byť priliehavejší a dá sa přitom 
aj teoreticky poměrné jednoducho zvládnuť, rieši sa len pre případ, ked 
niektorá sýtna elektroda je v střede pologule. Preto bolo potřebné tuto otázku 
rozobrať podrobnéjšie a nájsť jej všeobecné riešenie. 

Na obr. 1 a 2 K znamená uvažovánu pologulu o střede O a o poloměre a, 
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A sýtnu elektrodu, P rubovoliiý bod polopriestoru pod rovinou zemského 
povrchu S. Bod P móže byť v oboch prípadoeh b u d vo vnútri pologule K> 
kde specifický odpor je p 2, alebo v okolitom prostředí specifického odporu QV 

Vo všetkých prípadoeh je sýtna elektroda A na zemskom povrchu 8, avšak 
v prvom (obr. 1) mimo pologule (R > a), v druhom (obr. 2) na nej (R < a). 

Potenciál prúdového póla V musí v oboch prípadoeh vyhovovat Laplaceovej 
rovnici a okrem toho tiež dalším okrajovým podmienkam: 

1. Ak V2 znamená potenciál vo vnútr i K, V\ potenciál vo vonkajšej oblasti 
polopriestoru, musí byť na povrchu pologule K 

™-'^ ifflriffl. 
2. Ak n znamená normálu v lubovolnom bode roviny S, na celej tejto 

rovině platí: 

T- - " • 
on 

3. V blízkosti bodu A prechádza V v potenciál bodového zdroja, t. j . 

V ~* "—7 + konšt = -7- + konšt, 

kde Q je specifický odpor toho prostredia, v ktorom sa nachádza bod A (t. j . 
buď Q = QX alebo Q = QZ). 

Riešenie vytýčeného problému sa dá Tahko odvodit z riešenia pre homo-
génny priestor s gulovou vložkou, pretože v tomto případe pole je súmerné 
podlá lubovolnej roviny S přeloženéj bodom A a stredom gule C a podmienka 2. 
je v každom bode takejto roviny splněná, kým podmienky 1. sú splněné 
na celom povrchu gule a podmienka 3. platí v tvare : 

V -> -—~ 4- konšt = -f + konšt. 
2TCZ l 

Pri sýtení v luhovo-Tnom vonkajšom bode A sa dá potenciál vo vonkajšej 
oblasti vyjadriť nekonečným radom [2] 

''. - T + '<" - '» 2 [(„ + i ) .-l-«]^--« P - ( c O S " (,» 
W - = l 

a potenciál F 2 vo vnútri gule radom 

v _ q , „.. V (2n + -)r" 
2 ^^*inJ2:>:z^p^ ™ [(» + 1) x + n\ K»+x 

n = l 
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kde P„(cos tp) znamená n-tý Legendreov polynó:n a x pom^r specifických 
odporov Q2 : gv 

V případe polgiďovej inhomogenity teda pri vonkajšom sýtení (v bode A 
na obr. I) platia vzorce (1) a (2), pričom však 

* = £ • <*> 
Prvý z nich platí pri r ž a, druhý pri r ^ a. 

Skúmajme teraz potenciál v lubovolnom vonkajšom bode Q spojnice O A. 
Tuto spojnicu zvolíme za súradnú os x, kladúc poČiatok do bodu O a orien-
tujúc tuto os tak, aby jej kladný směr súhlasil so smeromO.4. Kladieme OQ = 
= xi\x\ ^ a), pričom x je kladné alebo záporné podlá toho, Či bod Q leží na 
kladnej alebo zápornej časti osi x. Podlá toho však třeba potom tiež klásť vo 
vzorcoch (1) a (2) cos (p = 1, resp. cos tp = — 1. Ak prihliadame ku známým 
vlastnostiam Legendrových polynómov 

Pnil) = L Pn(-X) ~ i " 1)", 

pře potenciál v rubovolnom vonkajšom bode o. na osioA dostáváme zovzorca (1) 

v g , , _ n V n •a2n+1 u\ 
Vl - \R-x\ ± qKX ' L[(n + \)x + n] R»+-x«+-' K ' 

W - = l 

kde kladné znamienko před sumačným znakom platí, ak je x > 0, záporné, 
ak x < 0. 

Tým istým spósobom dostáváme pre body osi x, ležiace vo vnútornej oblasti 
\x\ <; a zo vzorca (2): 

V - ± + w V (2n + " x n
 ( 6) 

K - - R + q x Z [(» + 1) x + n] R»+L • (&) 

n = l 

(Znamienko před súčtom je tu nezávislé od znamienka x.) Kedze v dósledku 
okrajových podmienok vzorec (1) prechádza identicky vo vzorec (2) pri r = a. 
aj vzorce (4) a (5) dávajů tú istú hodnotu pre potenciál v oboeh bodoch x = ± a-

Vzorcami (1) až (5) sme v podstatě vyriešili otázku prúdového póla vzniká, 
júceho pri polgulovej inhomogenite, ak ide o vonkajšie sýtenie. Pre úplné 
riešenie však třeba odvodiť tiež příslušné vzorce pre potenciál v oboch oblas-
tiach pri vnútornom sýtení, t. j . pre případ R < a. Situáciu v tomto případe 
znázorňuje obr. 2, kde A je opať bod sýtenia a P 1'ubovolný bod polo-
priestoru ohraničeného zemským povrchom S. Bod P móže ležať buď vo vnútri 
pologule K (ako znázorňuje obrázok), alebo vo vonkajšej oblasti. 

Potenciál vo vonkajšej oblasti Madame v tvare nekonečného radu: 
00 
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vo vnútri pologule v tvare: 

F a = = - f + 2B..r»P,,(coS9>), 
n-0 

kde An, Bn a qf sú konstanty, ktorých hodnoty zistíme z okrajových pod-
mienok. Vzhladom na známe základné vlastnosti gulových funkcií vyjádře
ných vzťahmi: 

A P n t ^ ] = ArPJfiO* ?)=A ( } ) = 0, 

obe funkcie Vx a V2 vyhovujú Laplaceovej diferenciálnej rovnici, teda je: 

AV1 = AV2 = 0. 

Eahko sa přesvědčíme, že obe tieto funkcie splňujú tiež okrajovú podmienku 

na rovině S, pretože vykazujú rotačnú symetriu okolo osi O A. Funkciu y mó-

žeme rozložiť v rad podfa gulových funkcií známým spósobom takto: 

I = (T2 + R2 _ 2rB cos y ) - T = ^ - ^ P „ ( c o s <p)9 

w=0 
ak r < B} připadne 

91=0 

ak je r > B. Preto v poslednom případe móžeme tiež písať: 

F.-V/Í-*: 
w = 0 

a rad na právej straně tejto rovnice konverguje tiež pri r = a. Z okrajových 
podmienok na ploché K vyplývá najprv vzťah: 

ď Rn A 
% + B ^ - ^ k . <6> 

ÍUlš iu rovnicu pre An a Bn dostáváme p o r o v n á n í m hodnot parciálnych deri-
vácií Vx a F 2 p o d l á r pr i r = a. J e t o t i ž : 

и-=0 
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a z podmienky: 

K \ dr Jr=:a~~ \ drfr^a 
vyplývá rovnica: 

(n+l)q'R» D , (n+l)xAn 

*•+» ~ ***** - V ^ • (7) 

Hodnoty konstant A„ a B„ dostáváme riešením rovnic (6) a (7): 

(2n + 1) q'R" 
(n + l j f x + n ' 

= (n + ! ) ( * - 1) g'R» 
[(n + l) « + w ] a*n+1 

(8) 

Vzhladom na to, že sýtime teraz v bode volného povrchu prostredia o špeci-
fickom odpore Q2, musí v bezprostrednej blízkosti tohto (t. j . pri l -* 0) poten
ciálová funkcia: 

2 
/ 

prejsť vo funkciu: 
Y9 ~ - r + k o n š t » * 

musí teda byť: 

F 2 ~ - ^ | + konst, 

* ' = ìto = * ' S І = ** <9) 

Pre potenciálové funkcie Ví a F2 platia teda vzorce: 

(2n + 1) R» Fl = Щ __ [ ( ? г + ì ) t + ? ф ^ P " ( C O S *> • 
n = 0 

(10) 

oo 

v,- *?{} - <, -1) ^ [ ( , ^ ' >

+ X ^ i ' - ( c o s ' > } • <"> 
n=0 

V špeciálnom případe, ak sýtime v střede pologule, je R —= O, l — r, a preto: 

(2n + 1) R» D , _ . 2 F, _, ^P 0 (cos ^ + V J ^ + ^ > ^ + i P a ( oos y) _, i . 
i f o\ r / ' Z J [w + 1) * + w] r n + 1 r 

«=-l 
a podobné 

F 0 = — — ~ P0(cos w) =- —̂  — — - . 
r a r a 
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Podobné ako v případe vonkajšieho sýtenia móžeme sa aj teraz obmedziť na 
priebeh potenciálu pozdíž spojnice O A, ktorú zvolíme za súradnú os x, orien-
tujúc ju smerom z bodu O k bodu A. Eubovolný bod tejto osi bude mať potom 
kladnu alebo zápornú súradnicu x, podlá toho, ci leží na tej istej straně (od 
středu O) ako bod sýtenia A alebo na opacnej straně. Kladúc vo vzorci 
Pn(l) = í, P„(— 1) = (— l)n, r = ± x, pre potenciál Vx dostáváme vzorec: 

V = + £2 V (-n + -)-fr M2. 

n-=0 

kde kladné znamienko platí pre a? > 0, záporné pre x < 0, pricom v každom 
páde je | x \ ^ a. 

Podobným postupom možno zo vzorca (11) odvodiť vzorec pre potenciál V2 

v lubovolnom bode osi x platný při \x\ g a : 
00 

Fз -_ „qlт* - (* - 1) Y г/ ^+^Г. J- (13) 
2 * l ІÄ — я v ' Z J Г ( n + П и + rala^+Ч v ' n = 0 

Nezaoberali sme sa doteraz ešte otázkou konvergencie odvodených radov. 
Ak vylúcime případ R = a (sýtenie na povrchu K) táto otázka je velmi 
jednoduchá. Vzhladom na známu vlastnost Legendrových polynómov: 

P„(cos <p) ž 1 

konverguje rad na právej straně vzorca (1) [a spolu s ním rad (4)] absolutné 
pri všetkých hodnotách <p ak: 

a2 , , , . . a2
 I K a 2 

X 7 < 1 , t. j . r > - resp. |*| > - , 

kým rady (2) a (5) konvergujú pri r < i?, připadne | # | < iř. Právě tak možno 
dokázat, že rady (10) a (12) konvergujú absolutné a nezávisle od <p pri: 

r > R resp. | # | > R 
a rady (11) a (13) pri 

r < - - resp. M > - g -

Pri vylúčení případu sýtenia na ploché K konverguje teda každý z týchto 
radov v oblasti, pre ktorú platia příslušné vzorce, ktoré sme odvodili pre po
tenciál. To isté však platí aj o konvergencii radov vznikajúcich derivováním 
radov pre Vx a V2 podlá r, ci už ide o sýtenie vo vonkajšom alebo vo vnú-
tornom bode a správnosť postupu, ktorý sme volili, sa tým dodatocne po-
tvrdzuje. 
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Z hradiska niektorých, v praxi používaných usporiadaní elektrod, kde vzdia-
lenosť medzi potenciálovými elektrodami je malá v porovnaní so vzdiale-
nosťou sýtnych elektról a priemorom inhomogenity majú význam aj deri-
vácie radov (4), (5), (12) a (13) pódia premennej x. Pri vonkajšom sýtení je: 

00 

dVt R — x __ « - 1 V (n + 1) na2n+1 
iť — x _ x - l V 

= q Í Ї Г — p Ť ? — - Z 
_?.=-_ 

_.,(2rø + 1) o;""1 

dá: " ' |/ř — a f ' ' Í. Z J i ('/z + l)x + n] _R»+ 1etw + 1 

(l.Г Z_ |"(n. -f- i ) « 4- я] it» + 1 ' 
n = l 

«_í__-><-£_>^_><_ - _ - > 

[14a) 

Obr. 3 

pri vnútornom sýtení: 

_ _ _ т _ ү (n+ I)(2._ + 1)B» 
dæ _a Z i [('« + 1) x + w] .x" ' 

n = 0 

ІF 2 ( R - x ү i w(и + l)_ť*x"-1 \ ү n(и + 1 )_,x»-i \ 
( * ~ 1 ) Z г ( n + - ) * + n]a«-+-Г ( W b ) dx ~ l \\H - rif V * " ; Z i [(n + 1) x + n] a*»+1f 

Z velkého poctu prakticky možných a zaujímavých prípadov ako příklad 
na použitie odvodených vzťahov uvedieme vzorce pre zdánlivý specifický od
por pri sondovaní Wennerovou a Schlumbergerovou metóiou, ak střed son
dáže je v bode O. Za jednotku dížky volíme poloměr a. 

Pri sondovaní pódia Wennerovej schémy (obr. 3) označme vzdialenosť po
tenciálových e lekt ió i MN = f ( = AM = NB). Je teda: 

-» = }*. * - } * > 
a ak f vzrastá postupné od £ = 0 ku £ -> oo, postup možno rozdeliť na t r i 
etapy. V prvej etapě je £ < f (vnútorné sýtenie) a tu potenciálový rozdiel 
VM — Vn odvodzujeme zo vzorca (13). Jednoduchou úvahou dostáváme vzťah: 

• r „ _ F „ _ ^ _ , . ( , _ I ) g P j ; ( » p . <•+»«•• 
2(я + 1)« + 2w + 1 ' 

n-0 

Matematicko-fyzikálny časopis IV, 4 233 



a preto pre zdánlivý specifický odpor ~Q platí vzorec: 

n«=0 

V druhej etapě je: 
| < f < 2 

(ide teda o vonkajšie sýtenie) a pri výpočte potenciálového rozdielu na elek
trodách M a N vychádzame zo vzorca (5). Dostáváme: 

00 

y Tr 8qx V 4n + 3 _ qx ү 
~VN~~TL~ <n{2{n + 1) x + 2n + 1] 

n=0 

X 

Obr. 4 

ZdanUvý specifický odpor je daný vzorcom: 

4n + 3 =^2 
n = 0 

3*«[2(n + 1) x + 2n + 1] 

a je nezávislý od vzdialenosti elektrod. V tretej etapě je £ > 2 a příslušný vzo
rec pre zdánlivý specifický odpor odvodený z rovnice (4) je: 

e ~ e i l + 3£3 Z \ 3 / [2(n + 1) K + 2n + 1] **•/' 
n=0 

Z něho vyplývá, že pri £ -> oo zdánlivý odpor sa asymptoticky přibližuje hod
notě QV 

Pri Schlumbergerovej schéme (obr. 4) vzdialenosť sýtnych elektrod označme 
AB = 21, malú vzdialenosť medzi potenciálovými elektrodami MN = 2A. 
V intervale 0 < Z < 1 ide o vnútorné sýtenie a v dósledku toho vychádzame 
zo vzorca (13). Dostáváme najprv: 

v i/ A f A o, iv V (n+l)ž2»+ 1.4»»+* 1 

Пte-0 
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a vzhladom na neskorší přechod A -» 0 móžeme v tomto vzorci zanedbat 
druhé a vyššie mocniny A: 

T^-Yw = - F - [ l - 2 x + l J-

Pri tomto usporiadaní zdánlivý odpor je: 

f 2t»(« - 1 ) 1 
= g 4 2^+1 ]• 

-cl-íF^-Fw) 
27. zl 

Obr. 5 

Ak je l > 1, sýtne elektrody prechádzajú do vonkajšej oblasti a pre po
tenciál v bodoch M a N platí vzorec (5). Ak opáť zanedbáme členy s vyššími 
mocninami A, potenciálový rozdiel v týchto dvoch bodoch je: 

12 кqA 

a zdánlivý odpor 

VM VN {2K+1)1* 

— 3KQX 

Q =
 2K+ 1 

je nezávislý od l a vždy odlišný od QV okrem triviálneho případu K = 1. 
Vzorec (1), připadne (4) sa dá tiež použit na výpočet efektu polgulovej 

jamy. V tomto případe kladieme « = ooa pri súmernom usporiadaní (obr. 5), 
pri ktorom 

Z = y A B > ì ж N = L>a=l, 

velkost efektu je: 

Q - Qi = Qi 
Џ 

l*Lz 2. 2n+ 1 

n = 0 
2 ( Ä + 1) fr»Ьг*' 

Došlo dňa 17. V. 1954. 

Geofyzikálně laboratórium Slovenské] akademie vied, 
Bratislava 
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ВЛИЯНИЕ ПОЛУШАРОВОЙ ПОВЕРХНОСТНОЙ 
НЕОДНОРОДНОСТИ НА ИСКУССТВЕННОЕ ГЕОЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ 

ПОЛЕ 

ТИБОР КОЛБЕНГАЕР 

Выводы 

Точно решена проблема влияния поверхностных неоднородностей на искус
ственное геоэлектрическое поле, образующееся при точечном питании, для 
случая полушаровой неоднородности, определяемой плоской поверхностью 
земли. Проблема решена при применении бесконечных рядов с помощью шаровых 
функций. Выведены формулы для потенциала внутри полушария и в остальном 
однородном полупространстве. При этом точка питания находится в любой 
точке земной поверхности. Исследован ход потенциала на соединительной линии 
центра полушария и точки питания и выведены формулы, выражающие, ход 
теоретических кривых зондирования для методов Веннера и Шлумбергера, если 
центр зондировки находится в центре неоднородности. Выведена формула выра
жающая величину эффекта полушаровой ямы при симметрическом расположении. 

Zusammenfassung 

Der Einfluß einer halbkugelartigen Inhomogenität auf das künstliche geoelektrische 
Feld einer punktförmigen Stromquelle wird für den Fall, daß der Mittelpunkt der Halb
kugel an der ebenen Erdoberfläche liegt, durch .Reihenentwicklungen nach Kugelfunktio
nen gelöst. Für das Potential im Inneren der Halbkugel sowie im übrigen homogenen 
Halbraume werden Formeln abgeleitet für den Fall, daß sich die Stromquelle an der 
Erdoberflläche befindet. Insbesondere wird der Potentialverlauf auf der Verbindungs-
geraden der Quelle und des Mittelpunktes der Halbkugel geprüft. Es werden Formeln 
für die Berechnung der theoretischen Widerstandskurven abgeleitet, die sich auf die 
Wennersche und Schlumbergersche Elektrodenanordnung beziehen, wobei voraus
gesetzt wird, daß der Sondierungsmittelpunkt mit dem Mittelpunkt der Halbkugel 
zusammenfällt. Schließlich wird der Effekt einer halbkugelartigen Grube bei symmetri
scher Elektrodenanordnung betrachtet. 
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