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M a t e m a t i c k ý časopis 18 (1968), N o . 4 

О СДВИГАХ ПОЛУГРУПП III 
ПРЕОБРАЗОВАНИЯ С УВЕЛИЧИТЕЛЬНОЙ 
И ПРЕОБРАЗОВАНИЯ С НЕПРАВИЛЬНОЙ 

СЮРЪЕКТИВНОИ ЧАСТЬЮ 

ПАВЕЛ ГОРАЛЬЧИК (РАУЕЕ ООКАЕС1К), РгаЬа 

В этой работе заканчивается описание структуры сдвигов полугрупп 

с единицей, начатое в [1] и [2]. Не рассмотренными остались по существу 

преобразования двух типов; их изучению отведены соответственно первый 

и второй пункты работы. В конце приводится теорема, которая, избавля

ясь от требования наличия единицы, дает описание внутренних сдвигов 

полугрупп вообще. 

1. В вопросе о том, является ли данное преобразование / множества X 

сдвигом некоторой полугруппы с единицей, важную роль играет мно

жество б/, состоящее из тех элементов ж е 1 , для которых существует 

в X бесконечная последовательность {хк}к™г такая, что 

(1) / ( т ) = х, /(хк+1) == хк для всех к ^ 1. 

Множество ^/ может быть как пустым, так и непустым, в зависимости 
от преобразования /. Назовем это множество сюръективной частью пре
образования / . 

Для любого преобразования <7, перестановочного с /, будет 

(2) $ЯА <= Я/-

Действительно, с каждым х е ^^ содержится в ^^ последовательность 
{хьУхч удовлетворяющая (1), причем 

Дд{х1)) -- д(Лх1)) = д(х), ДдЫ+1)) = д(/(хк+1)) = д(хк) 

для всех к ^ 1, следовательно, д(х) е ^^. 

В частности, /[$/] <= ф/, но прямо из определения следует, что 

(3) тл = Яг 
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Предположим сейчас, что на X дана полугруппа с единицей е, для 

которой Р и О системы соответственно левых и правых сдвигов, и пусть 

Обозначим ^/(е) пересечение ^{ с компонентой еднеицы Е/(е). 
Если ^^(е) ф 0, то тэкже ^;(x) Ф 0 для любого х е X, где ^/(x) = Е/(х) Г.. 

Г^^/. Действительно, для дх е С? такого, что <7.г(е) = #> имеет место 
Ух[Е/(е)] с -Е/(ж), откуда, в сочетании с (2), дх№г(е)] <= ^/(x). 

Таким образом, предположение непустоты ^^(е) позволяет ввести для 
всех х е X характеристику 

(4) и(х) = гшп {п : /п(х) е ^/, п ^ 0}. 

В силу (2) для всех х е X должно быть 

(5) и(е) ^ и(х). 

Лемма 1. Если ^/(е) Ф 0, то для каждого п ^ 0 

(6) 0(^е)+п{е)) = д/и 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х — произвольный элемент из ^^. Вместе 
с х содержится в ^^ последовательность {х^}^г, подчиняющаяся (1). 
Для д из О такого, что д(е) = хи{е)+п, будет 

д(/*Ю+*{е)) = !и^+п(д(е)) = Д^+п(хи{е)+п) = х, 

тем самым ^^ с 0(Д(е)+п(е))ф 

Обратное включение непосредственно следует из (2). 

Преобразование / отображает каждую из своих компонент в себя,, 

поэтому, в силу (3) 

(7) тт = ^Ле). 
00 

Лемма 2. Если для некоторого ЬизГихеНо = \^ [/«(«)+*(*)] имеет 
к О 

место 

(8) Ь о Дх) = / о 1г(х) = х, 

то равенство (8) верно для всех х е ^^1 и / взаимно однозначно на ^^. 
Д о к о з а т е л ь с т в о . По лемме 1 0(х) = ф/, если х = Д(е)+к(е) для неко

торого к ^ 0, т. е., если хеНо, следовательно, для произвольного у 
из ^/ найдется д из О такое, что д(х) = у. Но тогда Ть о /(у) = 1ъ о Дд(х)) = 
= д(к о Дх)) = д(х) = у и также / о Цу) = у. 

Отсюда в частности следует, что, если Е/(е) содержит цикл %е, то %е 

= ^^(е), и все множество ^^ состоит из циклов, порядки которых являются 
делителями порядка 2е. 
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Сдвиги этого типа подробно рассмативались в [1]. 
Чтобы исчерпать класс преобразований, все компоненты которых пере

секаются с ^/, остается рассмотреть случай преобразования / не взаимно 
однозначного на ^/, и не являющегося отображением X на себя, так 
как класс сюръективных преобразований рассматривался в [2]. 

Теорема 1. Пусть / — преобразование множества X, все компоненты 

которого пересекаются с ^^, причем / не взаимно однозначно на ^/ и не 

является отображением X на себя. 

Для того, чтобы / было сдвигом полугруппы с единицей, необходимо 
и достаточно, чтобы существовал элемент е е X такой, что 

1) компонента Е/(е) не содержит цикла, 
2) и(е) ^ и(х) для всех х е X, 

3)/[<?/(е)\Я0] = <2,(е), где Н0 = (} [/-»+»(*)]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. Отсутствие цикла в Е;(е) является 
следствием леммы 2, необходимость второго условия отмечалась в (5). 

Третье условие состоит в том, чтобы для каждого т ^ 1 существовал 
в^^•(е) элемент Я, отличный от / г*( е>+ т - 1(е),и такой,что /(I) = ^и(е)+т(е)т До
пустим, что оно нарушается, т. е. 
(9) для определенного р ^ 1 предположение Д1) = /и(е)+р(е) для Ь е ^^(е) 
влечет I = /«(«>+.р-1(е). 

Для д из О такого, что д(е) = /(е), будет 

(10) д(р(е)) = /*+-(е) = /(/*(«)) 

для всех к ^ 0. 
Пусть {хк}™ — последовательность со свойством (1) для элемента х = 

— /«(е)(е) е ^/(е). Для а?1 будет, в силу (2), дР(х{) е ^^(е), поэтому из 

(И) / о др(х!) = др о Дх1) - д* о р«)(е) = ^)+Р(е) 

вытекает, в силу допущения (9), что 

(12) др(х!) = /*Ь)+Р-Це). 

Далее, /*(«> 0 дР(хи(е)+1) = др о/и(ецХи{е)+1) = дР(х1) == /и(е)+р-це)^ следова

тельно , 

(13) д»Хи(е)+1 е / и(е)[/и(е)+Р-1(е)] п 0 / ( е ) . 

Обозначим 7* == /-*[/«-(е>+р-1(е)] П $/(е). Для * е VI из / 0 дг($) = 
— д о/(I) -= дг о /ю(е)+:Р-1(е) = /и(е)+р(е) вытекает, в силу (9), что д(1) = 
== /«(е)-*у-1(в)# 
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Пусть для к > 1 и для всех Ь е Vи будет д(Ь) е Vк-\. Д л я * 6 ^*+1 
имеем / о 0(*) = 0 о/(*) е 7*-1, так как /(0 е 7*, то #(*) е Г . Значит, 
^[71] = [/и(е)+р-щ] и ^ [ ^ + 1 ] с: V* для всех & ^ 1. Отсюда следует, что 

(14) д!с[Гк] =/и(е)+р-1{е) 

для всех к ^ 0. 
Пусть сейчас преобразование А из I/7 такое, что А(е) = #М(е)+1- Д л я н е г 0 

будет, учитывая (13) и (14), 

Щи(е)+р(е)) = Цди(е)+р{е)) -= ди(е) 0 дР(Хи(еН1) = /и(е)+р-Це); 

Таким образом, для I = /и<«)+:Р(е) е # о 

/ о Л(0 = / о /и(е)+р-Щ = /и(е)+р(е) = *, = 

ь о т = А о 0(0 = 0 о ад = 0 о /и(е)+р-Че) = *. 

В силу леммы 2 преобразование / взаимно однозначно на ^^, что про

тиворечит предположению теоремы. 

Достаточность. Условие 3) теоремы равносильно существованию опре

деленного на ^/ преобразования Ь такого, что 

(15) / о Ь(1) = Ь для всех I е ^/, 

причем 

(16) тл с 0/\яо. 
Определим рекуррентно множества 

Н± =/-1[Я 0 ]\Яо, Яп+1 = / _ 1 [ # я ] Для л ^ 1, и пусть Г ш ,^ означает 

множество тех 2 из Нп, для которых /й(#) = /«(«>+я-(е). 

Для А, удовлетворяющего (15) и (16), имеет место 

(17) Ц_Тт,п П ^/] с Гт^+х для всех га, я ^ 0, 

и для преобразования / будет 

(18) 1[Тт,п] <= -Г^,м-1 вдля т ^ 0 и п ^ 1, 

{19) /[7™, о] = -Гп+1,о вдля всех га ^ 0. 

Обозначим далее через-КГ множество всех элементов I таких, что/м^)(0 6 

е Я 0 . Значит, I е К тогда и только тогда, если / м ^ ( 0 = /и(е)+т(е) д л я 

некоторого га ^ 0. 
В таком случае положим 

(20) й(«) = и(е) +//г — гг(га). 

Легко видно, что 1и^е)(1) = /«<«)+«*(0(в) для каждого г е I?. 
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Пусть ^т для т > 0 означает множество всех I е К таких, что Л(1) = т. 
Наконец, пусть У?п = у /"*Г/П(е)] п -^ Д л я в с е х ^ > °. Очевидно, если 
т < п, то IV™ с: ТГЯ. 

Определим сейчас по нидукции порядок Р на _ЙГ: I. Полагаем еРе, тем 
самым упрядочено по Р множество Т^ = [е]. 

И. Пусть Р определен уже на Шп. Рспространим Р на №п+1 рекуррент-
но, полагая /п+1(е) Р /№+1(е), п ири предположении, что Р определен уже 
на Жп+\ П ^^с для всех &, для которых 7 1 + 1 > й ^ $ + 1 и (И̂ я-иАТГп) П 
П 2У5 Ф 0, для всех х е \Уп п Х$ и у 6 (И г̂+ЛИ г̂) П 1^ полагаем жРуг 

для х, у е (И -̂нДТГя) П Х5 таких, что Дх) + /(?/) полагаем хРу, если 
Дх)Р Ду), и 2/Рд; в противном случае. Наконец, для 2 е (ТГЯ-ЦДТГП) П 2./8+1, 
в случае непустоты /_1[г] пусть Р будет произвольный линейный прядок 
н а / - - И . 

Таким образом построенное отношение частичной упрядоченности 
Р на множестве К согласованно с /, т. е. хРу влечет всегда /(х)РДу), 
кроме того для всех т ^ 0 множество ^т упорядочено по Р линейно, 
и /т(е) наименьший по Р элемент в ^т. 

Определим сейчас на основании Р квазипорядок А на множестве К: 
Положим хАу в том случае, если при й(х) ^ й(у) имеет место хР/а(х)~а(У)(у), 

и при й(х) > й(у) имеет место /а^)~а^)(х)Ру. 
Ясно, что любые два элемента сравнимы по А. Кроме того, хАу влечет 

/т(х)А/п(у) для любых т , п ^ 0. 
Если хА% и (Ах, то 

(22) рЩх) = /*<*>(*) 

Действительно, пусть Л(х) ^ <1(1). Тогда одновременно хР^х)~лЩЬ) и 
$а(х)-й(ь)(1)рх, следовательно, х = /<*(#)-й(0(г)5 откуда получается (22). 

Отметим попутно, что, если I е Но и хеК, то также имеет место 

(23) /*<*>(*) =$т)(х). 

Действительно, если I е .Но, то I =/аЩе), поэтому / а д ( 0 -=/й^+й^>(е) = 
= ут-Ме) 0}и(е)+а(х)(е) ==/*(*>-«<«> о/и(е)(#) = /<*<'>(#), учитывая, что й($) ^ и(е). 

Сейчас уже можно в явном виде определить системы преобразований 
Р = {/г} и б = {^}, служащие системами сдвигов для полугруппы с еди
ницей е, т. е. преобразования из Р будут перестановочными с преобра
зованиями из бг, и для элемента е будет Р(е) = Сг(е) = X. Притом наше 
преобразование / будет элементом Р. 
Для х е К 

/* п\ __ //й ( 0(#) е с л и *-4#» 
"" \ / а д ( 0 если Ы с или * б Х\#. 
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(Совместимость вытекает из (22).) 

Д л я х е Тр,д\К 

/*(*) = *. 

/ж(*) = Ыорю+р{1) для г Ф е. 

Д л я ж 6 Х\_5>(е) 

/с(0 = ж д л я всех I е X. 

Д л я у е К, у * е 

(/*(*) (у) если й4у, 

/<*(*/)(*) если у4*, 
Ъ,п 0 ]и(е)+т(у) д л я ЬеТт,п\К, 

I для * е Х\Ег(е). 
Преобразование <7е тождественно на X. 

Для у е Х\К 
Ш(ь)(у) для г е К, 

ду(Ь) = Ып0}и(еНт(у) д л я Ь 6 2 ^ ^ , 

I* для г е Х\Е/(е). 
Легко видеть, что /х(е) = дх(е) = х для всех х е X, причем / = / / ( е ). 

Остается показать, что при любых х, у е X преобразования /х и ду пере
становочны. 

(I) Пусть х,у е К, и, ради определенности, хАу. 
а) Если Ыу, то /г(*Му, ^(/«(0) = Ф О + й ( 0 , поэтому ду 0/х(1) = 

=- }Жх)+ац)(у)% с другой стороны, ду(1) = /<Щ)(у)у и , так к а к хА/аЮ(у), 
то /* о ?„(*) = /<*<*> о </*(*) = /<н*нт(у). 

б) Е с л и ?/\4г, то также # 4 # , поэтому хАду(1) и уА$х(Ь), следовательно, 
ЛовКО =^х)^у) = дУои(ь). 

в) Если 1еТт,п\К, то /г ̂  1, дг_/(0 = А?г о/"<е>+™(г/) и, в силу (16), 
<7У(0 ^ 7^, поэтому 

/* о ду(%) ; о о / (у) - уи(е)+т+а(х)_п{у) е с л и п ^ й(х^ 

Если я >й(х), то /*(*) = /<*<*>(*) е Тт,п.а(х)\К, поэтому 

Л о/*(0 - Ъп-^х) 0}Ме)+т(у)л 

Если гг ̂  ф ; ) , то /х(1) е Гт + й(аг)-п?о, т. е. /х(1) е К и й(/в(0) = и(е) + 
+ т + й(х) — п, поэтому 
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Яу ° М*>) = /и(е)+т+Л(х)-п{у). 

г) Если I е Х\Е,(е), то /_(.) е .ВД(е), и перестановочность / , и Л три
виально следует из тождественности ду на Х\Е?(е). 

(II) Пусть а; е К, у е Х\К. 

а) Если * е * , то также /х(_) е * . с?(/в(<)) = ф:) + ф ) , и д, о Д ( 0 = 

= ры+ащу). в то же время Л (*) = /ОД^), и , т а к к а к уа<.,(у) 6 ^ т о л ь к о 

тогда, когда /*Щу) е Н0, то будет 

к о </_,(.) = /«<*> о ду(1) = /<Нх)+а(1)(у). 

б). Для I е Тт,п\К в точности повторяется (I, в), 
в) Для I е Х\Е/{е) рассуждаем, как в (I, г). 
(III) Пусть х е Тр,д\К, у е К, у ф е. 

В силу того, что тождественное преобразование перестановочно с лю
бым преобразованием, оставляем в стороне случай у = е. 

а) !% ° Яи(е) = Му) = А« о /и(е)+р{у) = 9у{х) _______ д у о д ( е ) 

б) Если * 6 К, I * е, то /.(*) = А» 0 /«<е>+*(0 $ ̂  т е Т п о _ 

этому дуоМ1) = Ъд°/а{е)+р+аМ(у). С другой стороны, 

?„(о = /-* ( %) е с л и *АУ, 
УК ' Ьа^(1) если уА1, 

* а Н) = [Ы ° !Ме)+р+т{у) если Му, 

/ х ° ^ \Ав о /̂ >+*ж*(з/)(г) = Ы 0 уью^+оддо е с л и у 4 „ , 

так как, учитывая (21), 

/«(*)+<.(./)(,) = /«(«)+_.(_/)+й(.)(е) = уи(е)+а(0{у), 

в) Если I е Тт,п\К, то 

/,(.) = А? 0 /и(е)+р{{) <= |7'»».»+«-«(«)-» если я > и(е) +р, 

\Тт+р+и(е)-пл если га < и(е) -\-р. 

В том и другом случае /_(„) ^ К, поэтому 

дуо/М) = (А»+^<*>-» о/и(е)+т{у) е с л и „ > ц ( е ) + 

\НЯ о р«(е)+т+р-п{у) е с л и п ^ ц ( е ) + р > 

С другой стороны, 

(/>+*-«<«>-*> о /^)+т{у) е с л и „ > 
Л о ду(1) = ЬЯ 0/и(е)+р 0 Ьп 0 {и(е)+т{у) ___. I > м ( е ) + ^ 

^о/2«(е)+т+г,-» ( 2 / ) е с д и л ^ м ( е ) +р^ 
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г) Для I б Х\Е{(е) рассуждаем, как в (I, г) 
(IV) Пусть х е ТР,,\К, у е Х\К. 
Проверка этого случая по существу ничем не отличается от предыдущего, 

даже немного упрощается в пункте б). 
(V) Пусть х е Х\Е/(е), ^/-произвольное. 
В силу того, что /х постоянная из множества Х\Е/(е), на котором все ду 

тождественны, для всех I е X будет /х о ду(() = х = ду(х) = ду о /х(1). 
Теорема 1 доказана. 
2. Остается рассмотреть класс тех преобразований /, не все компоненты 

которых пересекаются с ^^. Начнем со следующего вспомогательного 
утверждения: 

Лемма 3. Пусть /-преобразование множества X. Если /т(х) = /п(у) 
при т < п, и для некоторого преобразования д, перестановочного с /, 
имеет место д(х) = у, то множество ^/(x) = Е/(х) П ^^ непусто. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для преобразования Д = /»-*»--• 0 д, перестано
вочного с /, и элемента г = / ш + 1 (#) будет 

/ о Ц*) = / о }п-Ш-1 0 д 0 рпЩх) = р+1{у) = у^+1(д.) = 2 > 

/ 0 Д*+1(2) = й* 0 / 0 А(2) = Д*(з), 

следовательно, г е б/. 

Теорема 2. Преобразование / множества X, не все компоненты которого 
пересекаются с ^/, является сдвигом некоторой полугруппы с единицей 
тогда и только тогда, если существует элемент е такой, что для любого 
х е X равенство $т(е) = /п(х) влечет т ^ п. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / является левым сдвигом полугруппы 
с единицей е на множестве X. Если для элемента х выполняется /т(е) = 
= }п(х), то х 6 Е/(е), и, так как ^^(е) = 0, и для правого сдвига дх имеем 
дх(е) = х, в силу леммы 3 должно быть т ^ п. 

Покажем сейчас достаточность условия теоремы. 
Если /т(е) = /п(х), то разность т — п определяется элементом х одно

значно; обозначм ее через й(х). 
Совершенно одинаково, как в доказательстве теоремы 1, можно опре

делить на Е/(е) отношение частичной упорядоченности Р и совершенный 
квазипорядок А. Тогда системами сдвигов Р = {/х} и ( ? = {ду} для тре
буемой полугруппы могут служить, например, следующие преобразо
вания: 
для х е Е/(е) 

Г (Л = \ ^ х ) е с л и 1Ах1 
•М ) |/*<*>(*) если хАг или I е ХЩ(е), 
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для х е Х\Е/(е) 

$х{1) = х для всех I е X; 

для у е Е/(е) 

И*«\у) если 1Ау, 

Л ( 0 = / ^ ( 0 е с л и ^ 
(^ для 1еХЩ(е), 

HJiH ?/ e X\Ef{e) 

9y(t) = 
/«>(*/) M H teEf(e), 
i aJiH í e l \ £ / ( e ) . 

Проверка перестановочности опять сводится к прямым выкладкам. 
Теорема 2 доказана. 

Таким образом, вопрос о том, когда данное преобразование является 
сдвигом полугруппы с единицей, решен полностью. Сейчас мы в состоянии 
избавиться от требования единицы. 

Теорема 3. Преобразование <р множества X являестя внутренним сдви
гом некоторой полугруппы 8 с множеством элементов X тогда и только 
тогда, если оно или является сдвигом полугруппы с единицей, или может 
быть продолжено до такого путем присоединения одного элемента | 
к множеству X и подходящего доопределения преобразования ср на этом 
элементе. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость непоспедственно вытекает из воз
можности внешнего присоединения единицы к полугруппе /5. 

С другой стороны, предположим, что преобразование ф множества 
X = X и {%} является сдвигом полугруппы е единицей, но преобразо
вание <р само не является внутренним сдвигом никакой полугруппы. 

Заметим сначала, что ^^) = ^-, г(х) = г(х), и также, в случае суще
ствования и(х) = т т {п : срп(х) е ^Я)}, будет и(х) = Щх) для всех х е X, 
причем чертой отмечены порядки и уровни, соответствующие преобразо-
вфнию ф. Покажем, что только присоединенный элемент |- может быть 
единицей полугруппы со сдвигом ф. 

а) Пусть не все компоненты преобразования ф пересекаются с ^-. Тогда 
по теореме 2 существует элемент е е X такой, что равенство фт(е) = фп(х) 
влечет всегда неравенство т ^ п. Если е е X, то тем более <рт(е) = <рп(х) 
влечет т ^ п для всех х е X, т. е. <р является, в противоречке нашему 
предположению, сдвигом полугруппы с единицей. Следовательно, е = | . 

б) Если ф (квази)периолично, то для некоторого е е X имеет место 
Ще) ^ й(х) и г(е) делится на г(х) для всех х е X. Опять, в случае ее X 
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было бы преобразование <р сдвигом полугруппы с единицей, значит, 
е = {. 

в) Если все компоненты преобразования ф пересекаются с ^ - и притом ф 
не взаимно однозначно на ф~, то опять для некоторого е е X выполняются 
условия 1.—3. теоремы 1. Притом в случае ееХ выполнение условий 
1. и 3. равносильно их выполнению для <р, и выполнение сверх того усло
вия 2. означало бы, что <р является сдвигом полугруппы с единицей. 
В силу нашего предположения опять е = | . 

Таким образом, преобразование ф является сдвигом некоторой полу
группы (X,) с внешней единицей | . Имеет место ф(%) е X, так как иначе 
преобразование <р было бы тождественным и, таким образом, опять сдви
гом полугруппы с единицей. Следовательно, для всех I е X имеет место 

<р(1) = ф(1) = $,(! . *) = фЦ) - *, 

т. е. <р является сдвигом полугруппы (X;), определяемым элементом 
ф(%). Теорема доказана. 
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