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MATEMATICKO-FYZIKÁLNY Č A S O P I S SAV, VIII, 3 — 1958 

POZNÁMKA K VĚTÁM EMMY NOETHEROVEJ 
M I K U L Á Ř B L A Ž E K, Bratislava 

V jednotlivých častiach fyziky možno odvodit z Hamiltonovho principu 
najmenšieho účinku, prí vhodné zvolenom lagrangiéne, pohybové rovnice a z ich 
invarianénýeh vlastností příslušné zákony o zachovaní. Noetherová ukázala [1], 
za akých podmienok možno odvodit zákony o zachovaní priamo z invarianc
ných vlastností variacného principu. Přednostou tejto metody je, že netřeba 
odvozovat zákony o zachovaní v róznych prípadoch osobitne, ale tieto zákony 
vyplývájú ako speciálně případy zo zákonov o zachovaní, formulovaných vo 
všeobecnom tvare. 

Táto práca je rozdělená t a k t o : V § 1 zavedieme označenia, ktoré používáme 
v ďalšom. V § 2 sa zaoberáme infinitezimálnymi transformáciami. V § 3 uká
žeme, ako obmedzuje lagrangián volbu jednotlivých transformácií. V dalších 
paragrafech (§ 4, 5) odvodíme vety Noetherovej pre případ, že lagrangián 
obsahuje derivácie vlnových funkcíí lubovolného rádu. Niektorými elementár-
nymi príkladmi sa zaoberáme v § 6. 

Starší (póvodný) spósob odvodenia (resp. aplikácie) viet Noetherovej možno 
nájst například v prácach [1], [2] a [3], Novšie odvodenie prvej vety (pre 
lagrangián obsahujúci prvé derivácie vlnových funkcií) je například v [4] 
a podobné (pre lagrangián s deriváciami druhého rádu) je v [5], 

§ 1. .Qznaeenia 

Priestoroéasové súradnice označíme x = xl9y = x2, z = xz, i = -r-- a vlnové 

funkcie ipa{(x, fi — 1, 2, . . ., A). Derivácie funkcie ipa označíme t a k t o : 

dVa(v»)_d __J_)-d'w'-
~dx~; °^' dx;h -°t>v*> 

| | . ip, - dl(,ipa . Vi1, ^ = d^we) (M, v=l, 2, 3, 4). 

O funkciách, ktoré v tejto práci vystupuji!, předpokládáme, že majú také 
vlastnosti, aby užívané operácie mali zmysel (stačí, keď sú uvažované funkcie 
sP°jíté, konečné a jednoznačné). 
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Vztah medzi úcinkom S a lagrangiánom L je nasledovný 

S = j Ld(x), (1) 
Q 

kde 
d(x) = dx± dx2 dx3 dx± (2) 

(Q je určitá 4-rozmerná oblast integrovania). Předpokládáme, že v lagrangiáne 
sa vyskytuje derivácia funkcie ipa rádu a = a(oc) ~ au. Označíme 

d°«wa ~ 
5 = 0°«V-> dx\ dx\ dx% dx\ 

přitom a, b, c, d sú všetky také štvorice nezáporných celých čísiel, ktoré spíňajú 

vztah a-\-bJ
rc-\-d = aa (pre dané aa existuje — (aa + 1) (aa + 2) (aa + 3) 

takýchto stvoříc). Zo zavedenia tohto označenia vyplývá d1 == d^ a pod. 
V lagrangiáne L sa móžu vyskytovat derivácie funkcie y a až do rádu r a . 

Ak stotožníme nultú deriváciu funkcie so samou funkciou, prebieha index aa 

hodnotami aa = 0, 1, . . ., r a . Potom móžeme lagrangián L písat v tvare 

L(x) = L(xp,d°aWJ, (3) 

kde [i = 1, 2, 3, 4; oc = 1, 2, . . ., A; aa = 0, 1, . . ., ra.
x 

Aplikováním variačnej metody na účinok (1) možno obvyklým postupom 
odvodit pohybové rovnice. Ak sa obmedzíme na případy, pri ktorých sa nemění 
oblast integrovania, pričom na jej hraniciach identicky vymiznú variácie vlno
vých funkcií, získáme Euler—Lagrangeove rovnice v tvare 

Ta 

([L]l3L budeme nazývat Lagrangeovým výrazom). 

§ 2. Infinitezimálně transíormáeie 

A. Nech transformácia súradníc x„ obsahuje konečný počet n nezávislých 
parametrov e{ (i = 1,2, . . . , n) 

X(l *"*" Xfl = = Xfl\XV9 eif* 

1 Sčitovanie podlá indexu aa vždy explicitně vypíšeme. Pre indexy //, v, oc, f$ dodržíme 
dohodu o sčitovaní. (Pri sčitovaní podlá indexov <x, (5 třeba sčítat cez všetky navzájom 
nezávislé vlnové funkcie.) 
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Ak tieto transformácie tvoria grupu (ozhačíme ju Gn), móžeme v ďalšom uvažo
vat iba infinitezimálně transformácie 

% = x» + &*„, (5) 
kde 

*X» = Puidei ( 6 ) 

(pre indexy i dodržíme dohodu o sčitovaní). Funkcie ptli úplné určujú uvažo
vané transformácie. 

Infinitezimálnu transformáciu vlnových funkcií, ktorá odpovedá transfor-
mácii (5), zapíšeme v tvare 

V«K) = Va(^) + dW^ (7) 
pricom je 

<ty« = raidei (8) 

(rai sú určité funkcie). Z uvedeného vidieť, že až na veličiny vyššieho rádu 
platí 

dWÁ%) = <fya(&J- ( 9) 

Pre další postup je výhodné zaviesť (podlá Pauliho) tzv. lokálnu variáciu d*y>a 

(pozři například v [4] — [7]). Vzťah medzi dy>a a d*y>a je 

***= d*y>a + dvy>a.dxv. (10) 

Přitom dy>a udává změnu funkcie y>a v dósledku změny jej tvaru i změny 
jej argumentu, a d*y>a udává len změnu tvaru funkcie y>a. Pre deriváciu 
funkcie y>a platí 

<^V« = ^dfly>a + d$vy>a . dxv. (11) 

Dá sa dokázat ďalej [4], že platí 

d^*y)a = d*d„fpa. 

V našom případe zavedieme i transformáciu vyšších derivácií vlnových 
funkcií 

0'"oVÚK) = da*v*(x») + <Wa°V«- ( 1 2 ) 

Dá sa ukázať, že pre lokálnu variáciu, zavedenu podobné ako v případe prvej 
derivácie vlnovej funkcie, platí jednak 

d*daay>a = daad*y>d (13) 

a jednak (analogicky k (11)) 

dd°ay>a = <5*d0a^t + da*dvy>a . dxv. (14) 
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B. Nech transformácia premenných xfl obsahuje N lubo volných a nezávis
lých funkcií Ek a ich derivácie až do rádu rk, t. j . nech 

xf,-> x'!t = x;,(xv,d^:Ek), (15) 

pričom pře dané Ek (k = 1,2, . . ., N) je a.. = 0, 1, . . ., T, . (Ďalšie úvahy sa 
nezmenia, ak předpokládáme Ek = Et.(xfl, d°^ipKX), [1J.) Pre index k dodržíme 
dohodu o sčitovaní; pre index ak vždy vypíšeme explicitně sumačný symbol. 
Nech transformácia (15) tvoří grupu (označíme ju CTOOA). V tomto případe zasa 
móžeme uvažovat infinitezimálnu transformační tvaru (5), pričom 

rk 

dxf( = ^P^kdEk, (16) 

kde SEk značí prírastok (nekonečné malý prvého rádu) funkcie Ek. Tomuto 
odpovedá infinitezimálna transformácia vlnových funkcií tvaru (7), pričom 

xk 

dVa = ^By°kdEk. (17) 

V vraz v Pn/), Rr>1i značia určité funkcie. 
fík ' ak 

C. Lahko sa zistí, že sa pri transformácii (5) objemový element (2) transfor
muje podlá vztahu 

d(x') = A d(x) = (1 + dí(dxp) d(x). (18) 

Ak sa objemový element netransformuje, platí pre jakobián A: 

A = 1. (19) 

§ 3. Transformácia lagranjjiánu 

V ďalšom budeme uvažovat iba tie transformácie súradníc a vlnových 
funkcií, voči ktorým sú Euler—Lagrangeove rovnice (4): [L] L = 0 invariantně. 
Lagrangián sa přitom móže transformovat tak to 

v L'(x') = kL(x) -f- L()(x). 

1° Transformácie, pri ktorých sa funkcionálny tvar lagrangiánu nezmění 
(t. j . L' = L), nazývajú sa symetrické. Hovoříme tu o tzv. tvarovej (alebo 
absolútnej) invariancii [1]. 

2° V případe, že lagrangián priberie faktor (t. j . L' = kL, pričom móže byť 
k = k(x^)), hovoříme o relativnéj invariancii. 

3° Ak L' = L + L{), musí byť [L0]a == 0. Pre to je nutné a stačí, aby sa 
funkcia L0 dala písať v tvare divergencie, t. j . L0 = d^Q^. V případe infini-
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tezimálnych transformácií dostaneme dL0 = d^dQ^. Ak uvažujeme lagrangián 
v tvare (3), nemožno všeobecné zvolit funkcie Q^ tak, aby v nich vystupovali 
derivácie len nižších rádov, než vystupujú v lagrangiáne [8]. Transformácie, 
pri ktorých sa lagrangián transformuje až na divergenciu, nazývajú sa diver-
gencné. V tomto případe hovoříme o invariancii až na divergenciu. 

Úhrnom móžeme povedať tolko: Nech sa pri transformácií (5) a (12) trans
formuje účinok takto 

S = f L(x) d(x) -* S' = f L'(x') d(x'). 
Q' 

Ak sa obmedzíme na transformácie, pri ktorých sú Euler—Lagrangeove rovnice 
invariantně, móžeme lagrangián transformovat podlá vztahu2 

L'(x') = ( 1 + dk)L(x)+dtldQl(. 

Pre funkcionálnu variáciu, zavedenu vztahom 6S = S' — S, dostaneme potom 
vyjadrenie 

dS = f L(x') d(x') - f L(x) d(x). (20) 
Q' 

Zo vztahu (20) vidíme, že pre to, aby pri uvažovaných transformáciách bol 
účinok invariantný (t. j . aby platilo dS = 0), třeba: 

a) ak sa objemový element netransformuje [teda platí (19)], aby bol lagran
gián absolutné (resp. až na divergenciu) invariantný; 

b) ak sa d(x) transformuje [podlá (18)], aby bol lagrangián relativné 
(resp. až na divergenciu) invariantný. V tomto případe musí platit 

L(x') = A-^L(x). (21) 

§ 4. Prvá vela Noelherovej 

Premenné, ktoré sa výskytujú v účinku (1) [s ohíadom na (3)] podrobíme 
infinitezimálnej transformácií (5) a (12). Zo vztahu (20) dostaneme pomocou 
Taylorovho rozvoj a 

dS = j [Ldjx, + dflL . dx„ + £ - J ^ - dd*aVa}d(x). 

Q °a = ° 

V ďalšom zavedieme lokálnu variáciu. Použitím vztahu (14) dostaneme 
ohTaiom na (13)]: 

va 

dS -= f [dtt{Ldxtl) + £ -J±- a c ^ ^ J d(x) (22) 
Q o„ = o 

2 V dalšom nebudeme explicitně vypisoval divergenčny člen daSQn, ale ho zahrnieme 
do vyrazov V,,, resp. Vfli (pozři dalšie paragrafy). 
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(symbol df( značí v (22) totálnu deriváciu). Aby sme mohli v ďalšom vyjadriť 
integrand rovnice (22) v tvare divergencie [až na additívny člen, pozři (25)], 
použijeme identitu: 

- - - — . daa<5*™ = 
dd°a.ya

 Yi 

°a 

- I (-I)fc (?) a"d"~'-°° h a a s — ^ a . - . • «•*•) • <23> 
Qa = 

pričom je ( a ) == — - — — — . V poslednom člene rovnice (22) třeba sčítať 
* ^ \eJ Qa^a-QaY' * V 

výraz (23) ešte podlá aa. Ak použijeme vzťah 

*a °a va 0 a ~ 1 va °a 

2 2 = 2 2 + 2 Z. ^ 
°a = ° Qa^0 o a = 1 e a = 0 °a = °Pa = ( J

a 

móžeme (22) prepísať do tvaru 

d8 = f{d\Ldx» + 
Q 

l 2<-»* £)*—.* K».-.-'fa,,,,,v.-*>•)] + 
+ [£]. • í*».} <*(*)• (28) 

r a °a~"l 

^ a ^ 1 Pa = 0 

Pomocou vzťahu (10) móžeme dosiahnuť to, že v rovnici (25) vystúpia iba 
prírastky dxí( a dipa; v případe konečnéj grupy ich vyjádříme pomocou vzťahov 
(6) a (8). Opátovným použitím vzťahu (24) móžeme (25) previesť do tvaru 

68 = f {cLFw, + [L]a(rai - dtlVa . Pltt)} . de, d(x), (26) 
Q 

kde 3 

V =T t> 4- A 

pričom 

?„ = £«„+ Y. (-^••.•'^•^-así^í. 
0„=- 1 

3 Veličiny Vu$ sa dajú určiť například aj takym spósobom, ktory užívá O. Marx [7], 
pri zavádzaní energie, momentu hybnosti a spinu (pomocou kanonického formalizmu) 
v případe, že lagrangián obsahuje i vyššie derivácie. 
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ØГ.-2 

-- = 2 2 t-1'^1 (7) s'«—" (*•»».-"».a.-. • "•"" •*) + 
Ga=2 ^a=° 

*a ^a- 1 

+ V V (-1)*« (^j a°a-l-Oa (^a - ^ ^ . fai) . 

Zo vzťahu (26) móžeme získať tento výsledok: 
Ak je úcinok (resp. lagrangián, pozři bližšie § 3) invariantný voči grupě Gn, 

t. j . ak 6S = 0, potom (dei sú lubovolné) musí platiť podlá (26) 

[L]a . ( ^ y a . Vui - rai) = d„V„i, i = 1, 2, . . ., w. (27) 

Teda w lineárnych kombinácií Lagrangeových výrazov (4) dá sa písať v tvare 
divergencie. (Pre t o stačí požadovať invarianciu elementu účinku.) Ak sú 
súčasne splněné i pohybové rovnice, t . j . platí [L]a = 0, potom z (27) vyplývajú 
zákony o zachovaní v tvare 

d^Vui = 09 i= 1, 2, . . . , 7 * . (28) 

Z existencie zákonov o zachovaní (28) dajú sa určiť prírastky dx^ a dxpa [1]. 
Získané výsledky móžeme zhrnúť t a k t o : 

Nutnou a postačujúcou podmienkou pre to, aby v uvažovanom fyzikálnom 
systéme bolo splněných n zákonov o zachovaní [tvaru (28)], je: 

1° aby sa dal nájsť taký lagrangián, že vývoj tohto systému prebieha podlá 
príslušnej Euler—Lagrangeovej požiadavky (4) a 

2° aby úcinok (lagrangián) uvažovaného systému bol invariantný (v zmysle 
§ 3) voči spojitej grupě transformácií o n parametroch (Gn). 

Uvedené výsledky platia i v medznom případe nekonečné mnohých para-
metro v [1]. 

§ 5. Druhá veta Noetherovej 

Vyšetříme chovanie sa účinku (1) voči grupě O^N- Analogickým postupom 
ako v § 4 získáme vzťah (25). Prírastky dx^ a dxpa vyjádříme v tomto případe 
pomocou (16) a (17). Miesto rovnice (26) dostaneme 

*k 

6S= f \dj„ + [L]a £ (B°£ - d,Va . P;*) to dE^ d(x) (29) 
Q oj. = 0 

[výraz V^ odpovedá členu Vnibe{ v (26)]. 
Pretože pre lubovolnú veličinu A°k je splněná identita 

A°k"d°kEk -= {-l)°kEkdHAl* + dttD„, (30) 
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spíňa ju i koeficient pri dn,dEk v rovnici (29). Vzťah (30) hovoří, že keď vymě
níme výrazy, ktoré derivujeme, musíme pridať určitý člen, ktorý možno písať 
v tvare divergencie [a faktor ( — 1)^]. Veličiny Dfl netřeba poznať v explicitnom 
tvare. Aplikujme vzťah (30) na posledný člen rovnice (29). Funkcie, ktoré 
sa vyskytujú vo výraze Vf( + Du, volíme tak, aby na okraji oblasti Q boli 
nulové. Pomocou Gaussovej vety móžeme previesť integrál cez divergenciu 
na integrály cez 3-rozmerné nadplochy, ktoré sú však pre uvedenu volbu 
okrajových podmienok nulové. Ak předpokládáme invarianciu účinku, dosta
neme z (29) (E,. sú rubovolné nezávislé funkcie a koeficient pri ÓEk je spojitý 
v Q) vzťah: 

T •. 

2(- i) f i<-^-{[L].(B;í:-^v.-P:iO} = ». k= 1-2, . - - , N (31) 

Opačným postupom možno získat z platnosti rovnice (31) invarianciu účinku 
voči grupě Gaz-y, ktorú možno potom skonštruovať. Uvedené výsledky možno 
sformulovať t a k t o : 

1° Ak pre uvažovaný fyzikálny systém existuje lagrangián (a teda i Lagran-
geove výrazy [La]) a 

2° ak je účinok (resp. lagrangián) uvažovaného systému invariantný 
(v zmysle § 3) voči spojitej grupě (GCJoN), obsahujúcej N 1'ubovol'ných a ne
závislých funkcií Ek a ich derivácie až do rádu T,., 

potom existuje N lineárně nezávislých kombinácií medzi Lagrangeovj^mi 
výrazmi [L]a a ich deriváciami (až do rádu rk). A naopak. 

P o z n á m k a 1. Nech sa v grupě G,XjN nevyskytuji! derivácie funkcií Ek 

( t . j . r , = 0). 
a) Ak je počet vlnových funkcií ipa váčší ako počet funkcií Ek (oc = 1,2, . . ., 

A\ k = 1,2, . . ., N), t. j . A > N, je iba A — N Lagrangeových výrazov ne
závislých. V případe, že ide o jednu nezávisle premennú (napr. čas), dostaneme 
závislost prvých integrálov pohybových rovnic [1]. 

b) Pre A = N dostaneme z (31) N lineárně nezávislých homogénnych 
rovnic, o ktorých však vieme, že majú nulové riešenie (totiž [L]a = 0). Z toho 
vyplývá pre determinant sústavy podmienka 

l ^ - ^ a - ^ - l + 0. (32) 

P o z n á m k a 2. V případe, že ak = rk — 1, dostaneme z (31) vzťah 

a,.{tL]i,(Rst-a<tv-.P;;*)} = o, 

resp. ak sa súradnice netransformujú (Pjlk H== 0): 

dr{[L]Mi:} = 0. (33) 

P o z n á m k a 3. V případe zmiešanej grupy (obsahuje nielen n nezávislých 
parametrov et-, ale aj N nezávislých funkcií Ek) sú dxf,& dipa lineárnymi kombi-
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náciami prírastkov bei a funkcií dEk (a ich derivácií). Ak dosadíme raz Ek = 0 
a druhý raz ei = 0, dostaneme jednak divergenčné vztahy a jednak závislosti 
(31), [1]. 

§ 6 . Příklady 

Ak uvažujeme (vlastmi) Lorentzovu (nehomogénnu) grupu transformaci!, 
stačí pre platnost viet Noetherovej vyžadovat (okrem existencie aj) absolutnu 
invarianciu lagrangiánu (resp. až na divergenciu), keďže pri transláciách 
a rotáciách sa objemový element netransformuje. V případe konformnej grupy 
sa však objemový element transformuje (je d/idxll 4= 0) a teda lagrangián musí 
byť relativné invariantný (resp. až na divergenciu) — podlá § 3. 

V ďalšom ukážeme na niekolkých elementárnych prípadoch častíc s nulovou 
kludovou hmotou použitie viet Noetherovej (známejšie příklady sú napr. v [4] 
a [5]). Použijeme přitom Gaussovu sústavu jednotiek. 

Uvažované lagrangiány móžeme získat vhodnou volbou koeficientov k0 n ~p 
z lagrangiánu 

r-a , a .> a,,/ 

1. Pre skalárně komplexně pole, odpovedajúce částici s nulovou kludovou 

hmotou, móžeme písaí lagrangián v tvare L = — — dflcp* . df,(p.((p* je komplex-

ne zdražená funkcia k <p). Učinok je v tomto případe konformně invariantný, 

ak vlnové funkcie </;, o * transformujeme tak, že dep = — -—• cpdndxu a dep* = 

= ~ . cp*d/(dx/.(óxu sú prírastky súradníc pri transformáciách konformnej 

grupy). Lagrangián tohto póla je v případe inverzií (pozři príkl. 3) relativné 
invariantný až na divergenciu. (Například v případe klasickéj izolovanej 
sústavy hmotných bodov je lagrangián voči Galileiho transformácii absolutné 
invariantný až na divergenciu.) 

2. V případe elektromagnetického póla je 

L = - r ^ {dtlAr - M.,) 8 -

Ak transformujeme potenciály Aj[l například tak, že je dAfl = dt(Av . óxv 

(pozři E. Bessel—Hagen, c. d.), kde óxv majú podobný význam ako v před-
chádzajúcom příklade, je účinok elmg póla konformně invariantný. 

Lagrangián je v tomto případe invariantný i voči ciachovacím transformá-
ciám 2. druhu, pri ktorých je SAli( = df(A (A je lubovolná funkcia, spíňajúca 
vztah d^d^A = 0) a dxlfi = 0. V tomto případe nadobudne vztah (33) tvar 
^ [ I ] / ( = 0, keďže je Ra

l = daiL(. V případe častíc s vyššími celočíselnými spinmi 
a nulovou kludovou hmotou získáme tuto identitu v podobnom tvare (napr. 
pre spin 2 : dí(dv[L]f(V = 0). 
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3. Рге пеиЪгиюуё ро1е ]'е 1а§гап§гап 

Ь = ™ 2 Ь с ( Г ^ 9 *У ~ ^ У • ГчУ>) 

(у ( = г^*у4; у* ]е котр!ехпе я^гигепа лТпоуа Гипкша к у) а у д 8и В1гасо\хе 

таМсе). Р п сШайасгасЬ (<5#д = хйде, й(х') = (1-\-4де) &(х)) 8ьас1 укюуё 

Гипксяе ^з^ап8^огтоVа^: 
3 3 

ду> = — у<5е, ду)+ = — ~ гр+де, 
__. __/ 

гевр. V рпрайе т у е г г п (<5#/4 = (#;,#л<5/П, — %хцхг) <$%, А(х') = (1 — 8хг,де„) . 

аЪу и с т о к Ъо1 копГогтпе туапапйпу. 

Ос1уос1еше рг181и8пусп гакопоу о гасЬоуат ргепесЬауате сй/аьеГоуь 

2 а у е г о т сГаки]ет о!г. М. РеЪга§оУ1 га ^еЬо гадает а рпрогшепку к Ъе]Ьо 

ргас1. 
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^п^Vе^г^^у КотепзкёНо V ВгаЫэ1ауе 

П Р И М Е Ч А Н И Е К Т Е О Р Е М А М Н Э Т Э Р 

М И К У Л А III Б Л А Ш Е К 

Выводы 

В настоящей работе говорится об обеих теоремах Э. Нэтэр (Е. КоеЪЬег), уважая 
случай, когда в лагранжиане следованной системы выступают производные высших 
порядков от волновых функций. В этом случае показаны законы сохранения (если 
имеет место инвариантность функции действия относительно конечной непрерывной 
группы преобразований) и тождественные свойства лагранжевых выражений и их 
производных (для инвариантности относительно бесконечной группы). При этом 
лагранжиан преобразуется по принципу эквивалентности Эйлер—Лагранжевых 
уравнений ,,движения". Далее показано, когда требуется абсолютная (или релятивная) 
инвариантность лагранжиана к тому, чтобы был т в силе теоремы Нэтэр. Наконец, 
в нескольких простых примерах, показано использование обеих теорем Нэтэр. 
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REMARKS ON THE NOETHER'S THEOREMS 
M I K U L A S B L A 2 E K 

S u m m a r y 

The present paper deals with the both E. Noether's theorems for the higher order's. 
derivatives of wave functions containing lagrangians (lagrangian density functions). 
For the physical system under discussion there are established the conservation theorems 
(when the invariance over a flnit continuous group of transformations is required) and 
the identity relations between the Euler-™Lagrange's expressions and their derivatives 
respectively (when the requirement of invariance over a innnit group is fulfiled). In this 
case the lagrangian is transformed according to the principle of equivalence of the Euler— 
Lagrange's equations of motion. For the validity of these theorems it is shown when 
we have to require the absolute (or the relative) invariance of the lagrangian. In the 
last section in any simple examples we can shown the use of the both Noether's theorems.. 
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