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M A T E M A T I C K O - F Y Z I K Á L N Y Č A S O P I S SAV, VIII, 3 — 1958 

O M U L T I P L I K A T I V N E J P O L O G R U P E 
ZVYSKOVYCH T R I E D (modm) 

B O H U M Í R P A R Í Z E K a Š T E F A N S C H W A R Z , Bratislava 

Nech m > 0 je prirodzené číslo, Sm množina tried zvyškov (mod m). 
Ak pokládáme Sm za okruh s obvyklými operáciami sčítania a násobenia, 

je struktura Sm dobré známa .a možno ju nájsť v mnohých učebniciach algebry. 
Nie je bez zaujímavosti vyšetřovat množinu Sm, ak potlačíme operáciu sčítania 
a vyšetřujeme iba multiplikativně vlastnosti jej elementov. 

Úlohou tejto práce je vyšetřit strukturu multiplikatívnej pologrupy Sm 

metodami teorie pologrúp. 
Takto postavená otázka je zaujímavá i z hladiska elementárněj teorie čísel. 

J e všeobecné známe, že sa v číselnej teorii zapodievame takmer výhradné 
vlastnosťami grupy Gx tried zvyškov (mod m) nesúdelitelných s m. Rovnako 
je známe, že existujú niektoré dóležité vety z teorie čísel, ktoré možno odvodit 
čisto metodami teorie grup. Pologrupa Sm obsahuje však vo všeobecnosti 
ovela viac navzájom disjunktných podgrúp. Význam týchto podgrúp pre 
problémy číselnej teorie zdá sa dosial nedostatočne osvětlený. To je jedna 
z příčin, pre ktorú sa budeme nastolenou otázkou v ďalšom podrobné zapo-
dievať. 

1 

Pre pohodlie čitateía pripomenieme v tomto úvodnom odseku niektoré 
fakty z teorie konečných pologrúp, ktoré platia celkom všeobecné, nezávisle 
od špeciálneho charakteru pologrupy Sm. Dókazy týchto viet najde čitatel 
v práci [1]. 

Nech S je konečná (nie nevyhnutné komutatívna) pologrupa. Nech a € S. 
Postupnost 

a, a2, a3. . . (1) 

má iba konečný počet róznych elementov. J e známe, že keď Q, a, Q < a sú 
najmenšie prirodzené čísla, pre ktoré platí a(J = aa, potom (1) obsahuje presne 
a — 1 róznych elementov, a t o : 

a, . . . , aQ-~l | a*, . . ., a 0" 1 . 

Množina « f l = {a«, . . ., a0"1} je cyklická grupa. Ak r :> a, je a" € %a. 
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Množina (1) má jediný idempotent e, a to jednotkový element grupy &a. 
Budeme hovořit, že a patří k idempotentu e. 

Nech Pr je množina všetkých elementov pologrupy S, ktoré patria k pevné 
^volenému idempotentu e. Pretože každý prvok pologrupy S patří iba k je
dinému idempotentu e, možno písať S ako súcet disjunktných množin S = 
= li Pr, kde e prebieha všetky idempotenty pologrupy S. Množina Pr nemusí 
byť pologrupa. Ak však S je komutatívna pologrupa, je i P,, pologrupa. V tomto 
případe bu déme Pr nazývať maximálnoupologrupou, ktorá patří k idempotentu e. 

Ku každému idempotentu e existuje okrem toho jedna a len jedna maxi-
málna grupa Gr, ktorá má e za jednotkový element. J e zřejmé, že Gr C Pr. 
Maximálně gruppy patriace k róznym idempotentom sú teda navzájom 
disjunktně. Grupa Gr je množina tých elementov x € Pr, pre ktoré platí ex = 

= xe = x. Preto Pre = ePr = Gr. 

Nakoniec poznamenajme: Keď S má jednotkový prvok e l 5 platí Peyex = 
— pei = Ge^, t . j . maximálna pologrupa, ktorá patří k jednotkovému prvku, 
je grupa. 

Uvedené fakty budeme v ďalšom bežne používat. Ostatné pomocné vety, 
ktoré budeme potřebovat, si odvodíme. 

V tomto odseku si odvodíme dve vety, ktoré majú všeobecný charakter. 
Přitom nebudeme ani předpokládat, že pologrupa, o ktorej uvažujeme, je 
konečná. 

Lemma 1. Nech S je pologrupa, ktorá má jednotkový element e1; a nech G je 
grupa, ktorá leží v S a obsahuje ex. Nech x, y sú dva lubovolné prvky pologrupy S. 
Množiny xG a yG sú alebo disjunktně, alebo totožné. Pologrupu S možno teda 
písať ako súcet disjunktných množin v tvare 

S = ux,G, (2) 
i 

kde x{ sú vhodné zvolené elementy pologrupy S. 
P o z n á m k a . Rozklad (2), ktorý je okrem poradia sčítancov zrejme jedno

značný, budeme nazývať rozkladom pologrupy S modulo G. Množiny xLG 
budeme nazývať triedami modulo G. 

D ó k a z . Pretože pre každý prvok z £ S platí z = ze1 € zG, je každý ele
ment z € S v nejakej triede. Množina všetkých tried mod G pokrývá celé S. 

Predpokladajme, že pre dva elementy x, y 6 S platí xG n yG 4= 0. Potom 
existujú také prvky a, b € G, že xa = yb. Nájdime v grupě G element a-"1, pre 
ktorý platí aa~x = ex. Potom xaa'1 = ybar1, x = yba~x. Pretože ba"1 je prvok 
grupy G, máme 

xG = ijbarHÍ = yiba^G) = yG. 

Triedy xG a yG sň totožné, č. b. t. d. 
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P o z n á m k a . Lemma 1 je v podstatě známa; implicitně ju obsahuje práca [2]. 
Lemma 2. Nech sú splněné předpoklady lemmy 1 a, nech S je komutatívna 

pologrupa. Trieda xG, ktorá obsahuje idempotent, je grupa. 
D ó k a z . Z dókazu lemmy 1 vyplývá, že triedu, ktorá obsahuje idempotent e, 

možno písať v tvare eG. Keď máme dokázať, že e.G je grupa, stačí dokázať, 
že ku každým dvoni prvkom ea, eb, kde a, b čG, existuje taký prvok £ € e.G, že 
platí eaš = eb. Nájdime v grupě G taký element c, že ac = b. To je možné. 
Položme £ = ec € eG. Potom je skutočne ea£ = eaec = eac = eb, č. b. t. d. 

P o z n á m k a . Pojem maximálně j grupy, ktorá patří k danému idempotentu, 
možno definovat v každej pologrupe. Poznamenajme tu výslovné, že grupa eG 
z lemmy 2 nemusí byť vo všeobecnosti maximálnou grupou, ktorá patří k e, 
a to ani vtedy, keď G je maximáina grupa patriaca k ex. 

Odteraz až do konca tejto práce budeme používat toto oznacenie: Číslo m 
je prirodzené číslo váčšie ako 1. Jeho rozklad na kladné prvočinitele je m = 

= p ^ . . . p;r,^^ i , ^ i, . . . , * r ^ i. 
Stn značí multiplikatívnu pologrupu tried zvyškov (mod m). Triedu (mod m)y 

do ktorej patří číslo a, budeme označovat znakom [a]. Keď a ~ b (modm), 
platí [a] = [b]. Zrejme platí [a] [b] = [ab]. Element [1] je jednotkovým prvkom 
pologrupy Sin. 

Clrupu tried zvyškov (mod m) nesúdelitelných s číslom m, označíme 
znakom Gx. J e známe, že táto grupa má cp(m) elementov, kde ep je Eulerova 
funkcia. Prvkami grupy Gx sú teda tie a len tie elementy [a], pre ktoré platí 
(a, m) = 1. Grupa Gx je zrejme maximáina grupa, ktorá patří k elementu [1]. 

Poznamenajme ešte, že každý prvok [x] G Sm možno písať v tvare [x] = 
= [Pj1?)./ . . . pra\, kde lx ^ 0, . . ., lr ^ 0 a [a] je vhodné zvolený prvok 
grupy Gx. 

Našou prvou úlohou je študovat rozklad pologrupy Sm modulo Gx vo zmysle 
od seku 2. 

Lemma X Nech c = p\p* . . . pfa, (a, m) = 1. Označme y{ = min (%{, lt)„ 
Potom [c] patří do triedy 

WlP* ••• Plr]Gl' 

D o k a ž . Ak pre všetky i = 1, 2, . . ., r je l ^ (x{, patří [c] do triedy 
\PIPZ • • • Pr\Gx a nemáme čo dokazovat. 

Ak pre všetky i = l, 2, . . ., r je l,-^ oci9 platí [c] = [0], a teda 

[ c ] € [ P > ^ . . . p - r ] G ř 1 = [0]. 
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Preto stačí, keď sa budeme zapodievať iba tým prípadom, že aspoň pre 
jeden index j platí l} > OCJ. Bez ujmy na všeobecnosti predpokladajme, že platí 

n ^ ^ 1 J • • • > ^ ^ <*s- 5 ^H i ~ <**-i i ' • • • > ^ = = ^ > ^ 4 i ^ ^ M i > • • • - *r < ťxr, 

kde 1 ^ 8 < l^S r. Takéto usporiadanie možno vždy dosiahnut vhodnou zá
měnou poradia prvočísel Pi. Napišme číslo c v tvare 

c = P
a/ ... pa/pl° / ... pJtp) ^ ... p;(p!l'ai . . . pfa°)a. 

Zrejme platí 

[c] = [f; ... p>/.y . . . P)P)t; . . . P';{p'rai .. • vfa° + 

lebo v hranatej zátvorke na právej straně sme přičítali celistvý násobok 
čísla m. Označme 

b = p] ' . . . 2?/ »• + p H x . . . p/pt
l/l l ! ] . . . p r

 r r . 

Pretože b nie je dělitelné žiadnym z prvočísel plf p2, . . ., pr, platí (b, m) === 1. 
Preto je [6] € 6^ a platí 

[c] L7X = [pai . . . p ^ - . . . P[<P't^ . . . p ^ b a ] ^ = 

= [ p > * . . . PM [a6] ^ i = [p? ••• VfAGi> 

t . j . [cjefp;1 . . . f/]Gl9 č. b . t . d. 

Vela 1. Rozklad PologruPy Sm modulo Gx má ((\x + 1) (cc2 + 1) . . . (ocr + 1) 
tried. Kazdů takúto triedu možno Písaf v tvare 

[P\'PI% • • • P/]Gx, (3) 

kde 0 t==* k( -^ a>i(i = 1,2, • • •, r) a všetky naPísané triedy m.odulo Gx sú navzájom 
disjunktně. 

Do k a z . Podlá lemmy 3 patří každý prvok [c] £ Sm do niektorej z tried (3). 
Čísel tvaru p\lp/ . . . p / s podmienkou 0 ^ k± ^ (x{ je zrejme (ocx + 1) (^2 + 
+ 1) . . . (rtr + 1). Třeba ešte dokázat, že všetky triedy tvaru (3) sú navzájom 
rózne, alebo — čo je podlá lemmy 1 to isté — že sú navzájom disjunktně. 

Predpokladajme, že platí 

[PÍ1 • •. p/} (*i n [PÍ . . . P;] ^ + o (o <£ kt ^ «,., o rg z,, s: *.), 

pričom aspoň pre jeden index j platí /^ + l r Nech teda pre určité y platí 
0 ^ kj < lj 5̂  Í\. . Z nášho předpokladu vyplývá, že existujú také prvky \a\ 
\b\ € Gl9 že platí 

p / l . . . pra -~ pl . • . p/b (mod m). 
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Vezmime tuto kongruenciu {modpai) a dělme ju číslom p./. Máme: 
? 

Vl • • • PfrPjll1 • • • P/a = 

- p\ • • • PfZ^f"^ • • • Prrb {mod p*r*i). 

Pretože «;- — &,- 2Í 1 a l; — ^ -^ 1, je takýto vztah nemožný, lebo 1'avá strana 
nie je dělitelná číslom pr Máme spor a veta je dokázaná. 

Vela 2. Trieda [p*1 . . . pl
r
r]0lt O^k^ *,• (i = 1, 2, . . ., r) má 

/ c t i — A - , a 2 —A"2 <*,. —A' \ 

<KIV P2 ••• Iv r) 
razných elementov. 

D ó k a z . Dva prvky 
K 1 •••P/a],[p[l ...p/b], [a], [ & ] € ( ? , , 

sú totožné vtedy a len vtedy, keď 

p1 . . . p/a == p1 . . . 7>r
r6 (mod m), 

t. j . ked 
a. == 6 (mod p " 1 " * 1 ^ " k i ... pa/'~kr). (4) 

Nech [a] je lubovolný (pevné zvolený) prvok grupy GV pre ktorý platí 
Q < a < pai~ * . . . p" r ~ r. Označme n = ^V . . . p r

r . Každý z prvkov 

[a + Zp?-*' . . . p-r-*,], i = o, 1, . . ., (n - 1), (5) 

násobený [p1 . . . p/], dává ten istý element [p1 . . . p/a] € 8m. Ak z týchto 

n elementov patří r = r(a) elementov do Gl9 existuje presne r elementov 
grupy C7l5 ktoré, násobené prvkom [p^ . . . p/\, dávajú element [p^ . . . p/a]-
(Vzhladom na vztah (4) je zřejmé, že žiadne iné elementy grupy Gx nemóžu 
mať tuto vlastnost.) 

V ďalšom uvidíme, že číslo r nezávisí od a, t. j . že je pře každé zvolené a 

rovnaké. Z toho ihned vyplývá, že trieda [pkí . . . p/] Gx má presne —-
róznych elementov. 

Pre jednoduchost rozoznávajme v ďalšom dva případy: 
a) Nech kx < ocx, k2 < x2, . . ., kr < xr. Potom každý z n prvkov (5) padne do 

Gl9 a to nezávisle od a. Táto skutočnosť vyplývá z toho, že číslo a je nesúdeli-
telné číslom m, zatial čo druhý sčítanec lpa1_íl . . . pa~ r je dělitelný každým 
z prvočísel pl9 p2y . . ., pr. Trieda [p^ . . . p/]G1 má teda 

<p(m) 9>{PT • • • Pa/) ( „._*, „ - *v 

róznych elementov. 
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b) V druhom případe móžeme bez ujmy na všeobecnosti předpokládat^ 
že platí 

^ 1 — ^ 1 ? • • • 5 *^t ~ &t ? ^t+1 ^ &t-\ 1 9 ' ' . 9 fCr < 0Cr , 

kde t ^> 1. V tomto případe třeba úvahu trocha modifikovat. 
Ziadne z čísel 

a + TO1'*"1 * ' ' P^"*r> Z = 0, 1, . . ., (n - 1) (6) 

nie je dělitelné prvočíslami p,, 1 ? . . ., pr. Ak chceme zistiť, kolko elementov (5) 
patří do Gx, stačí určiť, kolko z čísel (6) nie je dělitelných žiadnym z prvo
čísel p x , p2, . . .,pt. 

Zistíme. kolko z čísel (6) je dělitelných prvočíslom pl9 t . j . kolko je tých /, 
0 < l < n, pre ktoré platí 

a + Ip^1"^'1 • • • P"r~*f =- ° ( m ° d Pí). 

Táto kongruencia má jediné riešenie ll9 pre ktoré platí 0 < lx < px. Medzi 

číslami (6) je teda presne čísel dělitelných px. Podobné je medzi nimi — 

n 
čísel dělitelných číslom p2 atd. a konečné — čísel dělitelných číslom pL. 

Vt 
Obvyklý postup ukazuje, že róznych čísel množiny (6), nesúdelitelných 

číslom p^ . . . p(
l = pai . . . p"*, je 

Ý - + Ý _ - _ . . .__(,_! ) ( ,_ ! ) . . . ( , - ! ) -
Li VÍ L* ViVk \ Vx! \ V2! \ Vt! ѓ__l i, Л-=l 

iфk 

= ч{vai • • • K O ^ Í Í 1 •••Лr 

Toto číslo nezávisí od a. Počet róznych elementov triedy \p* . . . pr
r]G1 

rovná sa teda číslu 

.-?.(__) ^ „ - í + l - ^ + l . . . „«r-M = 

Tým je veta 2 dokázaná. 

4 

V tomto odseku si všimneme idempotenty pologrupy Sm. 

Vela 3. Trieda [pj1 . . . P/]^ obsahuje idempotent vtedy a len vtedy, ak pre 
každé i = 1,2, . . ., r y> a.ebo kt = 0, alebo k{ = ^ . Každá tokáto trieda, obsahuje 
jeden a len jeden idempotent. 
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D ó k a z . 
a) Ak má trieda [pj1 . . . p/]G1 obsahovat idempotent, musí existovat také 

[a] € ř? r, že 
(IV • • • P/a) — P\ • • • P/^(mod m), 

t. j . 
p\l . . . p/a = 1 (mod p a i ~ ř l . . . pa/'~l'r) • 

Nech pre nějaké i je ^ — kt > 0. Potom z kongruencie 

p* . . . p.'ř . . . p / a == l (mod paii) 

vyplývá, že nemóže byť k{ > 0, Jebo by sme mali 0 == l(mod p^, a to nie je 
pravda. Ak teda oc{ — kx > 0, je nevyhnutné k{ = 0. Tým je nevyhnutnost 
podmienky vo vete 3 dokázaná. 

b) Dokážeme, že podmienka je i postačujúca. Ak pre všetky i = 1,2, . . ., r 
platí kt = oci, je naše tvrdenie zřejmé, lebo potom trieda pozostáva z jediného 
elementu [0]. Ak pre všetky i = 1, 2, . . ., r platí k{ = 0, je trieda totožná 
s grupou G1 a tá to grupa obsahuje idempotent [1], Bez ujmy na všeobecnosti 
móžeme teda předpokládat, že existuje také t, 1 ^ t < r, že kx = oc1, . . . ,kt = 
= lX>, k rl = . . . = kr = 0. Takéto poradie móžeme vždy dosiahnut vhodnou 
záměnou indexov prvočísel p{. Dokážeme, že trieda \pai . . . pT]Gl obsahuje 
idempotent. 

Nájdime také ax, pre ktoré platí 

p^ ... p - ^ s ] ( m o d p ; ' ; i . . . ? A ) -

Také ax existuje. Potom platí pai . . . pa/aY = 1 + /pU/ - . . . p a ,
? kde l je celé 

číslo. Pre číslo pa' . . . P>i platí: 

( a, a, \2 ai a, ai a, 

p/ . . . p/a/) = p{ ... p/axp/ . . . p/ax = 
= pa/ ... p > x ( l + IpTZ • • • # ' ) - P? • • . P > i ( m o d m). 

Element [p a i . . . P>i] € [IV • • • P/]G1 je teda idempotent, č. b. t. d. 
c) Dokažme nakoniec, že trieda \pai . . . pa/]G1 má jediný idempotent. Keď 

\pr/ . . . I>>] J e idempotent, platí podlá odseku a) : 

pai . . . pa/a :=: l (mod pai/ . . . pa/). 

Všetky riešenia tejto kongruencie sú a = ax + Zptt/ j x . . . pa/, kde /, je celé číslo. 
Ale 

\vT • • • P>] = [PT • • • ?y(ai + 1PT'\1 ' ' ' PT)\ = [PJ1 • • * P>i]-
Tým je veta 3 úplné dokázaná. Jej priamym dósledkom je: 

Yefa \. Pologrupa Sm obsahuje 2r idempotentov. Každý idempotent e 4- [1] 
možno pisaf v tvare e = \pa,'i . . . pai*a\, kde {il9 i2, . . ., i*} je pevné zvolená 
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podmnožina množiny indexov {1, 2, . . ., r} a kde [a] je vhodné zvolený element 
grupy Gx. 

P o z n á m k a . Skutečnost, že Sm má 2r idempotentov vyplývá, pravda, 
celkom elementárně z toho, že kongruencia x2 == .r(mod m) má 2 r(mod m) 
inkongruentných riešení. Naše odvodenie má tú výhodu, že nás informuje 
i o tvare idempotentov. Idempotenty pologrupy Sm sú obsiahnuté v týchto 
triedach modulo Gx: 

[1] Gu 

[p^Gx^pflG^ ...,[V**]Gít 

[p>V]Gí,[p?P?]Glt...,[fctf']Gl, 

[P? •••P:*)G1=[0}. 

Do množiny všetkých idempotentov každéj komutatívnej pologrupy možno 
zaviesť čiastočné usporiadanie, ktoré je niekedy užitečné. 

D e f i n í c i a . Nech S je komutatívna pologrupa, ei9 ek dva idempotenty polo
grupy S Budeme písať e. ^ ek vtedy a len vtedy, ak e{ek = ei. 

Relácia 5g definuje čiastočné usporiadanie množiny všetkých idempotentov 
pologrupy S. Ak e', e" sú dva 1'ubovol'né idempotenty pologrupy S, platí e'e" fg 
S e', e'e" ^ e". 

Zaveďme reláciu fg do množiny E všetkých idempotentov pologrupy Sm. 
Nech e', e" sú dva idempotenty pologrupy Sm. Podlá vety 3 možno písať: 

e' = [plp1* . . . pl;a], kde [a] € Gl9 l{ = 0 alebo Z. = ^ (i = 1,2, . . . , r), 

e" = [p/p*'2 . . . pk/b], kde [b] £Gl9ki = ti alebo &ť = cx.{ (i = 1, 2 . . . , T). 

Pre súčin e'e" dostáváme 

e e = [p/ ^2 2 . . . p / ra&J € [p/ ' . . . p; *\ Gx. 

Podlá lemmy 3 je e'e" € [p^Pg2 • • • PV\ ®i> kde 7i ==: m i n (<*»> ^ + O- Keďže Z4, ^ 
nadobúdajú len hodnotu 0 alebo ÍXÍ9 platí min (x{, k{ -f- ř{) = max (k {, Z;). Teda 

f ,t r max (/,, A-i) max (/ , ř . ) i i T r I .- /"Y 
e e = [px

 l 1 . . . p r
 V f f7cJ, kde [c] £ Gv 

Z toho vyplývá: Relácia e' = [Pt
]P2

2 . . . p /a] ^ e" = [P/Pg2 . . . p/b] platí 

vtedy a Jen vtedy, keď pre každé i = 1, 2, . . ., r platí &z ^ lt. 
Definujme na množině E dve operácie A & V tak, že elementem e', e" při

řadíme elementy e' A e", e' V z" podlá tohto předpisu: 

e' A e" = e'e" = [p""«<'»*•> . . . p j " " <'-•*•><;], [c]€Glf 

e' V e" = [p™
in <'..*>> . . . p^'r^d], [d] € (?!. 

11 Matematicko-fyzikálny časopis SAV, VIII, 3 — 1958 1 4 3 



J e zřejmé, že e' f\ e" je najváčší element ^ ako e' a e" a e ' V e" je najmenší 
element ;> ako e' a e". Množina E tvoří teda vzhladom na reláciu ^ svaz, 
ktorý je — ako bezprostředné vidno — dokonca Boolovou algebrou. V tejto 
algebře komplementom k elementu [pai . . . p"8a\ j e element [pa* j - . . . pa,b] 
s vhodné volenými a jednoznačné určenými [a], [b] €Gl. Tým sme dokázali 

následujúcu vetu: 

Veta 5. Vzhladom na zavedené čiastočné usporiadanie tvoří množina všet-
kých idempotentov pologrupy Sm Boolovu algebru. 

D e f i n i c i a. Idempotent e =)= [0] nazýváme primitivným, ok zo vztahu ef = /, 
/ 4= [0], kde / je idempotent, vyplývá e = /. Idempotent e =f= [1] nazýváme 
maximálnym, ak zo vztahu ef= e, / 4= [1], kde f je idempotent, vyplývá f = e. 

Z predošlých vývodov je zřejmá tá to veta: 
Veta 6. Pologrupa Sm má presne r primitivných idempotentov. Sú to vsetky 

idempotenty tvaru [pai . . . p^p^1 . . . para], {i = 1, 2, • -, r), kde [aj € Gx. 

Sm má r maximálnych idempotentov. Sú to vsetky idempotenty tvaru [p"'»i], 

a{ € G{, pre i = 1,2, . . ., r. 

5 

V tomto odseku budeme sa zapodievať maximálnou pologrupou a maxima! -
nou grupou, ktorá patří k danému idempotentu e = [pai . . . ?>"*#], M ^ ^i> 
1 ^ 8 ^ r. Ak e 4= [1], móžeme vhodnou záměnou indexov prvočísel v každom 
případe docieliť, že e má takýto tvar. 

Ktoré elementy pologrupy Sm patr ia k idempotentu e? 

Nech [x] = [pípl . . . pr
rb], [b] € G1 je lubovoiný element pologrupy Sní. 

Tento element patří k e vtedy a len vtedy, keď existuje také celé číslo Q >̂ 1, 
že [x]Q = e, t . j . keď 

(Pí • • • Pr
rb)Q ^ pai . . . pasa(mod m). 

Keby pre i = 5 + 1, 8 + 2, . . . , r bolo lk > 0, vyplývalo by z tohto vztahu 

0 = pai . . . pa*a(mod p.-), čo nie je pravda. Preto keď s < r, je nevyhnutné 

ls i = l8+2 = • • • = lr = 0. 

Uvažujme teraz o lubovolnom prvku [y] = [p1 . . . ř>/b], [b] €GX, kde 

?! > 0, . . ., Z, > 0. Označme oc = O^:2 . . . ne,. Prvok [y]a = [pah . . . pal*fr] 
patří podlá lemmy 3 do triedy [paipai . . . pa*] Gx. Podlá vety 3 je táto trieda 
grupou, ktorá má jednotkový prvok e. Existuje teda také číslo [i, že [y]9ií = e, 
*• J* íy] patří k idempotentu e. 

Tým sme dokázali tuto vetu: 
Veta 7. Maximálna pologrupaPe, ktorá patří k idempotentu e = [pai . . . p " ' a ] , 

[a] € L713 je množinovým súčtom všetkých tried tvaru 

[vlrt • • • plňGi> 
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kde 1 ^ l± ^ ťx2, . . ., 1 ^ Z, ̂  CYIS . P„ ;e teda súčtom ocxnc2 . . . ~:.s tried modulo Gx. 
Podlá vety 2 počet róznych elementov triedy [p^pf . . . ps] G1 rovná sa 

číslu 

,<p-'-''... P -«-yn». . . a»;o = ^ r ' * • • • PV~'') Úp*;!1 • • • p:r)-
Počet elementov pologrupy Pr je teda 

t,...../. 

kde !j, l2, • • -,1* prebiehajú nezávisle od seba čísla, ktoré vyhovujú nerovno-
stiam i ^ lj ^ x l 5 . . . , 1 5S Z, ^ a,. Tento výraz možno zřejmé napísať v tvare 

H P " ' ! 1 • • • P°r) n [ y ( l ) + 9>(P<) + • • • + 9<P°ť ')] = 

i' = l 

= vri ...vr\{v:^...p7). 
Tým sme dokázali vetu 8: 
Veta 8. MaximálnapologrupaPr9ktorá patří k idempotentu e = [pai . . . pa$a]> 

[a] € 6?! má P"1-1 . . . pa$ <p(pa.*~Vl • • • P*r) róznych prvkov. 

D ó s l e d o k . Pologrupa Sm má pai~ p\l . . . pa,r nilpotentných prvkov. 

Pýtajme sa, kolko elementov má maximálna grupa Ge, ktorá patří k idem
potentu e = [pai . . . pa*a], [a] čGl9 1 ^ s < r. 

V lemme 2 sme dokázali, že trieda, ktorá obsahuje idempotent e, t. j . trieda 
eGx je grupa. Ukážeme najprv, že táto grupa je totožná s maximálnou grupou, 
ktorá patří k idempotentu e. Keďže grupa eGx má jednotkový element e, je 
nevyhnutné eGx 5g Ge. Stačí teda dokázat, že Ge < eGx. 

Nech [x] je lubovolný element grupy Ge. Pretože [x] € Pe, platí [x] = 

= [p1 . . . pfb], lx > 0, . . ., l, > 0, [6] € G±. Tento element patří do Ge vtedy 
a len vtedy, keď [x] e = [x], t . j . keď platí : 

p1 . . . ps
sbpai . . . p"*a -: p.1 . . . ps'b(mod m), 

pai . . . p" 'a = l(mod pai h ... p*'~'l'p*'+* . . . par). 

Z toho vyplývá, že <xx = ll9 . . ., ťx, = ls. Keby totiž pre nějaké i platilo 
, — li > 0, mali by sme 0 == l(mod p{), čo nie je možné. Prvok [x] možno 

teda napísať v tvare [x] = [pai . . . p*'b]9 [b] €Gl9 t. j . [x] € eGx. Dokázali sme 

uasledujúcu vetu: 

Veta 9. Nech e je idempotent pologrupy Sm. Maximálna grupa, ktorá patří 
k idempotentu e, je daná vzorcom Ge = eGx. (Ge je teda totožná s tou triedou 
modulo Gl9 ktorá obsahuje idempotent e.) 
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P o z n á m k a . Veta 9 je velmi pozoruhodná. Hovoří: Keď poznáme maxi-
málnu grupu Gx a všetky idempotenty, poznáme i všetky maximálně grupy. 
Keď chceme nájsť všetky maximálně grupy, nemusíme poznať dokonca ani 
konkrétny tvar idempotentov. Keď totiž e = [pai . . . p"sa\, [a] € Gt, potom 

eG± = [pai . . . pascf] ř?i = [pai • • . pa*] Gx. Každú maximálnu grupu, ktorá nie 
je totožná s grupou Gly dostaneme teda takto : Zvolíme lubovolný prvok 
tvaru [paipai . . . ?A], 1 á ^ r a utvoříme [pai . . . j\s] Gx. To už je maximálna 
grupa pologrupy Sm. Například maximálně grupy, ktoré patria k primitivným 
idempotentom, sú tieto grupy: 

[PTPT ••• p"ř]Gi. [PVP? ••• P " ' ] ^ . •••> b? ••• fe1]^-
Z vety 2 vyplývá ihned: 
Veta 10. Maximálna grupa Ge, ktorá patří k idempotentu e = [pai . . . pasa], 

[a] € Gl9 s < r, má a;(pa*fl . . . paj} róznych prvkov. 

Vieme, že Ge C Pe. Rovnosť Ge = Pe platí vtedy a len vtedy, ak obe napísané 
množiny majú rovnaký počet elementov. Keď e = [pai . . . pasct], [a] £ G1, zo 

vzťahu Pe = Ge vyplývá 
a i — 1 a„ —1 / a„ i , a,.\ / a „ , , , a „ \ 

Pí • • • 2V nPsi • • • Pr) = nPsli ' ' ' pr)> 

t . j . 0CX = 0C2 = . . . = (K9 = 1 . 

Speciálně: Keď ei je primitivný idempotent [pai . . . pa^.vpai[l . . . p"'^]> 
[a] € Glf jeP e . grupa vtedy a len vtedy, keď oc± = . . . = ťxi_1 = oc{.n = . . . = 
= ocr = 1. Keď ei je maximálny idempotent e, = [IT*&], [a\ € Gl9 je Pe. grupa 

vtedy a len vtedy, keď oc{ = 1. 
Z toho dostáváme: 
D ó s l e d o k 1. Pologrupa Sm je množinovým súctom disjunktných grup vtedy 

a len vtedy, keď ^ = oc2 = . . . = ocr = 1. 
D ó s l e d o k 2. Sm je súctom disjunktných grup vtedy a len vtedy, keď maxi

málně pologrupy, ktoré patria k primitivným idempotentom, sú grupy. 
D ó s l e d o k 3. Sm je súctom disjunktných grup vtedy a len vtedy, keď maxi

málně pologrupy, ktoré patria k maximálnym idempotentom, sú grupy. 
D ó s l e d o k 4. Sm je súctom disjunktných grup vtedy a len vtedy, keď neobsa

huje nilpotentný element. 
P o z n á m k a . Výsledky, ktoré sme právě odvodili, dávajú nový dókaz vety 

dokázanej v práci [3]. 
Nakoniec dokážeme tuto vetu: 
Veta 11. Nech e' < e". Počet elementov pologrupy Pe> nie je vácší ako počet 

elementov pologrupy Pett a počet elementov grupy Ge> nie je veteší ako počet elemen
tov grupy GP». Ak m je nepárne, možno šlová ,,nie je váčši" nahradit slova/mi 
,,je menší". 
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D ó k a z . Nech e" = \pUl . . . pa'*a], [a] € Gí9 O _fg s < r, pričom pre 8 = 0 
nech e" = [1]. Potom e' má nevyhnutné tvar e' = \pai . . . pa*pa*+1 . . . pa,b\ > 
[b] € Oj, kde 8 < t S r. 
Počet elementov pologrupy Pe„ podlá vety 8 je 

Pl ' • • • Pr^Cn • • • P>) = ^ — - ^ (P.+1 - » • • • (Pr " 1). 
s l F1F2 • • • Pr 

počet elementov pologrupy Pe> je 

p?} • • • ^ - y ^ í 1 • • • $r) = plPv::Tpt <*»* ~ ] ) • • • ^ ~ l)-

Pretože (p,n — 1) (jv l 2 — 1) . . . (pt — 1) ^ 1, je prvá časť nasej vety zřejmá. 
Znamienko rovnosti v poslednom vzťahu platí vtedy a len vtedy, keď t — s = 1 
a jedno z čísel P,fl, . . ., pt rovná sa 2. Znamienko rovnosti nemóže teda platiť, 
ak m je nepárne. 

Počet elementov grupy Gen podlá vety 10 je cp(^pas+1 . . . pa/)> počet elementov 

grupy G,< je <p(paíVl . . . pa.r)- Pretože 
s '• 1 

<p(p** + l . . . P*<) = p ^ . . . P^ip,,-! ~ 1) • • • (Pt - 1) ^ 1, 

je prvá časť tvrdenia opáť zřejmá. V poslednom vzťahu platí znamienko 
rovnosti vtedy a len vtedy, keď t — s = 1, jedno z čísel ps+1 . . ., pt, napr. 
Pi(s + 1 Ŝ i ^ t) rovná sa číslu 2, a súčasne a-i = 1. Znamienko nerovnosti 
platí teda iste vtedy. ak m je nepárne. Tým je veta 11 dokázaná. 

6 

Ilustrujme odvodené výsledky na špeciálnom případe r = 3. Tu je m = 

~ PTPTPT > ^i> 2̂> ^3 > 0. Maximálna grupa, ktorá patří k idempotentu [1], 
nech je G1. 

Všetky maximálně grupy sú: 

G±, 

[I?]GI,[P?]GI,[P?]GI, 

[P?P?]GI,[P?P?]GI,[P?P?]GI> 

[0]. 

147 



Označme idempotent, ktorý leží v grupě [ P ^ ] ^ , znakom e t. Idempotent, 
ktorý leží v grupě [P^P^] Gl9 je etex.. Boolova algebra idempotentov je znázor
něná na schematickom diagrame. 

Q'eД*[@$ 

ą-eяs-Фì 

ç 
Obr. 1. 

Maximálna grupa, ktorá patří napr. k idempotentu e3, je e3Gx a má <p(p^p/) 
elementov. Maximálna grupa e2e3Gx patriaca k idempotentu e2e3 má (p(p*1) 
elementov. 

Maximálna pologrupa PP:i, ktorá patří k e3, má p** ^(p^p**) elementov. 
Pologrupa PH sama je množinovým súčtom oc3 tried modulo Gl9 totiž Pe% — 
— [Ps] Gx u [pí] (?jU . . . u [p3

3] Gx. Maximálna pologrupa P ^ , ktorá patří 
k primitivnému idempotentu e2e3, má p " 2 " p " 3 " (p(p^) elementov. J e súčtom 
* 2 * 3 tried P V j = [p2p3] Gx u [p\p3] Gx u [p3pjj] Gx u . . . u [p^] Gt. 

V zmysle čiastočného usporiadania, ktoré sme zaviedli v texte, je napr. 
[1] > e3 > e2e3 > [0]. Preto počet elementov pologrúp Gx, P,,3, P«,2„3, P 0 , resp. 
grup Gí9 GH, ( ? ¥ l ) [0] (napísaných v tomto poradí) postupné nerastie a v pří
pade, že m je nepárne, klesá. 

Pri zostrojení schematického diagramu sme respektovali všetky tieto okolnosti. 
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ВоМо 20. 11. 1957. 
КаЬейга таЬетаНку 8\7&Т 

V В^а^^8^аVе 

О М У Л Т И П Л И К А Т И В Н О Й П О Л У Г Р У П П Е 
КЛАССОВ В Ы Ч Е Т О В (тоЛт) 

Б О Г У М И Л II А Р II 3 Е К И Ш Т Е Ф А Н III В А Р Ц 

Выводы 

Пусть т = рагра* . . • раг, осг >̂ 1, ос2 ^ 1, . .., осг ^ 1 — разложение целого числа 

т > 1 на простые множители и 8Ш мултипликативная полугруппа классов вычетов по 
модулю т. Класс, содержающий число а обозначим [а], полугруппу классов взаимно-
простых с т обозначим 019 

Известно, что 8т можно писать как прямое произведение г полугрупп порядка 

ра{{г = 1, 2, . . .,г). Целью этой работы является изучение множества 8т из другой 

точки зрения именно, из точки зрения существования групп в полугруппе 8т. 
Некоторые результаты: Полугруппа 8т содержит 2Г идемпотента (включительно 

[0] и [1]). Каждый идемпотент е Ф [1] можно писать в виде е = \ра^ . . . р % а | , где 

{г19 /2, • ••-''*«}— непустое подмножество множества {1,2, ...,г} и, где [а] удобно 
выбранный элемент € Ог* Говорим, что элемент х^8т принадлежит к идемпотенту е, 
если существует целое число д > 0 такое, что хд = е. Множество всех элементов €*Ьу

т, 
принадлежащих к е образует полугруппу Ре. Полугруппа 8т является очевидно 
суммой таких непересекающихся частичных полугрупп 8т = 1Рб. Полугруппа Ре, 

е 

принадлежающая к идемпотенту е = [ р а 1 р а 2 • • • Ра$а] содержит точно ра1~ . . . 

• • • ра/ (р(ра*+1 • . • ра,г) разных элементов. Максимальная группа Ое содержащая е. 

в качестве единицы (и которая является подмножеством полугруппы Ре) равна Охе 

и содержит точно (р(ра^* . . . ра/) разных элементов. 

Подробнее изучается разложение полугруппы $ ш тосгиЛо Ог и приведены другие 
результаты, касающиеся структуры полугруппы 8т, 

149 



ON THE MULTIPLICATIVE SEMIGROUP 
OF R E S I D U E CLASSES (mod m) 

B O H U M I R P A R l Z E K and STEFAN" S C H W A R Z 

S u m m a r y 

Let m — paipa* • • • pa.r • ocx ^ 1, . . . ocr, ^ 1, be the factorization of the integer m > 1 

into different primes and Sm the multiplicative semigroup of residue classes (mod m). 
The class containing the number a will be denoted by [a]. By Gx we denote the subgroup 
of classes relatively prime to ra. 

I t is well-known that Sm can be written as a direct product of r semigroups of prime-
power orders. The purpose of this paper is to study the set Sm from an other point of view, 
namely from the stand-point ojf the existence of groups in Sm. 

Some results: The semigroup Sm contains 2r idempotents (including [0] and [1]). 

Each idempotent e 4= [1] can be written in the form e = ypa%1 . . . p%a|» where {il9i2, • • • > 
it} is a non-empty subset of {1,2, . . . , r } and [a] is a suitably chosen element ^LGX. 
We say that an element x (E Sm belongs to the idempotent e, if there is an integer Q > 0 
with xQ = e. The set of all elements £Sm belonging to e forms a semigroup Pe. Clearly Sm 

is a disjoint sum of such subsemigroups: Sm = lPe. The semigroup Pe belonging 
e 

to e = \paipa* . . . pasa\ contains exactly pai~~ . . . pa* (p(pa*+i . . . paA different ele

ments. The maximal group Ge containing e as unity element (which is a subset of Pe) is 

equal to Gxe and it contains exactly wp"*!"1 . . • par) different elements. 

The decomposition of Sm modulo Gx is studied in a greater detail and some other 
results concerning the structure of Sm are given. 
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