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Matematicky &asopis 23 (1973), No. 3

UBER DIE B-POTENZ EINER TEILWEISE GEORDNETEN
GRUPPE

MARIA JAKUBIKOVA, Kogice

§1. Einfiihrung

lis sei B eine verallgemeinerte Boolesche Algebra, und ¢ sei eine teilweise
geordnete Gruppe. Der Begriff der B-Potenz H(B, () der teilweise geordneten
sruppe ¢ wurde von K. Neumann [8] eingefithrt. Diese Note besteht aus
zwei Teilen. Im ersten Teil (§§ 2, 3) wurden mit Hilfe der B-Potenz hinreichen-
de Bedingungen untersucht, unter denen ein Verband V als Verband aller
o-1deale einer gerichteten Gruppe darstellbar ist. Im zweiten Teil (§4) be-
nutzen wir die B-Potenz zur Untersuchung der Existenz von freien vollstandi-
gen Verbandsgruppen in der Kategorie K, = (9,, #), wobei %, die Klasse
aller vollstandigen Verbandsgruppen. ist, und die Morphismen 57, vollstandige
Homomorphismen sind.

Ks sei G eine gerichtete Gruppe. Wir bezeichnen mit Jo(¢/) den Verband
aller o-1deale von /. Neumann [8] hat die folgenden Satze bewiesen:

(A) ([8], Satz 2.2.) Es sei B eine verallgemeinerte Boolesche Algebra, und
J(B) sei der Verband aller Ideale von B. Dann gibt es sowohl kommutative
als auch nichtkommutative gerichtete (sogar verbandsgeordnete Vektor-)
Gruppen H, so dass die Verbande Jo(H) und J(B) isomorph sind.

(B) ([8], Satz 3.2.) Zu jeder teilweise geordneten Menge N existieren sowohl
kommutative als auch nichtkommutative gerichtete Gruppen V, so dass die
Verbande Jo(V) und 2V isomorph sind.

Die gerichtete Gruppe H aus dem Satz (A) wird mit Hilfe der B-Potenz
H(B, @) einer gerichteten Gruppe G' konstruiert; die Verbandsgruppe V aus
dem Satz (B) ist ein gemischtes Produkt I'G; (1 € A), wobei ¢, o-einfache
gerichtete Gruppen sind.

Neumann (loc. cit.) hat die folgende Frage gestellt: ,,Kann man eine Grup-
penkonstruktion fiir teilweise geordnete Gruppen angeben, die jene der in
§2 eingefithrten B-Potenz und die des gemischten Produktes als Spezialfille
enthialt? Wenn ja, lasst sich diese zum Beweis einer gemeinsamen Verallge-
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meinerung der Sitze 2.2 und 3.2 fir gerichtete Gruppen verwenden und wie
lautet diese?

In §3 werden zwei ,kombinierte’* Gruppenkonstruktionen beschrieben,
deren jede die der B-Potenz und des gemischten Produktes als Spezialfille
enthalt.

Es seien ¢/ und ¢’ vollstindige Verbandsgruppen. Ein Homomorphismus ¢
von @ in (' heisst vollstandig, wenn fiir jede Teilmenge X < @, fir die sup X
in ¢ existiert, die Gleichung ¢ (sup X) = sup ¢(X) gilt. Eine I-Untergruppe
B < 6 nennen wir abgeschlossen in ¢/, wenn fiir jede Teilmenge X < B, fur
die sup X in ¢ existiert, das Element sup X zu B gehort. Es sei o eine unend-
liche Kardinalzahl. Es wird bewiesen (Satz 4.7), dass keine freie vollstindige
Verbandsgruppe mit o freien Erzeugenden in der Kategorie K, = (¥9,, %)
existiert.

§2. Grundbegriffe und Bezeichnungen

Fiur die benutzten Begriffe beziiglich teilweise geordneter (= halbgeordneter)
Gruppen sei auf die Biicher [2] und [4] verwiesen. Die Gruppenoperation in
einer teilweise geordneten Gruppe ¢ wird additiv geschrieben, die Kommuta-
tivitat dieser Operation wird nicht vorausgesetzt. (¢ ist gerichtet, wenn es
fiir jedes « € ¢ ein Element y € @ gibt, so dass 0 < y, ¥ = y ist. Eine Unter-
gruppe H von ¢ heisst konvex, wenn aus 0 < ¢ < he H, ge G stets g= Il
folgt. Ein konvexer gerichteter Normalteiler H von @ heisst ein o-Ideal von 6.
Eine teilweise geordnete Gruppe ist o-einfach, wenn fiir jedes o-Ideal H von
G entweder H = {0} oder H = ¢ gilt.

Es sei M eine nichtleere Menge, und fiir jedes 4 € M sei (; eine teilweise
geordnete Gruppe. Wir bezeichnen mit H = IIG; (4 € M) das vollstandige
direkte Produkt der Gruppen (3 mit der Halbordnung f < g genau dann,
wenn f(/l g(4) fur jedes A € M gilt. Im Falle M = {1, 2} bezeichnen wir
H=0G X G . Wenn ¢/; = @ fiir jedes 4 € M ist, setzen wir H = G,

Es sei I eine halbgeordnete Menge und fiir jedes ¢ € I sei (; eine teilweise
geordnete Gruppe. Bezeichnen wir mit @y das vollstandige direkte Produkt
der Gruppen G; und fiir jedes fe Gy sei s(f) = {i €l :f(z) # 0}. Sei H die
Menge derjenigen f e Gy, fiir die jede Kette K < s(f) wohlgeordnet ist. Fiir
J € H sei s'(f) die Menge aller minimalen Elemente von s(f). Wir setzen f > 0,
wenn s'(f) # 0 und f(z) > 0 fiir jedes 7 € s'(f) gilt. Dann ist H eine halbgeordne-
te Gruppe; wir bezeichnen H = I'G; (¢ € I). Die halbgeordnete Gruppe
heisst das gemischte Produkt der halbgeordneten Gruppen ;. Wenn I —
= {a, f}, « > f ist, bezeichnen wir H = G4 ° G,.

Ein distributiver relativ komplementérer Verband mit dem kleinsten Element
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heisst eine verallgemeinerte Boolesche Algebra. Es sei M die Menge aller
dualen Primideale P £ B einer verallgemeinerten Booleschen Algebra B,
card B > 1. Ferner sei B(M) die Boolesche Algebra aller Teilmengen der
Menge /. Nach dem bekannten Satz von Stone ist der Verband B zu sinem
Teilverband Bo(M) des Verbandes B(M), O € Bo(M) isomorph; wenn B ein
Boolescher Verband ist, so ist auch M e Bo(M) (vel. [8]). Es sei ¢/ eine halb-
geordnete Gruppe, @ € B(M). Bezeichnen wir mit G/(a) die Menge derjenigen
fe @M, die auf der Menge a konstant und in jedem Punkt i € M \ {a} gleich
Null sind. Es sei H(B, ¢f) die durch die Menge U G(a)(a € Bo(M)) erzeugte
Untergruppe der Gruppe M. Die Halbordnung auf H(B, /) ist durch die
Halbordnung von GM induziert. Die teilweise geordnete Gruppe H(B, @) heisst
eine B-Potenz der teilweise geordneten Gruppe ¢.(Vgl. [8].) Im Falle card B —
= 1 setzen wir H(B, () = {0}.

Eine [-Untergruppe des vollstindigen direkten Produktes von linear geord-
neten Gruppen heisst eine verbandsgeordnete Vektorgruppe. Neumann
([8], Lemma 2.3) hat die folgende Behauptung bewiesen:

(*) Ist ¢ eine Verbandsgruppe (linear geordnete Gruppe), so ist H(B, ()
eine Verbandsgruppe (verbandsgeordnete Vektorgruppe).

Es seien 4, B teilweise geordnete Mengen. Mit 4B bezeichnen wir die Menge
aller ordnungserhaltenden Abbildungen der Menge B in die Menge 4; fur
[, g € AB setzen wir f < ¢, wenn f(b) £ ¢(b) in jedem Punkt b € B ist. (Vgl. [2].)
Mit 2 bezeichnen wir eine zweielementige Kette. Hs sei g ein fest gewihltes
Element von 4. Wenn B = 0 ist, setzen wir 48 = {xp}. Das direkte Produkt
A % B ist die Menge aller Paare (@, b) (¢ € 4, b € B) mit der koordinatenweise
definierten Halbordnung. Wenn 4 N B = ) ist, so sei C = 4 U B, wobei
@ < b fir jedes @ € A und jedes b € B gilt, und in 4 bzw. B bleibt die urspriing-
liche Halbordnung in Kraft. Die halbgeordnete Menge C ist mit 4 @ B
bezeichnet; hier kann eine der Mengen A, B auch leer sein.

Es sei X eine teilweise geordnete Menge. Wenn card X = 1 gilt, dann setzen
wir X* = . Falls card X > 1 ist, dann bezeichnen wir mit X* die halbge-
ordnete Menge, die aus X durch Weglassung des kleinstes Elementes von X
entsteht, wenn solches vorhanden ist; sonst setzen wir X* — X. Es sei 2y,
22 € X, 11 = 2. Das Intervall [, 3] ist die Menge {xr e X : 21 £ @ £ x,}.
Wenn zwei teilweise geordneten Mengen X und Y isomorph sind, schreiben wir
X~ 7.

§3. Zwei Gruppenkonstruktionen
Von den Konstruktionen des gemischten Produktes und der B-Potenz
ausgehend werden in diesem Paragraph zwei ,,kombinierte’* Gruppenkonstruk-

tionen beschrieben.
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s sei N entweder eine leere oder eine teilweise geordnete Menge, und fir
jedes A € N sei (7, eine teilweise geordnete Gruppe. Ferner sei B eine verallge-
meinerte Boolesche Algebra, und ¢ sei eine fest gewihlte teilweise geordnete
Gruppe. Bezeichnen wir

(N, B G:.6G) = HB . G) x (I, 0.),
FZ(Na Ba Gl, G) = H(B’ G) 9 (FAGNGﬂ)'

Es gibt nichtkommutative o-einfache linear geordnete Gruppen ([4], S. 32);
sei Gy eine fest gewahlte linear gordnete Gruppe mit den erwahnten Eigen-
schaften. Ferner sei Z die linear geordnete additive Gruppe aller ganzen
Zahlen. Wenn G = Gy, G; = Gy fir jedes A € N bzw. (¢ = Z, ¢, = Z fir jedes
A € N ist, setzen wir

(N, B G, G) = Fu(N,B), bazw Fh(N, B, G,,0) — I'ix(N, B).
In analoger Weise definieren wir ¥ (N, B) und Fae(N, B).

Lemma 3.1. Hs seien Gi, G teilweise geordmete Gruppen. Dann sind die
Verbinde Jo(G1 % G2) und Jo(G1) X Jo(G2) isomorph.

Beweis. Es sei H € Jo(G1 x G3). Bezeichnen wir mit I7; die Projektion der
Menge H in Gy; H; ist also die Menge aller x € /1, fiir die es ein y € G» gibt, so
dass (x, y) € H. In analoger Weise definieren wir die Menge H». Offensichtlich
ist H; € Jo(Gi) (¢ = 1,2). Es sei @1 € Hy, y2 € Hy. Es gibt Elemente y; € H»,
22 € Hy mit @ = (21, 31) € H, b2 = (22, y2) € H. Da H gerichtet ist, gibt es in H
Elemente u = (23, y3), v = (¥4, y4) mit {a, b, 0} < [u, v]. Daraus ergibt sich

('7"'37 ?/3) = (.%‘1, 0) = ("’U49 ?/4)7
(w3, y3) = (0, y2) = (4, y4).

Aus der Konvexitit von H folgt nun, dass die Elemente (x1, 0) und (0, y2)
zu H gehoren. Deshalb ist

(1. 92) = (21,0) -+ (0, 9p) e H.
Damit haben wir H = H; x Hs bewiesen. Aus dem schon bewiesenen folgt,
dass die Abbildung
g: H > (Hi, H5)

ein Isomorphismus des Verbandes Jo(G1 X @) in den Verband Jo(G1) x Jo(G2)
ist. Da ferner fiir jedes X e Jo(Gh) und jedes Y € Jo(G2) die teilweise geordnete
aruppe X X Y zu Jo(Gh X G2) gehort, ist ¢ ein Isomorphismus des Verbandes
Jo(Gh X G2) auf den Verband Jo(G1) X Jo(Ga).
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Satz 3.2. Bs sei N entweder eine teilweise geordnete oder eine leere Menge. B sei
eine verallgemeinerte Boolesche Algebra. Dann gibt es gerichiete Gruppen H derart,
dass Jo(H) isomorph zu J(B) X 2V ist. Wenn N = 0 ist, so gibt es H mit den
erwdihnten Higenschaften, so dass H eine wverbandsgeordnete Vektorgruppe ist.
Wenn card B > 1 oder N £ 0 ist, so gibl es solche sowohl kommutative als
auch nichtkommutative Verbandsgruppen H.

Beweis. Es sei H beliebige der Gruppen i1, F12. Nach [8] (Satz 2.1 und 3.1)
gilt

Jo(H(B, ¢)) ~ J(B), Jo(I';enGa) ~28.
Also ist nach Lemma 3.1
Jo(F1i(N, B)) ~J(B) x 2Y (1=1,2).

Im Falle i = 1 (¢ = 2) und card B > 1 oder N +# ) ist F'1;(N, B) nichtkommuta-
tiv (kommutativ). Wenn N = 0, so ist Fy(IN, B) eine verbandsgeordnete
Vektorgruppe (vgl. (*), §2).

Lemma 3.3. Es seien A, B gerichtete Gruppen, G = A o B. Dann gill Jo(G) ~
~ Jo(B) ® Jo(4)*.

Beweis. Es sei H € Jy((}). Bezeichnen wir mit H; die Menge aller z € 4,
fiir die es ein y € B gibt, so dass (z, y) € H ist. In analoger Weise definieren
wir Hy. Dann haben wir H; € Jo(4). Wenn Hy +# {0} gilt, dann gibtes (x, y) € H
mit 2 > 0, also ist (0, 2) € H fiir jedes z € B. In diesem Fall ist also H» = B.
Wenn Hy = {0}, by € B,bs e H2,0 < by < bagilt,soist 0 < (0,b1) < (0,02) €
e H und daraus ergibt sich (0, b1) € H, by € Hs; also ist Hs € Jo(B). Wir defi-
nieren die Abbildung ¢ von Jo((F) in die Menge Jo(B) @ Jo(4)* folgendermas-
sen: wenn H € Jo(B) und H; # {0} ist, setzen wir ¢(H) = H;; sonst setzen
wir ¢(H) = H,. Die Abbildung ¢ ist monoton. Wenn P e Jo(B) gilt, bezeichnen
wir P = {(0, y) € G : y € P}. Wir haben P € Jo(G) und p(P) = P. Fiir @ € Jo(4),
Q # {0} sei Q@ = {(x,y) € G:2 Q). Dann ist @ € Jo(G) und ¢(@) = Q. Also
ist ¢ eine monotone Abbildung des Verbandes JO(G) auf den Verband Jo(B) @
@ Jo(4)*. Man verifiziert leicht, dass auch die inverse Abbildung ¢! mono-
ton ist. Also ist ¢ ein Isomorphismus.

Satz 3.4. Es sei N entweder eine tetlweise geordnete Menge oder eine leere Menge.
B sei eine verallgemeinerte Boolesche Algebra. Dann gibt es eine gerichtete Gruppe
H derart, dass Jo(H) isomorph zu 2N @ Jo(B)* ist. Wenn N =, 0 so ist H eine
vektorgeordnete Verbandsgruppe. Im Falle card B > 1 oder N £ 0 existieren
sowohl kommutative als auch nichtkommutative Gruppen H mit den erwdihnten
Kigenschaften.

Der Beweis folgt aus Lemma 3.3 und aus [8], Satz 2.1 und 3.1 in analoger
Weise wie im Beweis des Satzes 3.2.
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Im Falle N = 0 bzw. card B = 1 reduzieren sich die Behauptungen der
Sitze 3.2 und 3.4 auf die Behauptung des Satzes 2.1 [8] bzw. 3.1 [8].

§4. Die vollstindigen Homomorsphismen von Verbandsgruppen

s seien ¢/ und ¢’ vollstindige Verbandsgruppen. Eine Abbildung f der
Menge ¢ in die Menge ' heisst ein vollstindiger Homomorphismus, wenn die
folgenden Bedingungen erfillt sind:

(1) flgr - g2) = flg1) + flg2) fur je zwei Elemente ¢1, g2 € .
(2) Wenn 4 < ¢/ und sup 4 existiert in ¢/, so ist f(sup 4) = sup f(4).

Lemma 4.1. Sei f ein vollstindiger Homomorphismus von G in G'. Wenn

Beweis. Bezeichnen wir B = {—a:ae€ 4}, inf4 = a. Dann ist —a —
= sup B, also nach (2) f(—a) = sup f(B). Da f(—a) = —f(a), f(B) = {—{f(a) :
ca e A} gilt, bekommen wir f(a) = inf f(A4).

s sei %, die Klasse aller vollstandigen Verbandsgruppen, und ., sei
die Klagse aller vollstandigen Homomorphismen ¢ : G — G (G, G € @,).
Eine Verbandsgruppe Go € %, heisst frei in der Kategorie K, — (¥,;#;), wenn
es eine Teilmenge 0 4 4 < Gy gibt, so dass (1) fiir jede abgeschlossen [-Un-

fir jede Verbandsgruppe G € %, und jede Abbildung ¢ der Menge 4 in die
Menge @ gibt es einen vollstindigen Homomorphismus y der Verbandsgruppe
7o in die Verbandsgruppe ¢, so dass p(a) = w(a) fir jedes @ € A4 ist. In solchem
Fall sagen wir, dass die vollstindige Verbandsgruppe /o durch die Menge 4
frei erzeugt ist, oder dass 4 eine Menge von freien Erzeugenden der voll-
standigen Verbandsgruppe G ist. In analoger Weise definiert man die freie
Verbandsgruppe in den Kategorien K = (¥, #) bzw. K4 = (9.4, H# 4), wobei
G (bzw. 9 4) die Klasse aller Verbandsgruppen (aller abelschen Verbandsgrup-
pen) ist, und ' (H# 4) die Klasse aller Homomorphismen ¢ :6/— G' mit ¢, ¢' ¢ G
(bzw. ¢, G € 9 4) bezeichnet (in der Bedingung (1) steht jetzt . fir jede I-Un-
tergruppe G1°° anstatt ,fiir jede abgeschlossene I-Untergruppe 1°°). Da &
und %, primitive Klassen von Algebren sind, existieren in K und in K4 fiir
jede Kardinalzahl m freie Verbandsgruppen H, mit einer Menge von freien

pen und der freien abelschen Verbandsgruppen wurden von Weinberg [11],
Conrad [3], Bernau [1] untersucht.

Wir werden zeigen, dass keine freie vollstandige Verbandsgruppe ¢ existiert,
die durch eine unendliche Teilmenge 4 < @ frei erzeugt ist. Ein analoges
irgebnis gilt fiir die vollstandigen Booleschen Verbinde: es gibt keinen freien



vollstandigen Booleschen Verband mit einer unendlichen Menge von freien
Erzeugenden (Hales [6]).

Wir brauchen die folgenden Begriffe iiber die vollstindigen Booleschen
Verbénde. ;

s sei By ein Boolescher Teilverband eines vollstindiges Booleschen Ver-
bandes B. B heisst abgeschlossen in B, wenn fiir jede Teilmenge X < By
auch sup X zu B gehort (die Operation sup wird beziiglich B gerechnet).
Es sei A < B. Wenn jeder abgeschlossene Boolesche Teilverband B; von B
mit 4 < B, gleich B ist, so sagen wir, dass B durch 4 vollstandig erzeugt ist.

Satz 4.2. (Gaifman—Hales [5],[6]; vgl. auch [7], S. 46 und [9], S. 157—160.)
Es sei m eine unendliche Kardinalzahl. Es gibt eine Boolesche Algebra B mit
card B = m und eine abzihlbare Teilmenge A <= B, so dass B durch A woll-
standig erzeugt ist.

KEs sei B eine Boolesche Algebra und ¢/ = Z. Die Symbole M, By(M), G(«a)
und H(B, Z) haben dieselbe Bedeutung wie in §2. Da die Booleschen Verbinde
B und By(M) isomorph sind, werden wir B und Bo(M) identifizieren; wir setzen
also B = Bo(M). Das grosste (bzw. kleinste) Element von By(M) sei mit
1 bzw. 0 bezeichnet; offenbar ist 1 = M, 0 = 0. Setzen wir ¢ = 1. Es gibt
f1 € G(1) mit fi(x) = 1 fiir jedes @ € M. Eine Menge A < Bo(M) heisst disjunkt,
wenn @ > ¢ fiir jedes @ € 4 und a1 » @2 = 0 fiir je zwei Elemente a1, a; € 4,
a1 £ s ist.

Es sei H; die Menge aller Funktionen f: Bo(M)—Z mit der folgenden
Eigenschaft: es gibt eine endliche disjunkte Teilmenge A(f) < Bo(M), so dass
[ auf jeder Menge a € A(f) konstant ist und f(x) = 0 fiir jedes x € Bo(M), das
nicht zu U a(a € A(f)) gehort. Offensichtlich ist H; eine I-Untergruppe von
GM und G(a) < H, fir jedes a € Bo(M); also ist H(B, Z) < H;. Sei fe Hy,
A(f) # 0. Fir jedes a € A(f) gibt es fo € G(a) mit f(x) = fu(x) fur jedes x € a.
Dann haben wir f = > fi(a € A(f)) € H(B, Z). Daraus folgt H; = H(B, Z).

Wir bezeichnen mit 0 das Nullelement der Verbandsgruppe H(B, Z).

Lemma 4.3. Das Intervall [0, f1] der Verbandsgruppe H(B, Z) is eine Boolesche
Algebra und [0, fi] ~ B.

Beweis. Es sei f € [0, fil, f # 0. Da H(B, Z) = H, gilt, gibt es a1, ..., an €
€ Bo(M) und g; € G(a;)(i = 1, ..., n), so dass die Menge {a1, ... a,} disjunkt
ist und f=¢1+ ... + go. Nach Weglassung der eventuellen Elemente
¢; — 0 konnen wir voraussetzen, dass ¢; £ 0 fur ¢ =1, ..., n ist. Aus 2 €
e M \ a; ergibt sieh gr) — 0 far ¢ =1 . . n also fla) — 0 Wenn
x €U @; ist, dann gehért » genau zu einem @, also haben wir f(x) = gi(2)
und g¢;(x) = 0 fiir jedes ¢ # k. Aus 0 < f < f1 bekommen wir 0 < f(x) = 1
fur jedes @ € M. Daher ist g;(x) = 1 fiir jedes x €a; und jedes i1 =1, ..., %
Bezeichnen wir @ = U a;. Offensichtlich ist f(x) = 1 fiir jedes x € @ und f(y) = 0
fir jedes y € M \ a. Bezeichnen wir y(f) = @. Dann ist y eine monotone

2317



Abbildung des Verbandes [0, fi] auf Bo(M), und die inverse Abbildung 1
ist auch monoton. Daher ist y ein Isomorphismus. Daraus folgt, dass [0, fi] eine
Boolesche Algebra ist und [0, fi] ~ B gilt.

Bs sei € eine [-Untergruppe einer Verbandsgruppe ¢. Wir nennen ¢ schwach
abgeschlossen in ¢, wenn folgendes gilt: ist X eine Teilmenge von €, die in €
eine untere und eine obere Schranke besitzt, und existiert sup X in ¢, dann
gehort das Element sup X zu €.

Lemma 4.4. Es sei B eine wollsiindige Boolesche Algebra, die duwrch eine
Teilmenge A < B vollstindig erzeugt ist. Bezeichnen wir A; = yp1(A4), wobei
die Bedeutung von vy dieselbe wie in 4.3 ist. Es sei Hy eine schwach abgeschlossene
I-Untergruppe von H(B, Z) mit Ay < Hy, f1 € Hy. Dann st [0, 1] = Hp.

Beweis. Setzen wir [0, fi] N Ho = D. Offenbar ist 0, f; € D. Die Menge D
ist ein Teilverband von [0, f1], alsoist D distributiv. Es sei fe D, 0 < f < fi.
Bezeichnen wir f; — f = g. Weil f(x) = 0 oder f(z) = 1 fur jedes x € M 1st,
haben wir fArg =0 und fv ¢ =fi. Da Hy einel-Untergruppe von H(B, Z)
ist, gehort g zu Ho und da 0 < ¢ < fi gilt, ist ¢ € [0, f1]; also ist g € D. Daraus
folgt, dass D eine Boolesche Algebra ist. Da ¢! einen Isomorphismus der
Booleschen Algebra B auf die Boolesche Algebra [0, fi] darstellt (vgl. 4.3),
ist die Boolesche Algebra [0, fi] vollstindig erzeugt durch die Menge A4;.
Offenbar gilt A; < D. Aus der Tatsache, dass Hy eine schwach abgeschlossene
I-Untergruppe von H(B, Z) ist, bekommen wir, dass die Menge D ein abge-
schlossener Boolescher Teilverband von [0, fi] ist. Daraus ergibt sich [0, fi] <
< D C H Q.

Bezeichnen wir mit H(B, Z) die Dedekindsche Erweiterung von H(B, Z)
(vgl. [4]). H(B, Z) ist relativ vollstindig und wir kénnen voraussetzen, dass
H(B, Z) eine I-Untergruppe der I-Gruppe H(B, Z) ist. Fir jedes y € H(B, Z)
gibt es eine Teilmenge Y < H(B,Z) mit y =sup Y. Wenn X < H(B, 7Z)
und das Element o € H(B, Z) das Supremum der Menge X in H(B, Z) ist,
so ist 29 auch das Supremum der Menge X in H(B, Z).

Es sei nun « eine unendliche Kardinalzahl und 4y < Gy € %, card 4y — «.
Setzen wir voraus, dass die vollstandige Verbandsgruppe Gy durch die Menge
Ay frei erzeugt ist. Es sei card Gy = p und m sei eine Kardinalzahl, m > g.
Es sei B eine Boolesche Algebra, die die Behauptung aus Satz 4.2 befriedigt.
Aj hat dieselbe Bedeutung wie in 4.3. Setzen wir H = H(B, Z), H = H(B, Z)
und untersuchen wir die folgende Abbildung y der Menge Ay in H: Wir wihlen
eine abzahlbare Teilmenge 4, = Ao mit A, # Ao und ein Element ag € 4o \
\ 4g. Es sei ¢ eine ein-eindeutige Abbildung der Menge A, auf die Menge A;.
Wir setzen y(@0) = f1, x(a) = 0fir jedes a € 4o\ 4', a #* apund y(a) = ¢(a)
fiir jedes @ € A,. Nach der Voraussetzung gibt es einen vollstandigen Homo-
morphismus u# der Verbandsgruppe Gy in die Verbandsgruppe H, so dass y(a) =
= u(a) fir jedes @ € Ao ist. Bezeichnen wir u(Gh) = G'.
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Lemma 4.5. G ist eine schwach abgeschlossene I-Untergruppe von H.

Beweis. Es sei F <« G, ue @', ve @, so dass u < f < v fiir jedes feF
ist. Dann gibt es Fo = Go, up € Go, vo € Go mit up < fo < v fiir jedes fo € Fy,
so dass u(uo) = u, u(we) = v, u(Fo) = F ist. Da Gy vollstandig ist, gibt es
g, Vo € Go mit we = inf Fy, vo = sup Fo. Ferner ist u ein vollsténdiger Ho-
momorphismus; daher ist w(wo) = inf F, u(v) = sup F. Damit ist der Beweis
erbracht.

Bezeichnen wir C = G’ N H(B, Z).

Lemma 4.6. C ist eine schwach abgeschlossene - Untergruppe von H(B, Z).

Beweis. Es sei 0 £ X < C, uel, vel, u £ x = v fir jedes e X.
Setzen wir voraus, dass die Menge X das Supremum in H(B, Z) besitzt. Wir
bezeichnen dieses Supremum mit 29. Dann ist x auch das Supremum der
Menge X in H. Da X in ¢ beschrinkt ist und weil nach 4.5 G’ schwach ab-
geschlossen in H ist, gehért g zu €. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Es sei I das Intervall [0, fi] der Verbandsgruppe H(B, Z). Aus der Defini-
tion von G folgt f1 e @' und 4; = G, alsoist f1 € C, A1 < C. Aus Lemma 4.6
und 4.4 bekommen wir jetzt, dass I < € gilt. Also ist card ¢’ = card €' =
= card I und nach 4.3 ist card I = card B = m. Da @' ein homomorphes
Bild von @ ist, haben wir card Gy = card G’ = m, was ein Widerspruch ist.

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen:

Satz 4.7. Hs sei o eine unendliche Kardinalzahl. Es gibt keine vollstindige
Verbandsgruppe G, die durch eine Teilmenge A < G mit card A = « fres
erzeugt 1st.
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