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Matematický časopis 23 (I§73), No. 3 

UBER DIE B-POTENZ EINER TEILWEISE GEORDNETEN 
GRUPPE 

MARIA JAKUBÍKOVÁ, Košice 

§1. Einführung 

\i* sei B eine verallgemeinerte Boolesche Algebra, und G sei eine teilweise 
#«ordnete Gruppe. 13er Begriff* der JB-Potenz H(B9 G) der teilweise geordneten 
Gruppe G- wurde von K. N e u m a n n [8] eingeführt. Diese Note bestellt au** 
zwo«rfeilen. Im ersten Teil (§§ 2, 3) wurden mit Hilfe der JB-Potenz hinreichen­
de Kedinguiigen untersucht, unter denen ein Verband V als Verband aller 
«> Meaie einer gerichteten Gruppe darstellbar ist. Im zweiten Teil (§4) be­
nutzen wir die JB-Potenz zur Untersuchung der Existenz von freien vollständi­
g e Verbandsgruppen. in der Kategorie Kv == (cSViM

9
v), wobei {3V die Klasse 

a-lici vollständigen Verbandsgruppen ist, und die Morphismen M'v vollständige 
11omomorphismen sind. 

\ZH sei G eine gerichtete Gruppe. Wir bezeichnen mit Ja(G) den Verband 
aller O-Ideale von G. Neumann [8] hat die folgenden Sätze bewiesen: 

(A) ([8], Satz 2.2.) Es sei B eine verallgemeinerte Boolesche Algebra, und 
J(H\ ml der Verband alier Ideale von B, Dann gibt es sowohl komm.utati.ve  
als auch niehtkommutative gerichtete (sogar verbandsgeordnete Vektor-) 
Gruppen //, so das« die Verbände JQ(H) und J(B) isomorph sind. 

\B) (|'8'|, Satz 3.2.) Zu, jeder teilweise geordneten Menge N existieren sowohl 
kommutative als au eh niehtkommutative gerieh tete Gruppen.. V\ so dass die 
Verbände JQ(V) und 2N isomorpli sind.« 

Um gerichtete Gruppe H aus dem Satz (A) wird mit Hilfe der B-Potenz 
/•/{#,, 6') einer gerichteten Gruppe G konstruiert; die Verbandsgruppe V aus 
ikmi Satz (B) ist ein gemischtes Produkt TG*, ( l e A ) , wobei G% o-einfaehe 
geriiri.tete Gruppen sind. 

Nr.u m a n n (loc. cit.) hat die folgende Frage gestellt: „Kann man eine Grup­
pen konstruktion für teilweise geordnete Gruppen angeben, die jene der in 
§2 ieingeführten B-Potenz und die des gemischten Produktes als Spezialfälle 
enthalt? Wenn ja, lässt sich diese zum Beweis einer gemeinsamen Verallge-
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meinerung der »Sätze 2.2 und 3.2 für gerichtete Gruppen verwenden, und u [><• 
lautet diese?" 

In §3 werden zwei ,,kombinierte" Gruppenkon.strukti.onen. beschrieben. 
deren jede die der Jß-Potenz und des gemischten Produktes als Spezialfall«-
enthält. 

Es seien (} und Gf vollständige Verbandsgruppen. Ein Homomorphismus 7 
von G in (}f heisst vollständig, wenn für jode Teilmenge X c 6', l'ür di^ vtn A" 
in 6' existiert, die Gleichung f (sup X) --- sup</.(A") gilt, ßine /^Jntorgruij^H-
# o 6 nennen, wir abgeschlossen in G, wenn für jede Teilmenge X' ••" />\ :<Vn' 
die sup X in. 6* existiert, das Element sup X zu .B gehört. Ks sei a eine un^ed-
liehe Kardinalzahl. Es wird bewiesen (Satz 4..7)., dass keine freie vTdlstäuOlu^ 
Verband sgruppe mit a freien. Erzeugenden in der Kategorie* Kt} •• (7/1 .

 >;/ , • 
existiert. 

§2. Grundbegriffe und Bezeichnungen 

Kür die benutzten Begriffe bezüglich teilweise geordneter ( ••-• haibgeordn.-t < r, 
Gruppen sei auf die Bücher [2] und |_4J verwiesen. Die Gruppenoperatii*;.. -n 
einer teilweise geordneten Gruppe G wird additiv geschrieben, die? Komm'.;-' 
tivttät dieser Operation wird nicht vorausgesetzt, G ist: gerichtet', wer-»: « •• 
für jedes x e G ein. Element y e:G gibt, so dass 0 % //. ,i; <; // ist. Kitte I/ncM-
gruppe / / von. G heisst konvex, wenn aus 0 S. (J §• !*• £ /-6 // - 6 stets .7 // 
folgt, ßin konvexer gerichteter NTormalteiler II von 6 heisst ein <>-Ideal v^e 1> 
Eine teilweise geordnete Gruppen ist o-einfach, wenn für jedes O-ldoal .// '• • n 
6' entweder / / -,.-. {Oj oder / / ..•---- G gilt. 

'EH sei Jf eine niehtleere Menge, und für jedes / e M. sei 6';. eine temc c<-
geordnete Gruppe. Wir bezeichnen, mit / / -:-- MGÄ ik e. M) das volJstf:c;Ki' 
direkte Produkt der Gruppen Gx mit der Halbordxumg / < // genau :*cni. 
wenn f(k) S f/(A) für jedes .kell gilt, Im Falle M ••••• | l , 2{ bezeichnen .c? 
// -.-- 6'i >-; 62. Wenn 6;t ~- G für jedes 1 cr JJ ist, setzen wir // •--•- GM, 

Es sei J eine halbgeordnete Menge und für jedes ? e.7 sei 6',: eine tciV ••)•><; 
geordnete Gruppe, Bezeichnen wir mit Gw das vollständige direkte Kr >'<:.!-.! 
der Gruppevi;i. f7?; und für jedes / e Go sei *(/)•--• \iel:f(i) •/'• 0^ Sei •/.' •'••!;•• 
Mehlige de r j en igen /e 6-o, für die jede Kette K. c .s(/) wohlgoordn.et ist. Km-

/ f / / sei Ä*'(/) die Menge aller minimalen Elemente von. *(/). Wir setzen./ c 
wenn *'(/) /• 0 und/(i) >- 0 für jedes i e #'(/) gilt» Dann ist / / eine halbg^ord!:---
De Gruppe: wir bezeichnen II •--== FGt (iel). Die halbgeordneto Grnpp* // 
heisst das gemischte Produkt der halbgeordneten Gruppen G,. Wenn / 
'-•• (a> />{, a ;:> p» ist, bezeichnen wir .// --••••• G$ ° (L,* 

Ein distributiver relativ komplementärer Verband mit dem kleinsten Eletc et 
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heisst eine verallgemeinerte Boolesche Algebra. Es sei Af die Menge aller 
dualen IV.mideale P r/~ B einer verallgemeinerten. Booleschem Algebra i>\ 
eard H"> L 'Ferner sei B(M) die Boolesche Algebra aller Teil mengen der 
Menge AI, Nach dein bekannten Satz von Stone ist der Verband. B zu einem 
Toilvorbaud TM AI) des Verbandes Ji(M)9 0 e .£»«(711) isomorph: wenn /» ein. 
Boolescher Verband ist. so ist auch Af e BQ(AI) (vgl. |'8'|). Es sei G eine halb-
geordnete Gruppe, a e B(A1). Bezeichnen wir mit G(a) die Menge derjenigen 
je f;:v/. f|i(. auf der Mengen </, konstant und in jedem Punkt i e Af \ \a] gleich. 
Null sind. Ks sei H(B, G) die dureh die Menge U G(a)(a e ßo(.-l/')) erzeugte 
Untergruppe der Gruppe GM. Die Halbordnuiig auf H(B, G) ist dureh die 
Halbordnung von GM induziert.'Die teilweise geordnete Gruppe H(ß, G) heisst 
oine /.--Potenz der teilweise geordneten Gruppe 6'.(Vgl. [8].) Im 'Falle card H 

: 1 setzen wir 7/(ß, G) ^ {0}. 
Fiue /-Untergruppe des 'vollständigen direkten Produktes von linear .^ord­

neten Grup|.>en heisst eine verbandsgeordnete Vektorgrnppe. N'eu»nan.n 
(| H |r Lrmma 2.3) hat die folgende Behauptung bewiesen: 

{*) Ist <i eine Verbandsgrnppe (linear geordnete Gruppe), so ist 7/(/>\ *») 
vhi.e V <u • b <m<1 sgruppe (vorbandsgeordnete Vektor gxtippe). 

Fs .schien. A. B teilweise geordnete Mengen. Mit An bezeichnen wir die Menge 
aller orduungserhaltenden Abbildungen der Menge B in die Menge A: für 
/ . f/ :• .-I/; setzen 'wir/ g g, wennf(b) S (j(b) in, jedem Punkt 6 e B ist. (Vgl, 12), i 
Mit 2 bezeichnen wir eine zweielementige Kette. Es sei xo ein. fest gewähltes 
Elemeut von A, Wenn B -~ 0 ist, setzen wir Aß -~ {xo}. Das direkte Produkt 
A * B ist die Menge aller Paare (a, b) (a e A, h e B) mit der koordinatenweise 
de-linierten Halbordiumg. Wenn A Px B •- 0 ist, so sei (j ••••••- A U JL wobei 
// ••.' // für jedes a e A und jedes b e B gilt, und in A bzw. B bleibt die Ursprung-
hebe- Halbordnung in Kraft. 'Die halbgeordnete Menge C ist mit A ch H 
hezeiehnet: .hier kann eine der Mengen A, B auch leer sein. 

Es sei X eine teilweise geordnete Menge. 'Wenn eard X -- 1 gilt, dann, setzen 
wir A* ••••-• 0. .Falls eard X > I ist, dann bezeichnen wir mit Ä'* die halbge­
ordnete Menge;, die aus X durch Weglassung des kleinstes Eleinentes von A" 
entst(d.if. wenn solches vorhanden ist; sonst setzen wir K* •••-•• A\ Es sei ,ri_. 
jv '-- A. .ri ::;* «ra. Das Intervall |Vri, :i^] ist die Menge {.T e-X : .̂ i g ;r i ..r:>|. 
Wenn zwei teilweise geordneten Mengen X und Y isomorph sind, sehreibeu wir 
X - 1", 

§3. Zwei Gruppenkonstruktionen 

Von den Konstruktionen des gemischten Produktes und der JS-Poteuz 
ausgehend werden in (fiesem Paragraph zwei „kombinierte*c GruppenkortHlruk-
t ionen besehr.ieben. 
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Es sei N entweder eine leere oder eine teilweise4 geordnete Menge, und für 
jedes X G.N sei Qx eine teilweise geordnete Gruppe. Ferner sei B eine verallgv-
meinerte Boolese.be Algebra, und G sei. eine fest gewählte teilweise geordnete 
<i n 1 ppe. Bezeleimen 'wir 

FX(N, B; Gx, G) = f/(Ä, ö) X (VX(syG;.)r 

F2(N, B: Gx, G) = J/(Ä, ö) o { J ^ ^ X . 

EH gibt niehtkoramiitative o-einfaehe linear geordnete Gruppen (f4'|. S. 32): 
sei 6vo eine fest gewählte linear gordnete Gruppe mit den erwähnten Eigen -
sehaften. Ferner sei Z die linear geordnete additive Gruppe aller ganzen. 
Zahlen. Wenn G -=. G%, Gx =- #o für jedes 1 e N bzw. </ -••-••- Z, 0A .,.- Z für jedes 
) e N ist, setzen, wir 

KjjN, /?, #A , G) --= .Pii(A\ .0), bzw. Fi(N, Ä, ÖA, <0 --•- /'Yif-V. «)• 

In analoger Weise definieren wir F2i(N, B) und F22(N} B), 

Lemma 3.1. .FX seieti G.t, G2 teilweise geordnete Gruppen. Jkinn -sind 'li<-
Verbände «7o(#i X G2) und Jo{Gi) X Jo(G2) iwmorph. 

Beweis . Es sei II eJo(Gi X GV)* Bezeiebnen wir mit II. die Projektion der 
Menge J l in (4; IIi ist also die Menge aller x e Gi9 für die es ein // e G2 gibt, so 
dass (x, ff) e H. In analoger Weise definieren wir die Menge I/o. Often.sieldlicb 
ist 7/» eJo(G,-) (i === 1,2). Es sei #i e / / i , ^2 e ff*. Es gibt Elemente y\ <-: / / - , 
;i;2 e ü i mit a —•• (x±, yi) e II, b2 =•-• (#2, ya) e ff. Da 7/ geriebtet ist, gibt es in // 
Elemente v ••-- (%? ya), v -- ( ^ ? 2/4) mit K &.- 0} c: [«,,. v\. .Daraus ergibt sieb 

(#3,2/3) -S ( # i » 0 ) s: (;r4; y/j). 

(tfs.Sfe) ^ (0,y2) S (^i?y.i). 

Aus der Konvexität von II folgt nun, daas die Elemente (;n . 0) und (0, y.>) 
zu II gehören. Deshalb ist 

(*!.,#.) -••= ( x i . ö ) -f (<My2)e / / . 

Damit haben, wir JI --~- IIi X II2 bewiesen. Ans dein schon bewiesenen folgt, 
das« die Abfoi 1 <I o tig 

<p:H">(Hitfh) 

ein Isomorphismus des Verbandes Jo(Gx X 6%) in den Verband Jo(lVj) .' Joi/^x 
ist. Da ferner für jedes X e Jo(G\i) llT1€'- jedes 'F e ./o(^2) die teilweise geordnete 
Gruppe X X Y zu Jo(#i X G2) gehört., ist q> ein Tsoruor-phisnuis des Verbandes 
•/o(^.i X G2) auf den Verband ,/0(öi) X JQ(G2). 
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Satz 3.2. Es sei N entweder eine teilweise geordnete oder eine leere Menge. B sei 
eine verallgemeinerte Boolesche Algebra, Dann gibt es gerichtete Gruppen II derart, 
J-a^s Jo(//) isomorph zu J(B) >< 2N ist. Wenn N = 0 ist, so gibt es H mit den 
•r-rt*-ahnten Eigenschaften, so dass II eine verbandsgeordnete Vektorgruppe ist. 
Wenn eard B > 1 oder N -^ 0 ist, so gibt es solche sowohl kommutative als 
a arJi nicht kommutative Verbandsgruppen II. 

B e w e i s . Es sei II beliebige der Gruppen Pn,.Pi2 . Nach [8] (Satz 2.1 und 3.1) 
gilt 

Jo(//(B, 0)) ~ J(B), Jo(TXsNGx) - 2*\ 

AK) ist nach Lemma 3.1 

Jo(Fit(N9B))~J(B) X 2^ (e = 1,2). 

I n\ 'Falle i = 1 (% == 2) und eard i? > 1 oder N -£ 0 ist Fu(N, B) nichtkommuta-
t iv (kommutativ). Wenn AT =-= 0, so ist Fn(N, B) eine verbandsgeordnete 
Vckt-orgryppe (vgl. (*), §2). 

Lemma 3.3. Zfe seiew J ? 1? gerichtete Gruppen, G -=-. .4 o li . .Darm p l l Jo(#) —• 

- JQ(B) ®JO(A)*. 

Beweis . Es sei II e J0(6y). Bezeichnen wir mit H\ die Menge alier er e / i , 
l't'jr die es ein y e B gibt, so dass (#, |/) G II .ist. In analoger Weise definieren 
wir //o. Dann haben wir H\ e J®(A), Wenn 11% ^ {0} gilt, dann gibt es (x, y) e II 
um x > 0, also ist (0, z) e II für jedes z e B. In diesem Fall ist also H<> — .ß. 
Wenii.//i - : {0}, 6i G ß, b2 G J ? 2 , 0 g 6i g 62 gilt, so ist 0 S (0, &i) £ (0, b2) e 
i II und daraus ergibt sieh. (0, 6.1) e II, b\ e Irhl also ist II2 GJQ(B). Wir defi­
nieren die Abbildung cp von J$(G) in die Menge Jo(-ß) ® Jo(-4)* folgendermas-
SCMI: wenn / / G Jo(ß) und //1 '̂- {()} ist, setzen wir rp(II) =- i I i ; sonst setzen 
wir </••(//) •••-» /I2. Die Abbildung f ist monoton. Wenn P e JQ(B) gilt, bezeichnen 
\\ fr P ::.: {(<), tf) 6 # i y G P ) . Wir haben P e J0(G) und ^(P) = P, Für Q G JQ(A), 

Q / {0} sei # ^ {(#,!/) e # ' # e 0}- "Dann ist © e J 0 (ö) und q>(Q) = # . Also 
ist *?; eine monotone Abbildung des Verbandes JQ(G) auf den Verband Jo(B) (B 
it) J0(-4)*. Man verifiziert leicht, dass auch die inverse Abbildung <p~l mono-
'totf int. Also ist </,> ein Isomorphismus. 

Satz 9A.Es sei N entweder eine teilweise geordnete Menge oder eine leere Menge, 
II sei eine verallgemeinerte Boolesche Algebra, Darm gibt es eine gerichtete Gruppe 
fl derart, dass JQ(H) isomorph zu2N © Jo(.B)* ist. Wenn N —, 0 so ist H eine 
wklargeordnete Verbandsgruppe, Im Falle eard B > 1 oder N -/-• 0 existieren 
•wohl kommutative als auch nichtkommutative Gruppen FI mit den e/mühmMn 
hlhgen-selmften. 

Der Beweis folgt ans Lemma 3.3 und. aus [8], Satz 2.1 und 3.1 in analoger 
Weise wie im Beweis des Satzes 3.2. 
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'Im Falle N-----0 bzw. ea.rd.B~-- .1 reduzieren sieh die Behauptungen der 
Sätze 3.2 und 3,4 auf die Behauptung des Satzes 2.1. [8j bzw. 3.1 [X]. 

§4. Die vollständigen Homomorphismen von Verbandsgruppen 

Es seien G und (Jf vollständige VVrbandsgrupj.)eu. Eine Abbildung f «!cr 
Menge G in die Menge Gf heisst ein vollständiger Homomorphismus, wenn. hV 
.folgenden Bedingungen (erfüllt sindi 

(1) /(f/i. V- 172) —/(f/i) Arf(g<&) für je 5cwei Elemente </t, tj» e G. 

(2) Wenn J, c: fV und sup A existiert in (7. so ist /(sup A) ---•• st.ip/(,A). 

Lemma 4.1. Sei f ein vollständiger Ho-momorphiHmus von G in- G". IVmit 
A cz G und mf A, existiert in G, so ist-f (Inf A) ••-•• mi\f(A). 

Beweis . Bezeichnen, wir ß »~ { a : a e A}9 mf A •••--•• a. Dann, ist • << 
- snp.ß, also nach (2)/( a) - sup / (ß ) . Da/(••••«) - -f(a).f(B) .-. - J - t\a) . 
: a eA\ gilt, bekommen wir /(///) ~- inf/(_4). 

Es sei f̂> die Klasse aller vollständigen Verbandsgruppen, und. .>/, .n«? 
die Klasse aller vollständigen Komornorphismen <p \ (J •••-:» G' ((>'. G'' e •/;,.). 
Kine Verbandsgruppe G% e @v heisst frei in, der Kategorie Kr • (;J/r,:-'Jfr), w-üii 
es eine Teil, in enge 0 •-£ A e 6rn gibt, so dass (1) für jede abgeschlossen Mdi • 
tergruppe 6 i der Verbandsgrup]')e 6o mit yl c (7j stets €7i •-• •• <V<> gilt, tmd 2) 
ITir jede Verbandsgruppe Ge@v und jede Abbildung <y> der M.enge A in. dir 
Menge G gibt es einen vollständigen Homomorphismus y der Verbands.ürvpe 
0Yo in die Verbandsgruppe G. so dass c/>!(a) ^ f»(«) für jedes r/ e A ist'. In söW-m 
Fall sagen, 'wir, dass die vollständige Verbandsgruppe o/« dureh die Mete- ..! 
frei erzeugt ist, oder dass A eine Menge von freien Erzeugenden der vVf 
.ständigen Verbandsgruppe fVo ist. .In analoger Weise definiert mau die ini-r 
Verbandsgrupj>e in den Kategorien ii --•.• (f#, ,#") bzw. A/i •••- (#'..,, V7,!), wVen 
2/ (bzw. &A) die Klasse aller Verbandsgruppen (aller abelscheu Verbandsgr:i!* 
pen.) ist, und ffi(ffi A) die Klasse aller Homomorphismen </;: fV-;> <7' mit (I, V . 0 
(bzw. 6^ (V e Cf,i) bezeichnet (in der Bedingung (I) stellt jetzt ..für jede W o 
torgruppe (J\" anstatt ,,für jede abgeschlossene /-Untergruppe /7f"). IV '//' 
und €SA primitive Klassen von Algebren sind, existieren in. K und in KA für 
jede Kardinalzahl m freie Verbandsgruppen / i m mit einer Menge von fjv-iiiu. 
Erzeugenden Am, card .Ab«, •--• w. Die .Eigensehaften, der freien Verbandsgrup-
pen. und der freien abelschen Verbandsgrupjjen wurden von W e i n b e r g \ \ ' \ 
(Conrad [3J, B e r n a u jl j untersucht. 

Wir 'werden zeigen, dass keine freie vollständige Verbandsgruppe G ex.isiij-.ri. 
die dureh eine unendliche Teilmenge A e G- frei erzeugt ist. Ein an.al.014r.-
Krgebrris gilt für die vollständigen Booleschen Verbände: es gibt keinen freien 
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vollständigen Booleschen Verband mit einer unendlichen Menge von freien 
Erzeugenden (Ha ie s [6]). 

Wir brauchen die folgenden Begriffe über die vollständigen Booleschen 
Verbände. 

PIs sei Bx ein Boolescher Teilverband eines vollständiges Booleschen Ver­
bandes B. Bx heisst abgeschlossen in B, wenn für jede Teilmenge X cz Bi 
ciii.ch sup X zu Bx gehört (die Operation sup wird bezüglich B gerechnet). 
Es sei A cz B. Wenn jeder abgeschlossene Boolesche Teilverband Bx von B 
mit A cz Bx gleich B ist, so sagen wir, dass B durch A vollständig erzeugt ist. 

Satz 4.2. ( G a i f m a n — H a i e s [5], [6]; vgl. auch [7], S. 46 und [9], S. 157 —160.) 
Es sei m eine unendliche Kardinalzahl. Es gibt eine Boolesche Algebra B mit 
ea-rd. B ä m und eine abzählbare Teilmenge A cz BP so dass B durch A voll­
ständig erzeugt ist. 

Es sei ZI eine Boolesche Algebra und G ~= Z. Die Symbole M, B$(M), G(a) 
und H(B, Z) haben dieselbe Bedeutung wie in §2. Da die Booleschen Verbände 
B und BQ(M) isomorph sind, werden wir B und BQ(M) identifizieren: wir setzen 
also B ===•:• Bo(M). Das grösste (bzw. kleinste) Element von Bo(M) sei mit 
I bzw. o bezeichnet; offenbar ist 1 = M, 0 = 0. Setzen wir a = l . Es gibt 

fi e G(\) m\ifi(x) = 1. für jedes x e M. Eine Menge A er BQ(M) heisst disjunkt, 
wenn a > o für jedes a e A. und a± A a2 = 0 für je zwei Elemente ax, a% e A, 
a-\ •/- «-2 i s t . 

Es sei Hi die Menge aller Funktionen / : Be(M) -» Z mit der folgenden 
Eigenschaft: es gibt eine endliche disjunkte Teilmenge A(f) cz BQ(M), SO dass 

f auf jeder Menge a e A(f) konstant ist \mA f(x) = 0 für jedes x e BO(M), das 
nicht zu U a(a e A(f)) gehört. Offensichtlich ist Hx eine Z-Untergruppe von 
a-u und Q(a) cz Ih für jedes a e BQ(M): also ist H{B,Z) cz Hx. Sei / e i ^ , 
A(f) -f.- 0. Für jedes a e A(f) gibt es / a e 6r(a) mit /(#) = fa(x) für jedes x e «. 
Dann haben w i r / = ]>/«(« e l ( / ) ) e .ff(-B, Z). Daraus folgt Hx = JST(-B- -Z). 

Wir bezeichnen mit 0 das Niill.elem.ent der Verbandsgruppe II(B, Z). 
Lemma 4.3. Das Intervall [0, f{\ der Verbandsgruppe H(B, Z) is eins Boolesche 

Algebra und [0, fß ^ B. 
Bewei s . Es s e i / e [0, / i ] ? / # 0. Da H(B, Z) = Hi gilt, gibt es «i , . . ., an e 

<.:•: B{)(M) und g-i e G(at)(i = l, . . .,, n), so dass die Menge {a%, . , . an] disjunkt 
ist und / — gx + • • • + ffn * Nach Weglassung der eventuellen Elemente 
ih. r.~: () können wir voraussetzen, dass gi ^ 0 für i = 1, . . ., n ist. Ans x e 
c iM \ u a% ergibt sich. gr̂ (a?) = 0 für i = 1, . . ., % also f(x) = 0. Wenn 
,c e. u a?; ist. dann gehört x genau zu einem ajc, also haben wir f(x) = gic(x) 
und </•/,(#) •— 0 für jedes i =̂  k. Aus 0 S f S / i bekommen wir 0 ^ /(#) ^ -1 
für jedes # e Jf. Daher ist gr$(#) =. 1 für jedes x G«? und jedes i = 1, . . ., n. 
[bezeichnen wir« = u a%. Offensichtlich ist/(#) = 1 für jedes x e a midf(y) -•- 0 
für jedes // 6 M \ a. Bezeichnen wir tp(f) = «. "Dann ist tp eine monotone 
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Abbildung des Verbandes [0, fi\ auf Bo(M), und die inverse Abbildung v l 

ist auch, monoton. Daher ist fi ein Isomorphismus. Daraus folgt, dass [o. / i j eine-
Boolesche Algebra ist und [Ö./. | ^ ß gilt. 

Es sei C eine ^-Untergruppe einer Verbandsgruppe G. Vilr nennen (' sclwv."::»i. 
abgeschlossen in 6', wenn folgendes gilt: ist Ar eine Teilmenge von. f":r d h in. /" 
eine untere und eine obere Schranke besitzt, und existiert sup A' in (*'. dann 
gehört das Element sup X zu C. 

Lemma 4.4, Es sei B eine vollständige Boolesche Algebra, die dvreh -im 
Teilmenge A cz B vollständig erzeugt isL Bezeichnen -wir Ai -.~~ tp }(A)H a-ol-.-'i 
die Bedeutung von ip dieselbe wie in 4,3 ist. Es sei //§ eine schwach abgeschlos^iz^ 
l-Untergruppe von H(B9 Z) mit A\ cz / / 0 . fx e / / 0 . Dann ist [0,/jJ cz //,-,. 

Bewe i s . Setzen wir [0, / i ] n / / ö --- I), Offenbar ist 0, j \ e D. Die Meng?.- /j 
ist ein Teilverband von [0, / i ] , also ist I) distributiv. Es sei / e. D, 0 < / «•;.;. /*, . 
Bezeichnen wir f\ - / ••=•• g. Weil /(#) -— 0 oder f(x) --••• J für jedes x e M \M, 
haben wir / / \ g ----- 0 und / v g =• f\. Da //<> eine/-Untergruppe von. / /( /?, Z, 
ist, gehört g zu Ho und cia 0 < g < fi gilt, ist g e [0, /i"|; also ist g e K Dar ;,tif-
folgt, dass D eine Boolesche Algebra ist. Da y)"~x einen Isomorphismus d..*r 
Booleschen Algebra 1? auf die Boolesche Algebra [0,/f| darstellt (vgl. 4.:';-, 
ist die Boolesche Algebra [ 0 , / J vollständig erzeugt durch die 1:1 enge A\. 
Offenbar gilt A\ cz D. Aus der Tatsache, dass Ho eine schwach abgeschlossene 
Ü-Untergruppe von H(B, Z) ist, bekommen wir, dass die Menge I) ein abge­
schlossener Boolescher Teilverband von [0,/ i] ist. Daraus ergibt sich [0,/i.j ;; 
c: I) c H0. 

Bezeichnen wir mit H(B, Z) die Dedekindsche Erweiterung von H(./>\ Z) 
(vgl. [4]). H(B, Z) ist relativ vollständig und wir könneji voraussetzen, 
II\B, Z) eine ^-Untergruppe der Z-Gruppe H(B, Z) ist. Für jedes y e HiB 
gibt es eine Teilmenge Y cz H(B,Z) mit y --•- sup I'\ Wenn X cz Hiß, Z) 
und das Element x§ e H(B, Z) das Supremum der Menge A" in Hiß, Z) ist. 
so ist xo auch das Supremum der Menge X. in H(/i, Z). 

Es sei nun a eine unendliche Kardinalzahl und AQ cz G0 e (#V) eard /lo : •* 
Setzen wir voraus, dass die vollständige Verbandsgruppe (7o durch die 'Menge 
AI» frei, erzeugt ist. Es sei card Go — ß und m sei eine Kardinalzahl, >H > />. 
Es sei B eine Boolesche Algebra, die die Behauptung ans Satz 4.2 befriedigt. 
A\ hat dieselbe Bedeutung wie in 4.3. Setzen wir H --- Hiß, Z), FI -•--- H(/'.K Z) 
und untersuchen wir die folgende Abbildung % der Menge AQ in. / / : Wir; wählen 
eine abzahlbare Teilmenge A'0 cz A% mit A'0 -fi. Ao und ein 'Element an e z'U) \ 
\ A0. Es sei (p eine ein-eindeutige Abbildung der Menge A'0 auf die Menge -.-1 i 
Wir setzen %(<to) =-z / i , %(#) = Ofür jedes a e Alo \ -4', « r/- ^o und ^(a) --- c/;(̂ ) 
für jedes a eA'0. Nach der Voraussetzung gibt es einen vollständigen Homo-
in.orphism.us ß der Verbandsgruppe Go in die Verbandsgruppe II, so dass •#('/) •• 
= p,(a) für jedes a e 4̂© ist. Bezeichnen wir fi(Go) ™ G'. 
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Lemma 4.5. G' ist eine schwach abgeschlossene l- Untergruppe von H. 
B e w e i s . Es sei J7 c G', u eG', v eG', so dass u S f S v für jedes f EF 

ist, Dann gibt es FQ CZ GQ, UQ e GQ, VQ e GQ mit UQ S /O S VQ für jedes f% s FQ, 
HO dass ii(u{}) = ti; /*(tfo) = : #> /^(JFO) = F ist. Da (?o vollständig ist, gibt es 
wo- % e GQ mit :te§ = Inf F§, #o = supFV Ferner ist p, ein vollständiger Ho­
momorphismus; daher ist (J,(ÜQ) = iiifK, ^(v'o) == su.pl1. Damit ist der Beweis 
erbracht. 

Bezeichnen wir C = G' n # ( £ , Z). 
Lemma 4.6. (7 MI~ eme schwach abgeschlossene I- Untergruppe von H(B, Z), 
Bewe i s . Es sei 0 ^ X cz C, u e C, v eC, u ^ x S v für jedes x e X. 

Setzen, wir voraus, dass die Menge X das Supremum in II (B, Z) besitzt. Wir 
bezeichnen dieses Supremum mit XQ. Dann ist XQ auch das Supremum der 
.Menge X in IL Da X in G' beschränkt ist und weil nach 4.5 G' schwach ab­
geschlossen in II ist, gehört XQ ZU C. Damit ist die Behauptung bewiesen, 

Es sei I das Intervall [0 , / i ] der Verbandsgruppe H(B, Z). Aus der Defini­
tion von Gf folgt / i G G' und A\ cz G', also i s t / i 6 C, A% c (7. Aus Lemma 4.C> 
und 4.4 bekommen wir jetzt, dass I er (] gilt. Also ist eard Gf ^ eard C I> 
^ eard J und nach 4.3 ist eard J = eard 5 _ m. Da # ' ein homomorphes 
Bild von GQ ist, haben wir eard (?o ^ eard G' ^ m, was ein Widerspruch ist. 

Damit haben wir den folgenden Satz bewiesen: 
Satz 4.7. Es sei <x eine unendliche Kardinalzahl, Es gibt keime vollständige 

Verbandsgruppe G, die durch eine Teilmenge A c; 67 mit eard A = « frei 
er zeugt ist, 
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