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VYJADRENIE DIVERGENCIE A ROTÁCIE VEKTORÁ 
DANÉHO VO VŠEOBECNÝCH KRIVOCIARYCH 

StJRADNICIACH 

Metodický príspevok 

D. I L K O V I C 

Vo váčšine učebnic fyziky sa vyjadrenie divergencie vektorovej funkcie 
polohy bodu v priestore odvodzuje počítáním výtoku vektora z elemen-
tárneho hranola a vyjadrenie rotácie počítáním dráhových integrálov 
vektora pozdíž orientovaných obvodov obdížnikov alebo kosodížnikov 
v súradnicových rovinách. Výpočet bývá přitom vedený nepřesné, nepře
hledne a nepresvedčivo. 

Domnievam sa, že je lepšie najprv dokázat invariantnosť Hamiltonovho 
diferenciálneho operátora y, napísaného už pomocou krivočiarych súradníc: 

T7 i d i 2 d i q d 

du1 ^ du2^ du*' 
dr 

kde e» sú vektory reciproké k základným vektorom e,- — r- ja u* krivočiare 
súradnice bodu, vzhladom na transformáciu súradníc, pojem divergencie 
a rotácie vektorovej funkcie zaviesť potom formálnym aplikováním operá
tora V na danú vektorovú funkciu, div v = V X V, rot V == V X V, a až nakoniec 
vyšetřovat názorný význam týchto odvodených funkcií. 

V tomto článku uvádzam dókaz invariantnosti Hamiltonovho operátora 
vzhFadom na transformáciu krivočiarych súradníc a podávám odvodenie 
vyjadrenia divergencie a rotácie vektorovej funkcie polohy bodu v prie
store. 

1. Dókaz invariantnosti Hamiltonovho operátora vzhladom na transfor
máciu krivočiarych súradníc. Nech u1, w2, u3 sú krivočiare súradnice bodu 
v trojrozmernom euklidovskom priestore a u' 1, w'2, u ' 3 iné krivočiare 
súradnice, takže u,% = u'> (u1, u2, u 3). Dókaz invariantnosti Hamiltonovho 

operátora V = e' — . , kde e' sú vektory reciproké k základným vektorom 
dr , d u } 

e,» = r - j » vzhladom na transformáciu krivočiarych súradníc prevedieme 
r\ r\ 

tak, že výraz V = e' r- : prevedieme na tvar V = e'1' r—r-. J du1 r du * 
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Je 
V — i d — id— d 

dr dr duk __ L , 
0 i =^^d7k~d^ = Ci*k' 

k duk 

kde a = . Preto je ex = c\e'k, 
dw J k 

kde c\ sú redukované minory determinantu koeficientov c*, lebo reciproké 
vektory sa transformujú kontra variantně. 

Je teda skutočne 

• 3 .du'' Q r ,u d suti 9 /• 9 
V = e* —r = e* --r— —?T = c\e'* c ' , — - = e *#L —7-. = e'/ —7- = V , 

au* au1 au7/ * 'au'/ * dm a«'/ 
kedže je c^c{ = <5{. 

Vo zvláštnom případe je však V == i — 4- j -—|- k — , ak súradnice x, u, z 1 r J dx dy dz ° 
sú kartézské súradnice vzťahujúce sa na pravoúhlý systém jednotkových 
vektorov i, j , k. 

ar 
2. Výpočet div v. Nech je v = O*eí? kde je e, = —.. Potom 

div v = V . v = V . v1 e, = I e* — I . v1 e,, 

alebo kedže ie e1 = 7-^ \ = ——=— atd., kde q ie determinant funda-
J [e!e2e3] ± ^ y J 

mentálnych metrických veličin gik = e, . e*, 

d l V ° = ~^fg [^ X f») Í + (°3 X *l) ifi + (^ X °») ěí?] • "'* = 

= ± v á ( e a x C3) ̂  (e3 x el) ̂  (el x Cž) ě*J'e ' 
1 T/ , 0e£ , , x aej , , . ae,l +Třavtr2xe3)'^+(e3xe°'^+(eixih) m 

Kedže dalej výraz (e,- X efj . e& sa nerovná nule, len ak všetky tri v ňom 
vystupujúce indexy sú rózne a okrem toho je 

дei a 2 г ð*r ae( 

du8 du8dul duldu8 dw ' 
je tiež 

igV^WJ^fg- dll> Jg ÔW 
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3. Výpočet rot v. Nech je v = î e*, kde e* sú vektory k vektorom e, reci
proké, potom je: 

rot v = V X v = V X {VÍV) = {VVÍ) X c1' + uf- (V x e ř). 

Dokážeme najprv, že je rot e* = V X e* = 0. Dókaz vykonáme tak, 
že dokážeme, že tenzor grád V * = e* je symetrický, lebo potom jeho 
vektor V X e* sa nevyhnutné rovná nule. Za tým účelom najdeme vyjádře
me kovariantnej súradnice ls

rj tenzora Ve*, 

t\i = e» • (v e*). ef = e,. ek —r. e. = — r . e.. 
n * \ J i i duk J d u i 1 

Pretože je e* . ê  = konšt., je 

de* de: 
a dw' J ^ e ' d^ ' 

H. — — AS L — fii L — /*. 
lJ ' dw ' dw ]t' 

Tenzor Ve* je teda symetrický, co bolo třeba dokázat. 

Rotácia vektora V je teda len 
rot v = (Ví',-) X ei = 

= ± 7 J L ( e i x €3 )^ + (°3 x e i ) ^ + (ei x f 2 ) ^ J x e' ~ 

~ ~±fg \X~? ~ ~^l Gl ' \ ^ " ~^l °2 + \~^ ~n e3l (2) 

4. Výpočet A S. Pre úplnost uvedieme ešte vyjadrenie Laplaceovej funk-
cie skaláru daného taktiež v sústave krivočiarych súradníc. Je 

, 0 . OS . . OS .. OS 
grád S = VS = e> —r = e;e* . e> — - =VÍQ*I—T, & dw dw ** dw 

kde e,e' je tenzor identity, a teda podlá vzorca (1) 

VS=divgradS-- íl-i-(9«/?^). 

Došlo 10. XI. 1953. 

(3) 

Katedra fyziky 
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