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M A T E M A T I O K O - F Y Z I K A L N Y Č A S O P I S iSAY. 1ti 

ПРИМЕЧАНИЕ К СТРУКТУРАМ СТОУНА I 

T l I I i O l ' К Л Т 1 Ч Ш Я К ( T I B O R K A T 1 U Ň A K ) , Притислак.! 

Г. Г р е т ц е р и »). Т . III м и д т ( С (*гат/сг Е. Т. е>сптк1г) д о к а з а л и в {Ра­

боте [I ] следующую теорему: 

Теорема (ГШ). Пусть С — дистрибутивная структура с п<>ес<)о<)о-

полненыями. ^ будет структурой ("шоуна тогда и только тог<)и, когда 

объединение (относительно исчисления комплекте) двух различны.г мпни-

маллтых простых идеалов структуры Л сноса рал но Л. 

В § 2 п о к а ж е м , что из теоремы (ГШ) н е л ь з я пропустить предположение 

о псевдодополтште.тыюсти структуры А. Лто будет отрицательный ответ 

на вопрос поставленный в работе [ ! ]. Далее при помощи минимальных 

простых идеалов мы будем х а р а к т е р и з о в а т ь дистрибутивные с т р у к т у р ы 

о псевдодополнениями и перефразируем теорему (ГШ). В § .*> определим 

дистрибутивные структуры с .локальными псевдодополнениями п обобщен­

ные структуры Стоуна. Далее покажем некоторые свойства зтпх с т р у к т у р . 

В § 4 доказываются необходимые и достаточные условия для топ», чтобы 

структура всех идеалов любой структуры была структурой Стоуна. 

§ ! . Некоторые вспомогательные утверждения 

З н а к и П (Д) и и (V) будут обозначать операции пересечения и объеди­

н е н и я конечного (произвольного) множества элементов из некоторой 

с т р у к т у р ы . П и С1 будут обозначать теретико-мпожествепное пересечение 

и объединение. Выражение произведение идеалов будет обозначать теоре­

тико-множественное пересечение идеалов и зто, как хороню известно, 

равносильно структурному пересечению идеалов. 

Определение 1. Стр1укпиура I; называется структура!/ г псевододопол-

нениями, если она имеет наименьший злеменш 0 и для всякого элемента а ~ I; 

существует злемент а* е /.< такой, что а П х = 0 тогда и только тогда, 

когда х - а* . Элемент а* называется псевдодополнением злемента а. 

П р и м е ч а н и е \. На п р о т я ж е н и и всей настоящей работы мы будем 

з а н и м а т ь с я только дистрибутивными структурами с псевдодополнениями. 
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Легко показать, что лтп структуры имеют наибольший лломент / --- О* 

(смотри \-\, стр. 210]). 

Определение 2. Дистрибутивная структура 1и называется структурой 

Стоуна (смотри [I | ) , сели она является структурой с псевдодополнениями 

и ()ля сеч кого а г~ /> имеет место а* и !л** - /, где I обозначает иаиболыиич! 

.)лсм(чин структуры I,. 

Определение 3 . М инимальным простым идеалом структуры ^ является 

минимальны/! элемент частично упорядоченного мноэ1Ссства всех непустых 

простых идеалов структуры I; упорядоченных относительно теорстико-

мноэ/ссствснного вклочен//я. 

Лемма. 1. (Стоун). Пусть // - - дистрибутивная структура, ^ / 0 ( ] ) 

и()сал и I) •' с, дуальны!/ идеал структуры Р и пересечение чти г двух 

идеалов пустое множество. /> системе идса.шв содерэ/сашу/х ^ и не не-

ресскиюн/ихсл с I) существует максимальны и идеал и он является прос­

тым идеалам. 

Д о к а з а т е л ь с т в о отого утверждения хороню известно. Смотри напри­

мер | \, стр. 22Г> |. 

11 р и м о ч а и н е 2. На п р о т я ж е н и и настоящей работы мы будем зани­

маться только непустыми идеалами и называть просто идеалами. Макси­

мальный (дуальный максимальный) идеал структуры //будет максималь­

ным ллемонтом в частично упорядоченном множестве всех идеалов 

(дуальных идеалов) структуры /у, различных от / . Л е г к о теперь п о к а з а т ь , 

ч го в дистрибутивной структуре Ь, содержащей по крайней мерс два 

ллемонга, Л я в л я е т с я мпимальиым простым идеалом тогда и только тогда, 

когда А Р (-) я в л я е т с я дуальным максимальным идеалом. 

Лемма 2. Пусть Р — дистрибутивная структура с наименьшим 

элементом и Р простои идеал структуры Ь. Существует минимальны и 

просшо({ идеал ^, для которого имеет место ^ <=•. Р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о следует из леммы 1 (смотрит [ I , .лемма 2 | ) . 

Лемма 3 . Пели в дистрибутивной структуре объединение и пересечение 

(относительно исчисления комплексов) идеалов ^1 , ,/2 является главным, 

и()салом, то идеалы ^^, ^? — главные. 

Д о к а з а т е л ь с т в о смотри в [2, лемма I I ] . 

(') (. оиоаначает пустое множество. 

(-) /, Г иГювмачает ралносп, множеств. 
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§ 2. \аракт(рижанин дистрибутивных структур с псевдодополнениями 

и структуры Стоуна 

.1емма 4. /> дистрибутивной структуре с наименьшим элементом О 

Оля сеяного элемента а е 1; и а > 0 существует такт'/ миппмальньш 

простой идеал Р структуры Р, что а ф Р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если положим-/ — (0\, 1) — [а) (:*), то и;} леммы 1 

вытекает, что существует простой идеал Р' структуры I, не содержащий 

элемент а. Доказательство з а в е р ш а е т с я , если взать минимальный простой 

идеал Р с= Р' (смотри лемму 2). 

/1емма 5. Пусть Р —- дистрибутивная струит ура с наименьшим эле­

ментом 0. Пусть а. е I;, а > 0. 1и:ли . //а обозначает мно.ш ество всех ми­

нимальных простых иОсалос структуры I; не содержии{нх элемент а, 

то (а\* = К(Р: Р еЛа). (4) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из леммы 4 следует, что //а / 0. Если Р е.//.,. 

то (а\г с= Р. Итак (а]* <= Д (Р: Ре.//а). Пусть с е Д (Р: 1>е.//п), 

с СЛ а > 0. Из леммы 4 следует, что существует такой минимальный 

простой идеал ^ Оля которого с па.е^^. Из этого вытекает, что С^ ь:- .//п \\ 

с е ( ) , но это противоречит с ф^. Итак ((/.]* -- Д (I 3 ; Р е .//,,). 

Следствие. Пусть ^ / (0\ --- идеал ОиетрибутисшУи структуры /> с наи­

меньшим элементом 0. Если •//,) •- множество ссех минимальных простых 

ид салон Р структуры Р, Оля которых имеет место ^) -^ ./. то ./* 

= Л ( Р ; Р е . . . * , ) . ' 

Д о к а з а т е . 1 ь с т в о . Очевидно что Л,} — У (•//«: а <-:-./, а 0). Из 

определении идеала •/* и из леммы Г> вытекает, что ./* Д ((е' |*;^/ <; ./, 

а / 0) --- Д [Д (Р: Р Е Ла): а е ^, а / 0\ - Д (Р: Р <?. . // . , ) . 

Теорема 1. Пусть // — - Оистрибутиепая структура с наименьшим 

элементом 0. I; будет структура!! с псевдодополнениям и шог(1а н только 

тогда, когда для сеяного а е: I^ и а > 0 пересечение есс.г минимальных 

простых (простых) идеалов структуры Ь не содержлиии.с элемент а ясляется 

гласным идеалом структуры />. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. Пусть Ь етуктура с нсевдодоиолне-

нинми, а с /., а > 0. Очевидно, что (с/)* --- (с/*]. Из леммы Г> вытекает, 

что ( я | * = Д (/>; Р е > / „ ) . Итак (я*"| -- Д (/>; Р е . //„) . Из леммы 2 

следует, что пересечение всех простых идеалов с т р у к т у р ы /̂  не содержа­

щих элемент а я в л я е т с я тоже (а*~\. 

Достаточность . Пусть ( а | * --- Д (Р: Р с -//„) (г/|. г/ е. А. Очевидно, 

(:5) Д л я 1> е I., (6 | = {.г е />: .г • />). Аналогично, и>) == {./• е /,: .г />|. 

(4) 1>лп ./ - идеал струь"ггуры /., то «I* оудст обозначать псевдодополнение идеала •/ 

и (Т[)уьтуре всех идеалов структуры />. Очевидно, что ./* — {г е />; .г гл : = и для всг\ 

. т е . / ; . 
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что пересечение всех простых идеалов I; по содержащих элемент а я в л я е т с я 

т а к ж е ((1\. Если а П Ь = О, то Ь е (а)* и Ь ' Л. Т а к к а к (Л] — ( а ] * , то 

Определение 4. Структура ^^, а которой для всяких двух элементов а,, 

I) (-- ^ существует элемент а^Ъ е 7; такой, что а Г. х •-. Ь тогда и только 

тогда, когда х - а%Ъ, называется структурой с относительными псевдо­

дополнениями. 

Теорема .2. Структура ^ является- структурой с относительными 

псевдодополнениями тогда, и только, когда 

(1) I, является, дистрибутивной структурой с наибольшим элементом и 

(2) для всяких двух элементов а, Ъ е ^^ и а. // Ь, пересечение всех простых 

идеалов структуры 1и не содерж.ащих элемент а, по содержащих элемент 

о, является главным идеалом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. Пусть Ь — с т р у к т у р а о относитель­

ными псевдодополнениями. Е с л и г/, Ь с I/, а < />, то а,ф я в л я е т с я наи­

большим элементом с т р у к т у р ы ^^. Из [ч, следствие теоремы 15, отр. 210] 

вытекает, что ^ я в л я е т с я дистрибутивной с т р у к т у р о й . Пусть теперь а, 

1> с \..а Ь. Пусть .^а\} обозначает множество всех простых идеалов струк­

туры Л содержащих олемент Ь, но не содержащих элемент а. Е с л и в з я т ь 

,/ (/>|, /) -- [а), то из леммы 1 вытекает, что /Раъ ~/ 0 . Е с л и Р е ^ а Ь и 

а П .г Ь (х е 7,), то х е Р. Итак (а,М\ с: Д (Р; Р е&аь) = К. Пусть су­

ществует с' е К такое, что с' ф (а#Ъ\. Из последнего следует,что суще­

ствует элемент с е К т а к о й , что с > а^Ь и с П а г'С Ь. Из леммы 1 выте­

кает, что существует простой идеал Р структуры Ъ т а к о й , что Ь е Р и 

а П с ф Р. Из этого следует, что элементы а, с ф Р и Р е^аЬ. Последнее ут­

верждение влечет за собой с е Р и мы получили противоречие. И т а к , 

имеет пеето (2). 

Достаточность. П о к а ж е м , что для всяких двух элементов а, Ь е ^^ 

сущее т в у о т а,.Ь. Е с л и а < Ь, то а^Ъ — / (I наибольший элемент етр\ к-

туры I/). Пусть а Ь. Из (2) следует, что Д (Р\ Р е ,у/>аь) =- (Л\ и Л е Ь. 

11окажем, что (I — а./). Е с л и а П х 1>, х е ^^, то д л я всякого Р с -^аь, 

х с- Я. Итак, .г с?. Покажем еще, что а Г\ (1 Ь. Пусть а П <# :< 6. Из 

леммы 1 следует, что существует такой простой идеал Р с т р у к т у р ы X , для ко­

торого имеет место }> е Р \\ а С\ А ф Р. Из последнего вытекает, что а, (I ф Р и Р е 

/'„/,. Но о другой стороны Л е Р и мы получили противоречие. Ита1\, из 

(1). (2) следует, что ^^ я в л я е т с я структурой с относительными псевдо­

дополнениями. 

Теперь уже возможна х а р а к т е р и з а ц и я структур Стоуна при помощи 

минимальных простых идеалов структуры ^^. 
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Теорема 3. Пусть 1; — <>исш/)н6ушнвни.ч ет/н/кнп/уа с иаипочьитм 

л и он меньшим племен тамл. ^ <п/деш структура!! ('шоу на тогда и тол,лл> 

тогда, когда, вы пол целы следу юте усл-овня: 

а) (1111) <)6ье<)инс1шс (относительно исчисления, компл-сксов) вечкнх <)>,!/.г 

различных минимальных простых идеалов структуры 1и /почт Л. 

б) для сеяного а о; /, и р у- 0 (0 яслясшея наименьшим элементом /.) 

пересечение псе. г минимальны.г простых идеалов струкш///)ы I. не С'><)<ч>,)1са-

щах элемент а яслясшея гласным идеалом. 

Условия а) а б) в.ишмно нелависимы. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Нерван часть утверждения следует им теоремы 

(VIII) и теоре.лгы I. На теоремы I вытекаем. что условно б) зквнва.нчпчн» 

с условием 

б') /у является структура!! с псев()одополн,епчям,п. 

Пусть //обозначает множество всех открытых лшожеетв всех веществен­

ных чисел. (Коли ./', //, : кеществепые числа м .г //. то (д, //) У.: 

х У ~ < //[ обомкачает открытки! интервал) . Легко п о к а з а т ь . чт-> /, я г.. I л -

стон —- относительно теоретико-множественного вк. мочения дне грнбу-

ТПВНОИ ( Т р у К ' Т у И О П С ММОВДОДо. I о Л ) !(Ч I И Я ММ . К ' М II ВЗЯТЬ ( ' ) . ! ) /> . То Д * 

( х

 70) у (V Уд Очевидно, что .г** - х и .1* и Д * * /, . Л КС я вл н 

стен ( труктурой Стоуна п мм тоорелни (ПИ) следует, кто уе-кшпе в) для /> 

ко вымо.ннмю. |> примечании "' пмкажол!. что им условия а) п дпотрпбутпг,-

ностм по вытек'ает условно б). 

П р и м е ч а н и е .'к М работе [!] шмтаплоп 'вопрос, нельзя .мм из теорелм,! 

( П И ) М[)()мустить предположение о ш ч ч и о д о п о л н п т е л ь н о ' т п структуры А. 

П о к а ж е м , что существует дистрибутивная структура // с паплнчшпшм 

и паиболкмшл! злеченталш, которая по является с т к у т у о п (/годна. 

хотя об'ьодишчше любых различных лпшичальных простыл идеалов 

структуры I; является ^. ')то утверждение отвечает отрицательно на 

\поминутный вопрос в работе [ I ). 

Незьмел! [0,1 | --- / ( м н о ж е с т в о всех веним'тмммшых ч'.юм / , д. км которых 

О х 1). Очевидно, что 1 является отделимым (хаусдорфовылО ком­

пактным нодиространетволт пространства всех вещественных чисел. П у т ь 

/О означает спетому всех замкнутых подлиюжеетв /. Относительно мно­

жественного объединения и пересечении Ь я в л я е т с я дистрибутивно! ! 

структурой с наибольшим злемонтом / и наименьшим злелкчггол! V. Мчать 

I) я в л я е т с я максимальным дуальным идеалом I;. 'Гак как [<Ы| я в л я е т с я 

компактным пространством, то пересечение всех .множеств п р и н а д л е ж а ­

щих I) не будет пустым. Пусть (I е-[0,1] из итого пересечения. Очевидно. 

что \(Ц тоже я в л я е т с я замкнутым множеством пространства [0.1] . Система 

М<1 всех замкнутых подмножеств пространства [0,1], содержащих \<1\. 

я в л я е т с я лтакемшальнылт дуальным идеалом Ь, а ото влечет за собой, что 
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I) .1/,/. Из последнего вытекает, что к а ж д ы й минимальный простой 

идеал структуры I; будет множество Х(/ -~ ^ - - Л/,/, где (I е [0,1 ]. Пусть 

с. (I I [0,1] и г < г/«. *')тим числам отвечают идеалы Л , , Х(/. Очевидно, 

что существуют такие числа г\ , /'2 е [0,1] и с < г\ < гч < (I. Л е г к о по­

к а з а т ь , что [Ол'-г] ь Лт,/, [г\, 1 1 е X,. и [0, гг] ^ [>] , 1 ] ----- /. Том для ^ 

доказано условие ( П И ) . По 1и не я в л я е т с я структурой с псевдодополне­

ниями. Д л я :)того достаточно взять [0, г\ с- /у и 0 < г < \. К атому мио-

жеетиу, к а к легко п о к а з а т ь , не существует псевдодополнение в струк­

туре ^. 

§ \\. Обощеиные структуры Стоуна 

!1з примечании .'! следует, что класс всех структур Стоуна отличается 

от класса всех дистрибутивных структур с наименьшим злемептом выполня­

ющим условие (ГП1). В настоящем п а р а г р а ф е изучим один из классов 

дпотрпбутпвиых структур выполняющих условно (VIII). 

Определение Ъ.Структура. I; с па и меньшим,темен/пом <'! называется с/пру/:-

шуро'и с .шкальными псевдодополнениями, если для всякого а с- /> подструк­

тура \(К а\ лсляе/пся структурой с псевдодополнениямп. 

Определение <>. ^(исшриб у/пивная структура I^ с паи меньшим, элемен-

птм 0 называется обобщенной структу/пп/ Стоуна, если для всякого а с I; 

1нч(1(чируктура [0, а\ Я(;ллется структура!/ Стоуна. 

Лемма Г). Немкам, дистрибутивная структура с псевдодополнениями 

мелмешем структурой с ло/лчльнымн исеедо(тполпе/шями. Структура. Снт-

уиа является' оСюбшучиш//. структурой/ Сш.оуиа. 

Д о к а з а т е л ь •• т ко . Пусть Н - - д и с т р и б у т и в н а я структура с псевдодо­

полнениями, с/, (I е I; и а. (I. Очевидно, что а * П (I е [0, (1\. Коли х с- [0, ((\ 

п а П .г :--- 0, то х а * П Л п наоборот. И т а к а * П с1 я в л я е т с я псевдо­

дополнением злемента а в [0, с1\. Пусть теперь I/ — с т р у к т у р а Стоуна. 

Из доказанного следует, что Ь я в л я е т с я структурой с л о к а л ь н ы м и псевдо­

д о п о л н е н и я м и . Д л я элемента а л [О, (1\ злемент а * П ( 1 я в л я е т с я псевдо­

дополнением в [0, (1\. \:лт\ х е [0, (1} и (<7*п (I) п х — 0, то .г а * * п <1 

и наоборот. Итак </**п с1 я в л я е т с я псевдодополнением зломеита а * П ^ 

в [У/, </|. Очевидно, что ( а * П с/) и ( а * * П (I) = ( а * и а * * ) П Л = I г\ <1 - </ 

п I; обощонная структура Стоуна. 

Лемма 7. Пусть /0 - - дистрибутивная структура с наименьшим эле­

ментом 0. 1и будет структурой с локальными псевдодополнениями тогда 

и только тогда, когда для всяких двух элементов а, Л е ^, выполняющих 

неравенство 0 •-'' а (С пересечение идеала ((I] с всеми минимальными прос-



ты ми идеалами структуры Х, не годгрмгащими элемент а = />, является 

гласным идеалом. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. Пусть /> дистрибутивная струк­

тура с л о к а л ь н ы м и псевдодополнениями, а. <1 е ^^ и 0 <\ а (I. Пусть 

а1 Сг [0, й] —• псевдодополнение элемента а к [0, (1\. Очевидно, что (а \ -

=•- (а\* П ((1\, Из леммы 5 следует, что (ал\ =-_- (Д (Р: Р -г .//,,)) п (о/!. 

Достаточность. Из леммы 5 снова вытекает, что (а\- П (о?] (Д (/>: 

Р Г; .//(,)) СЛ (й\ я в л я е т с я псевдодополнением элемента а в подструктуре 

[О, ,ц. 

П р и м е ч а н и е \. Теперь на иримо|)е п о к а ж е м , что существуют обобщен-

пые структуры Отоупа (структуры о л о к а л ь н ы м и пеовдодополненинлш). 

которые не я в л я ю т с я структурами Стоуна (структуралш с пеевдодспо ше-

ппплш). Пусть /. обозначает спетому всех конечных подмножеств лию/Ь'ес! в,ч 

всех н а т у р а л ь н ы х чисел, упорядоченную относительно теорешко-лг.т-

ЖООТВСЧШОГО ВКЛ1ЮЧ(ЧШЯ. ОчеВПДНО, ЧТО I, ЯВЛЯТСЯ ДИстрибу'ГПВНО!'! струк­

турой с наименьшим элементом 0 и без наибольшего элемента. ,'Ьччо> 

п о к а з а т ь , что ^ не будет структурой с псевдодополнениями и п о д а ш т 

не будет с т р у к т у р о й Отоуна. Д л я всякого А е X, [Г), .1 | я в л я е т с я б\\твой 

алгеброй, И т а к , Ь будет обобщенной структурой Стоуна. 

. 1емма К. Пусть ^ — дистрибутивная структура с ниимпеньшим 

элементом 0. 1У является обобщенноИ структурой Стоуна тог^а ч тол,лл> 

тогда, когда для всякого х с I^ будет (х\* ^ (;: |** — I.. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость. Пусть .г, 4 ;; /, и ,г •/. Пусть 

х+ и х++ Я В ля}отся псевдодополнением элементов х и .г в подструктуре 

[О, (1\. И з п р е д п о л о ж е н и я следует, что (I = х~~ и х^Т. Из этого вытекает. 

что ((Ц = (х+] и ( . г " ] = ((,г]* п (с1\) и ( ( т ] * * п (<1\) -=. ((.н* о (.Н**) -

П ((1,\. Д л я всех аломентов // е ]^ будет (I -- у и .г . •// п (х\* и {х\** ^ 

^э (([] =э (?/]. Из последнего вытекает, что ( г | * и (х}** -~ ^. 

Достаточность. Пусть х, (I е ^1 х <1 п (.г|* и (.г|** = ],. Известно, 

что с т р у к т у р а всех идеалов дистрибутивной с т р у к т у р ы я в л я е т с я дистри­

бутивной структурой. ((х\* и (х\**) п (а]\ = ((х\* п (с!\) и ((х}** п((1\) 

-~ (^|. Одновременно имеет место равенство ((х\* П (7Л) п (( .г]** П (о!7;) -

(0\. Из леммы 8 вытекает, что идеалы (.г]* П (бГ|, (.г]** П (с/] будут гвавны-

ми идеалами . Легко теперь п о к а з а т ь , что ^ я в л я е т с я обобщенной; струк­

турой Огоупа. 

Теорема, 4. ГГуспгь ^ — дистрибутивная структура с наименьшим 

элементом 0. ^ является обобщенной структурой Стоуна тогда и только 

тогда, когда выполнены следующие условия: 

а) условие (ГШ) (смотри теорему 3) и 

б) для всяких двух элементов а, (I е ^, выполняющих неравенство 0 < 
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-.:.. а Л,, пересечение идеала, (Л] с ссеми минимальными простыми идеалами 

структуры ^, не содержащими элемент а, является главным идеалом. 

Условия а ) , б) взаимно независимы. 

Сначала докажем следующую лемму. 

. 1омма 1). Пусть I^ — дистрибутивная структура с наименьшим эле­

ментом 0. Рели для IV имеет место условие (Т\\\). то для каждого а, е ^ 

по()структура [0, а] выполняет условие (VIII). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Р -- м и н и м а л ь н ы й простой идеал подструк­

туры | 0 , а\ (а с: /,). Теперь п о к а ж е м , что существует минимальный простой 

идеал / ; / структуры ^ т а к о й , что Р' П [0, а] = Р. Пусть I) обозначает 

дуальный идеал структуры Р. порожденный множеством [0, а] -- Р. 

Очевидно, что I) [) [0, а] — | 0 , а] —Р. Р я в л я е т с я идеалом структуры ^ 

и Р П I) — ( :- И ;, леммы 1 следует, что в дуальной структуре А, соответ­

ствующей структуре 1^1 существует д у а л ь н ы й максимальный идеал М 

т а к о й , что М ^ I) и М V) Р = С. Очевидно, что М — дуальный простой 

идеал структуры Р. Тогда ^ = ^ — М будет простым идеалом X. Очевид­

но, что ^ П [0, а\ = Р. Из леммы 2 следует, что д л я идеала $ существует 

минимальный простой идеал ^' структуры ^ и ^' с= ^. Очевидно, что 

(^ п | 0 , а\ с= Р. О Е^' П [0, а], итак Ц' П [0, а] / 0 Идеал (^ П [0, <7 | 

я в л я е т с я простым идеалом подструктуры [0, а]. Из последнего вытекает, 

что р =•= ^' п \0, а]. Пусть Р\ , Р 2 — р а з л и ч н ы е минимальные простые 

идеалы подструктуры [0, а]. Из доказанного следует, что существуют 

такие минимальные простые идеалы ^\ , $ 2 структуры // и ^Л П [0, с/1 

Л , ^2 П [0, а] — /°2- Очевидно, что (̂ ] - ^2. Из условия (ПИ) С. 1СД\еТ, 

что ^] и #2 - Р и тогда / \ и Р 2 — (^1 п [0, а]) и (ф 2 п | 0 , а\) -- ^\ и 

и ^•2) п [0, /̂| = /у о [0, а] = [0, а]. 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 4. Достаточность. Из леммы 7 п условия 

б) напил'! теоремы вытекает, что 1^ я в л я е т с я структурой с локальными 

псевдодополнениями. Из леммы .), у с л о в и я а) и теоремы ( П И ) вытекает, 

что /> я в л я е т с я обобщенной структурой Стоуна. 

Необходимость. Пусть Р\, Р-> — р а з л и ч н ы е минимальные простые 

идеалы I; и Р\ и Я 2 " I;. Тогда существует элемент с е Р т а к о й , что 

с с/ Р\ и Я 2 . Множества Ь — 4^, ^ — Р* будут д у а л ь н ы м и максимальными 

идеалами структуры .Ь. Пусть а е Р > — Р\ . Из этого вытекает, что дуальный 

идеал, порожденный идеалом ^ — Р-> и элементом а, будет равен Р. Итак-, 

существует элемент Ъ е ^ — Р-> т а к о й , что а П Ь -~ 0. Е с л и Ь е Р —• Р\ , 

то а. Ь е I; — Р\ и 0 Е Т^ — Р\. Это противоречит утверждению, что I/ — Р\ 

я в л я е т с я дуальным максимальным идеалом. И т а к , Ь е Р\ — Р->. Если 

(I а и Ь и с, то а, Ь.} с е [0, яГ]. Пусть а ь , б 4 обозначают псевдодополнения 

элементов а, /; в подструктуре [0, 4]. Т а к к а к а П Ь — 0, то а + > />, б4 а. 



Из а ' . о и I) Е Л; 7\> вытекает, что сг с Я* • Коли а с /. 7 л . то 

•г/ П б/ # е Л Р1 и мы получили протпворечие. Итак', а Р\ Р-> . 

Аналогично доказывается, что а </ Р-> Р\. Из пр( дно, 'юженин нашей 

теоремы следует, что а* и (/г ' --- г/. Ив последнего вытекает, что <! ь Р\ и /V 

п подавно г с: Р\ и / ^ . По :>то противоречит нашему предположению. 

Итак, для I; имеет место условно а) . Ив леммы 7 вытекает условие о). 

Последнее утверждение нашей теоремы вытекает ив .коммы (> и последнего 

утверждения теоремы о. 

§ 4. Структуры идеалов ( гоуна 

В настоящем параграфе У оудетооозначать структуру всех идеалов струк­

туры I;. Пудом искать условия, при которых У оудет оПоощенпой струк­

турой Стоуна. Т а к как У имеет папоолыиий злемент, то У оудет оПоощен­

пой структурой (/гоуна тогда п только тогда., когда. '/' Пуд от структурой 

(/гоуна. 

Лемма 10. Пели У структура Стоуна, то Ь~-оооп/иуч/нал структура 

С шоу па. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ив предположения следует, что для всякого .г -- А 

оудет (.г|* и (.г|** --- I/. Известно, что отображение .г - (,г| I, в У являет­

ся изоморфизмом. Т а к как /} дистрибутивная структура с наименьшим 

элементом, то ^ -- тоже дш трпПутпвпая структура с наименьшим зле-

менто.м. Из леммы 8 следует, что ^ оудет оПоПщенной структурой С/гоунл. 

Лемма I ! . Пусть I; --- дпстрноутпслнт структур*! н •/' просипи'/ 

ш)сал структуры У. Пусть ^^ ооо.тачаст млюмсгстсспнос опъс/Пшспнс 

ссе.г нОсалос прннадлемсат/^ •/. Далее пусть ^ - просто/! тПчш структуры 

^^ н .'/ц ---- подмно,нсеснп;о структуры П, состой/цсс //,/ ссс.с и (талос ^ ••_- (^. 

Тос()а ^ г> нсл.'пчпг.ч п росшы \1 /идеалом структуры Т и . / 7 простым- /п'са 

лом структуры У/ 

Д о к ' а в а т с л ь с т в о . Очевидно, что ^,,, идеал структуры ^. Пели а. Ь е (], . 

то (а\, (/>) ф У. Ив атого следует, что (а\ П (Ь\ — (а П /> | ф_ л/\ а аго влечет 

ва сооой тот факт, что а П Ь фА^ . Итак ^,, я в л я е т с я простым идеалом. 

Пусть теперь (> - простой идеал структуры /0. Л е г к о покавать, что / ;^ 

идеал структуры У. Ноли -Л, Л-> $•*'(;•, то существуют т а к и е а е^^. 

0 е ^2, что а, Ь ф ^. Оч(чшдно, что а П Ь ф ^. Так как а Г\ Ь е ^\ Г\^•1, т<« 

^\ П -/:> - ;/<(ь Итак" /(; простой идеал. 

Лемма VI. Пусть 1^ днетрнбутнена.ч структура с пге/>'(нн)ополнгнн.чмп 

н // минимальный простои идеал структуры У\ гТосд(А) ,р .минимальны!/ 

п/шешои идеал структуры Т. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пудем предполагать, что Т имеет по крайней 

мере два алемента. Д л я одноэлементной структуры наще утверждение 

1 3 (> 



керно. И:* леммы II вытекает, что () ,Р простой идеал Л и Н • • (/^ дуальный 

идеал />. Па леммы 2 следует, что существует минимальный простой идеал 

М,, г- (л)г. Тогда Ь М;, — - дуальный максимальный идеал Н. Пусть 

.11 ,,, (.),,, . Из з т о т вытекает, что сущестнует а е ()^ и а ф М# . Очевидно, 

что (а\ • У . гГак к а к У — минимальный простой идеал У , то У - - У 

мака-п.ма.чьими дуальный идеал У . Следовательно, существует ^ е Уу У 

т а к о й , что ./ П (а\ -- (0]. Из атого кытекает, что ./ сг: (с/*). Очевидно, 

что (с;*| ( У У . (Следовательно, а* г Н —- ( ) у / . Из атого уже вытекает, 

что алемспты с, (/*, с/ П с/* ----- 0 е /> М^ . Но ато противоречит предпо­

л о ж е н и ю , что Н М^ максимальный дуальный идеал Ь. 

гГеорема 5. Пусть I; структура с наибольшим элементом- I. У лил.чст­

ел структурой Стоуна тогда н только тогда, когда 

а) /> структура Стоуна, 

б) различным манн мольным простым- идеалам У и У сш^ууктуры У" 

соо/пустсшсукнн различные идеалы, (},,, а (} Р структуры Ь. 

Д о к а з а т е л ь с т п о . Необходимость. Условие а) следует из леммы 10. 

Пусть У и У различные минимальные простые идеалы У . Л е г к о по­

к а з а т ь , что ,У -/ У - л/'. Па леммы 12 следует, что ^// и ( / / нвлнютея 

м ш ш м а . ш ы м п простыми идеалами />. гГак как 1 ф ^^, / ф(}^', то (),и -

•• Ь • (),,•. Из теоремы (1111) следует, что У ^ У — У . Из последнего 

видно, что существуют ./ е У и ^> е У т а к и е , что / ^ ^' — (/] . Н а к о н е ц , 

существуют а с- ^ п Ь е: ,/' такие4, что а ^ Ь ---- /. Очевидно, что ^ <~ (/.? 

и ^' '- (},/. Из атого вытекает, что (}>/} ^ (}:>// --= 1и. Если бы (},,, ^ у, 

то (/,,. С (}у а ;»то п[)отпворсчпт тому факту, что ^.>Р / /> -' (},,•. 

Итак О,, ()„>. 

Достаточность. Пусть 1^ --- структура Стоуна, дли которой справедливо 

условие о). Из леммы \2 \\ теоремы ( П Н ) следует, что ^^^^у />. 

(Существуют алемспты а е (}? и Ь ^ Я:? т а к и е , что а ^ Ь — 1. Следова-

те. 1ыю. существуют идеалы ^ е У и ,1' е У т а к и е , что а е ./ и \> е •/'. Очевидно, 

что ./ ^ ./' (/ | и •/ ^ У ----- У . Изкестно, что У структура с псевдо­

д о п о л н е н и я м и . Из теоремы ( П И ) следует, что У (-.труктл ра Стоуна. 

Теперь будут приведены другие ;жвнвалептпые условии с условиями 

теоремы о. Прежде всего некоторые вспомогательные утверждении. 

Лемма 13. ( Г л и ь е н к о ) . И .1100011 дистрибутивной структуре с песдо-

дптк!пениями 1^ соотсететие а > с/** представляет собой операи.шо 

.замыкания с I; и структурный гомоморфизм 1и па булеелу алгебру замкну­

тых .ук'ментоа. 1\роме того, (/** --- 6 * * тогда н только тогда, когда 

а Г\ (I I) П (I для некоторого плотного (С удоелетсорящему условию г/** = /. 



Если Е паяная структура, то булева алгебра ли м кнуты х чясмснннх; 

тоже паяния структура. (Г)) 

Д о к а ч а т е л к е т но смотри [ \ , страница 21 I |. 

. 1е:има ! 4 . // дистрибутивно!/ стрцктурс Е с нсе<иН)<)опоянсниями слс<)у-

юи(не условия лкснсаленты: 

(/) (С и (/** / ()яя ссех а е; /м 

(//) а * и /г* (а П />)* с) я я ссех а, Ь с- /м 

(///) буяееи аяч'п/ш лимкнутых хнсмснпнх: .чсяяснп'я по<)<чп////кту/ху// 

ст}) у к туры Е. 

Д о к* а .чате, л ь с т к о н а х о д и т с я к |'>. теорема ё»|. 

.1ом>Н1 15. Пусть С структура Стоуна. У у ясяяетея ст/н/кшу/оо 

Стоуна тогда и только тогда, когда дня есчкол) ./ Г: Уу. ./* буЛс/н сяисным 

!н)саяом. 

Д о к а л а т е л ь с т н о . Н е о б х о д и м о с т ь . П.ч п р е д п о л о ж е н и я следует, что 

, / * * и ,/* ( / ] ; . / * * П ./* :--- (0|. Ич лелшы 2 к ы т с к а е т , ч т о . / * сланный 

идеал. 

Д о с т а т о ч н о с т ь . П у с т ь ./* -- (а\. О ч е в и д н о , чт<) . / * * ('/*|. П ч к о с т н о 

ч т о . / * * * ----- ./*. Ич чтого к ы т с к а е т , ч т о . / * * * ----- (!л**| (^/|. И т а к а -//**. 

Следовательно, что ./* ^ , / * * ( / ] . 

Теорем я (). Пусть Е -структура с наибольшим чнсмснгном I. У яся.яется 

структура!! Стоуна тогда и только тогда, когда 

(\) .Е ет/пуктура Стоуна, 

(2) булева алгебра /> всех ламанутых .улсж.итое является, поя нон <чп />///.'/////-

роп (// !,г г /.; .г : .»•**})/ 

(.')) если Т мномеесп/во индексов и I - а> отображение Т в 1С ш<> ,\ц{аг. 

( г- Т) •-. Л/.(«-: ' с 7') («) ( ' ) . 

Прежде всего нсполюгатольноо утверждение. 

.Велит 1Г>. Если С ионная структура (мноуна. то условия ( I ) ---(.'») 

не теоремы к> серны для Е. 

Д о к а ч а т е , л ь с т к о . У с л о в и е ( I ) для Ь с п р а в е д л и в о . N ' с л о ш ю (2) выте­

кает ил леммы П . У с л о в и е (о) докажол1 п р и п о м о щ и пчвеетного у т в е р ж д е -

н п я ( с м о т р и [ ч , с т р . Я'), у п р . о|): П у с т ь а-^ а о п е р а ц и я ча.мыкания в с т р у к ­

т у р е N. П у с т ь .1 м н о ж е с т в о и н д е к с о в , 7 >ЬЛ о т о б р а ж е н и е .1 в N. Ц\<чч> 

ДЛИ ВСЯКОГО 7 с .V /) х Ь х . !'](МИ I) Л ^ ( ^ \ ^ у- е -М- т п I' °- 1-:* леммы 

(:>) О. Фрппк [:>, стр. 511] ваметпл, что формулировка атой теоремы в |'. | неточна. 
Пулева алгебра чамкнутых алементов полна тогда, когда структура тин;.' по ша. 

(") А и обовпачает операцию/\ относительно подструктуры />\ 
(7) Р> Ьт1 будет покачано, что (Л) следует ив (!) и ('!). 
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13 следует, что у. -> а * * я в л я е т с я операцией з а м ы к а н и я на Е. Из предпо­

л о ж е н и я вытекает, что а = Аь(а1', I 6 Т), Д л я а1 ^ В. Т а к к а к а*>,: г//, 

то а** •--- а. И т а к , а е В. Следовательно, что а = Ав(аь\ I- ̂  Т). 

Д о к а за т е л ь с т и о теоремы 6. Необходимость. И з леммы 10 вытекает 

условие (1). Теперь покажем, что изоморфное отображение х > (х\ Е и У 

отображает множество В на множество /А всех з а м к н у т ы х элементов струк­

туры (У\ Сслп .г Р />, то х = .г** и очевидно (х\* — (х*\, (х\** -- (х**\, 

(х\ (х | * * . И т а к , (г] е//!. Ы.слп ^ е лА, то ,/ — . / * * и из леммы 15 следует, 

что ,/* -- (я] . Тогда ,/** = (а*\. Очевидно ^ и ./* = (/] и ,/ П ,/* = (0\. 

Из последнего с.чедует, что а и а* - / , а п г?* -- 0. И т а к , а, а* е В. 

Очевидно, что л/) сп // и ТУ обозначает множество всех г л а в н ы х иде­

алов структуры ]^. .Известно, что с т р у к т у р а У всех идеалов с т р у к т у р ы 

/> я в л я е т с я п о л ы ю и с т р у к т у р о й . Из леммы 16 следует, что у с л о в и я (2) 

и (.')) верны для булевой алгебры -^ из ^ . Из изоморфизма В с ^ с л е д у е т , 

что ус.юино (2) справедливо дли П. Если I - * (а[\ отображение Т в В, то 

АЛ{<о\: I ^ Т) -г А, ( ( " > ] ; * - 'П г - Л// ((^/]; / е 71). Из изоморфизма ^^ с // 

вытекает верность у с л о в и я (3) для Е. 

Достаточность. Д о к а ж е м , что для всякого -/ е У , ./* будет главным 

идеалом. Пусть Ь - Ал (а* ] а е *Л- ^ : * (-) и (3) следует, что Ь е /Е .легко 

д о к а з а т ь , что ,/* --- {;: е ^^; :: х* для всех х е ./}. Из последнего видно, 

что ,/* (/>|. гГ(Ч1ерь уже пз леммы 13 следует, что У — с т р у к т у р а Стоуна. 

Следствие 1. Пусть ^ —булева алгебра. У-— структура. Стоуна тогда 

и только тогда, если ^^ полна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из теоремы 6. ^ т о утверждение тоже 

я в л я е т с я следствием одной теоремы пз [3, теорема 4л". 

Следствие 2. Если С - - полная структура Стоуна, то У будет струк-

туро(1. С/ноуна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о вытекает из леммы 16 и теоремы 6. 

П р и м е ч а н и е 5. Из того, что Е и И? структуры Стоуна, не вытекает 

еще полнота структуры Е. Лто показывает следующий пример. Пусть 

// неполная д и с т р и б у т и в н а я с т р у к т у р а с н а и б о л ь ш и м и наименьшим 

элементами. Т е п е р ь прибавим структуре Е' новый алемепт 0 п на мно­

жество Е ^;' \} {()) построим с т р у к т у р у следующим образом: ^ л е м е н т 

0 будет м(чп>ше всех элементов из Е' и отношение > сохраняет свое зпа-

чешн 1 внутри // . Л е г к о п о к а з а т ь , что ^^ не будет полной с т р у к т у р о й 

Стоупа. Множество /> ве°х замкнутых элементов состоит из вдух злемсн-

тов, из напболыиего и наименьшего. Е выполняет ( I ) — ( 3 ) из теоремы 6. 

И т а к , Е с т р у к т у р а Стоуна. 

Коли обозначим У у

0 -- Е, У*у - У, . . . и так далее, д. !я всякого н а т у р а л ь -

1 3 9 



к о г о //, то ~0,л,1 ооонначаст с т р у к т у р у коох идеалов с т р у к т у р ы (^и. Н а 

о е н о п а н п п следствия 2 и теоремы 0 п о м у ч и м 

Следствие Л. I/^сть I, сыпояняет усяоси.ч ( 1) —(о) /ш теоремы !>. ТосОи <)я.я 

каж'Оосо напплашыюео а ТГ1, оцОсш сюрртну^ння Сшоциа. 

П у с т ь теперь ^ оооощеннап с т р у к т у р а С т о у н а . Д - ю .г ^ 7> Нл Г.удег 

ооонпачать м н о ж е с т в о неех на.мкнутых а.мементон п о д е т р у к т у | ) ы (/гоуна 

[О, .с\. П у с т ь И ооовпачает м н о ж е с т в о всех т а к и х а.юмоптон // - /,, чти 

// с- Пх дли всех х // (./' Е / / ) . Пикником, что Н п о д м ч г у к т у ра IV с отно­

с и т е л ь н ы м и ДО!Ю. ПКЧШНЛШ. ПЧОВПДПО, что 0 о Н. П у с т ь //, о / //. . 1оПО) 

п о к а п а т ь , что а и Ь о П. П у с т ь х ,,. // П Ь. г Гогда д.лн к а ж д о г о - Л , 

где : х и // и /о \(К :| является с т р у к т у р о й (/гоуна и // ы Ь ;.- П . К < м н 

д.:1Н // (\ \0. :| //* вмачпт по(чиод(Ч!о. шопие нлемента // относите. п>но |0. :|, 

то (а. П />)** - о П Ь. \\\ доказательства леммы (> следует, что (о п !>)* /л 

П .г, О П /; (// П /)) П .Г (// П. />)** П ,Г оуд\ Т НееВДОДечю, ШОП ГЯ • 01-

мептоп // П /г (// П /О* П г о т н о с и т е л ь н о |'/. х\. И т а к , а П /; / /7. !\ел,1 

о.. 7>, с • /> я о с />, то для н ы к о г о .г /; (х - / л , е у щ е ' т к у е т // о />'.. 

т а к о й , чти с П (I - а. с и <1 --- '(>. Па д ю ' Т р п о у т п н п о е т п 7> еледует, что 

а. юмепт // едповннчио опреде мен п п р и н а д л е ж и г /У. На пое.юднего ьы-

тедает 

• Ьсмма 17. Ист. (У е////оу//,а////о/ ('///о//////, ню 

(а) /> оиоО/ясаиая стр]/птара С то//на, 

(о) // яся/и'шся относнтеяысо (терапии П по.пю'и тннчирртяир:ю Т 

с относите, юными Ооноянсниями и 0 о- />, 

(к) о»'./// Т мномсссшсо ню)с!Я'еч; и I .- /// отоорамсение Т с />, ////> Д / ; . (// : 

I '• Т) • Д/. (//,; / с Т). 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (а) вытекает па ,коммы К). М ы у ж е доканн.мп. м ы 

// ПОДОТрЛ КЖУра О ОТПО(МГГ(МЫ1ЫМИ ДОПИ. П К Ч Ш Н Л Ш И 0 - />. ( /Ч0ВПД1Ю 

что д. !п /о о Т /\((((\ ( Е Т) ----- Д ('///• //V /.ог|, / о 7'). Па п р е д п о л о ж е н и я 

и леммы 0 следует, что \(0\щ ((//(1|| с т р у к т у р а ( / г о у н а . II г а к , па теоремы 

о нытекает, что- [ # , ///о| --- с т р у к т у р а (/гоуна и /\ц (ар. а/ ю , I -_ Т) -

• Л о ( ю : ю «/„, / ^ Т). 

-1(*>шя 1Н. /> <П(сшрииртисаю11 стрцтщцп*, с /ьссся^оОопояпсииями <шч 

всяких Оорх чнемептоа ащ х спрассОянао: (.с П //)* П // - .г* П. //. 

Д и к а на го л |>( г но . П у с т ь П д и е т р и и у т п н н а н с т р у к т у р а о пеендо-

д о п о . п к ч п ш л ш . Па леммы !.'> следует, что мнонлеетно неех н а м к н у т ы х 

а.м(омонт(п. с т р у к т у р ы ^ ооранует оу.иену а.чгеору отно(чг1чомыю ошшацш"! 

, , П , гд(* х у // (.г и / / ) * * (емотрп [•/|, с т р . 2 1 0 , 21 I ]). П у с т ь //, ,о о Л . 

О ч е к п д н о , что [(х П //)* П //|** > (х П //)* П // п (х П / / ) * ^ г * . //*. 

[(X П //)* П г / ] * * -•--: [(:/:* а * ) * V //*|* =-= Г(.г** П //**) . // * \ * -. 



[(.г** . а*) П О/** у я * ) | * --. [(.г** V а*) П / | * --, (.г** у а * ) * -----

.г* П //**. И:? последнего следует, что [(.г П а ) * П а ] * * П а ----- ./;* П а -

(.г П //)* П с. Легко покачать, что имеет место и (х П а ) * О а 1- .г* П //. 

Итак*, (.г П г/)* П г/ --г- .г* П г/. 

Лемма И). Пусть структура В выполняет условия (а)—(и) пл леммы 1С 

Села \//у ((а\; а ^ П) - ы, то У структура Стоуна. 

Д о к* а г а т о .1 к с т к о . И усть ^ е У . Д о к а ж е м , что ./ * и ./ * * ----- />. Ксли 

а ^ />, то из теоремы О вытекает, что с т р у к т у р а [(//], (а\] всех идеалов струк­

туры [г/, а\ оудет структу[Н)й Стоуна. Очевидно, что [(0], (а]\ с- У . И;-* лемм 

О и 18 следует, что ,/* П (//], . / * * П (//] псевдодополнения идеалов ,/ П (а\п 

7 * п (а\ от11оспте.:|ыю \(0\, (а\\. Итак, из леммы 17 получим (./* П (а\) и 

и (./** П (а\) -- (а\. Известно, что У п о л н а я структура с относитель­

ными псевдодополнениями. Из [ч, теорема 15, стр. 2101 вытекает, что 

I, V ( ( " ! : " ••" />) = V (*/* П (//]; а с- В) и V (-I** П (а]; а е П) •-

( 7 * п \/ ((</]; а е />>) и (,/** п у ,да|. а 6 />) — 7* и ,/**. 

Теорема 7. Уу Судет структура!», Стоуна тогда и только тогда, когда 

^ оСоСшейная структура Стоуна и для всякого х ~ В подструктуры 

1>х (С*.г обозначает мпомссство всех зам,кнутых элементов подструктуры 

[V/, .г|) выполняют условия (2), {'Л) из теоремы.6. 

Д о к-а з и т е л ь е т в о . Необходимое условие вытекает из лемм 6, 10 и теоре­

мы 0. Достаточное условие вытекает па теоремы 0 и из того ф а к т а , что 

для всякого х е/у, [(0), (х)\ - подструктура Стоуна структуры У. Пусть 

./ с У. Из лемм С> и 18 следует, что (./* П (./;[) и (./** П (х\) = (х). Из 

\\., теорема 15, стр. 2 1 0 | вытекает., что I, с- \/ ((.г[; ;г е /Д -^ (,/* П V ((-II; 

х г /,) и (./** п V ( И ; х е /5) --. 7 * и 7 * * . 

11з теплимы 7 вытекает 

Г.юдствие. Пусть I; —• диетриСушпенал структура с наименьшим 

элементом- 0 и с относительными дополнениями. ,У} Судет струкшуро/! 

Стоуна тогда и только тогда, когда ^ ----- полная структура относительно 

оттаяна П . 
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