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.MATL.M \ T I 0 K O - F Y Z I K . \ L N Y ÓASOIMS \ A V , 10. 2. 1 .)(><> 

О II1Ж0Т0РЫХ ПРОСТРАНСТВАХ С МЕТРИКОЙ ТИПА Б.УРА 

IIAHMV1 KOCTblPKO (PAVFL KOSTYRKO), ISpaTiic.-iarm 

И монографии [4] в гл . 2, § 1, п р и м . 5 определяется пространство 12 

всех вещественных ф у н к ц и й , определенных на интервале <1, со), с метри­

кой о, где о(/, д) = 0, если / = д и о(/, д) = 1/шГ {хЦ'(х) / д(х)}, если 

/ ГУ-

1> этой статье мы будем р а с с м а т р и в а т ь более общие пространства . 

Определим пространство 0.(Т, />\ ; I е Т) (далее только Г2(Т)): Пусть 

0 Т с= <;1, со) и пусть + со —- точка н а к о п л е н и я множества Т. Д л я 

всякого I е Т пусть Л^ с= Е\ — ( — о с , + со), причем к а ж д о е из множеств 

Лг/ имеет по крайней мере два элемента. Тогда определяем И(Т) = X #/• 
/6 т 

З н а ч и т , И(Т) я в л я е т с я множеством вещественных ф у н к ц и й определенных 

на 7\ причем для з н а ч е н и я ф у н к ц и и / в точке I в ы п о л н е н о / ^ ) е $/.. Опреде­

лим на атом множестве м е т р и к у : 

"(/• Г/) ^ 0, е с л и / = д, 

о(]\ д) - ]/!п{'{^ е Т\Д() •./- д(()\, е с л и / / д. 

Поточу что в дальнейшем мы часто будем с т а л к и в а т ь с я с понятном 

открытого ш а р а К(/, <•*) в 0(7"), рассмотрим подробнее его с т р у к т у р у . 

Коли д е К(]\ О, д У / , то о(/, д) = \/Ы{1 е Т\/(() ф д(Щ < г, т. е. 

1 /с : тт'{^ ^ Т\/(1) --/- д(1)}. Следовательно, существует д > 0 так, что 

/(/) г/(0 Д л и / е т п < ^ -/** + <*)• 1 1 наоборот, если /(«) — (/(«) д л я 

/ с 71 П I , I //-• -!- д), д > 0, то д е К(]\ я). 

Множество X А^ с метрикой о Я1!,1Н(Т1'Н метрическим пространством 
/( т 

12(7'). Обозначим его топологию через У . Н а множестве X А ^ можем 
^еТ 

определить и другую топологию, топологию топологического произведения 

] ] Лу пространств Л',* с эвклидовыми м е т р и к а м и . Эту топологию обозначим 

через У . 

И дальнейшем будем рассматривать взаимное отношение топологий .У 

и У . У к а ж е м одно в а ж н о е свойство, которым обладают открытые мно-
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жеетва в ] { / л . Коли о б о з н а ч и м через л/ п р о е к ц и ю X *ч"> '* Л ' > Т п / - | И 

/.' Г / У 

о т к р ы т о г о м н о ж е с т в а (I в | ] А4»"/ справед.чиво л/(0) -- <7/ , причем Л/ является 
/ У 

о т к р ы т ы м м н о ж е с т в о м в АЧ/ И (1( * г</ т о л ь к о д л я к о н е ч н о г о числа и н д е к с о в 

/ (см. [ 2 | , с т р . ';>()). 

Теорема 1. Пусть мномссстсо X ^/ имеет цксъшниое значение. Пцстъ 
г Г 

/ / // / / --•— сссдсныс топологии на X ^ л Топ)а >/' с= У. 
/ 7' 

Д о к а з а т о л к е т в о . П у с т ь (У е / / п п у с т ь О нвлпетсн (Ме\нчггом базиса ' 

(опеределепие базиса см. |2|, с т р . .)()). Пыбером п р о и з в о л ь н о / .-_ О. И о к а -

ж е м , что с у щ е с т в у е т о т к р ы т ы й ш а р Л / / , г) и смысле м е т р и к и о та км что 

К(/\ г) стт. О. Потому что (I о т к р ы т о , то для всех / е У з а и с к л ю ч е н и е м , быть 

м о ж е т , к о н е ч н о г о числа и н д е к с о в м //, л/(</) ----- >ч . ( ) б о з п а ч н м через 

/о --- ш.ах|/1 //,!, з н а ч и т , дли / ,..- /.;, еираведлиго л/ (г<) - /,. Пыб -рем 

/-• 1/70. Т о г д а семи // е АД/, г ) , </ - / , то I/• < \<\1'\1 /'(/) г/(/м, з н а ч и т 

// (: (1) АД/, с) с- /У. Мы п о к а з а л и , что для в с я к о г о / г~ 'У с у щ е с т в у е т /-• 

/»/ е- 0 т а к , что АД/', /•) <-- О. Следовательно, (I - {] А'(/. г) У. 

Теорема 2. Отношение :'-/' - : / сспно то<ч)а и ///о.ллш /м>м,7. ..л>,м,/ 

сыпоансны о()тм1)смс//цо Оса цс.юсщ.ч: 

а) ().\.\ иаме/ого (\) л- I мномссстсо М - У П V (^ .чс.щсц.с.ч >:ипсчным 

б) /а.''. 1'о.)ич)ого / г У мномссстсо /•»'/ ч,ю,ип)пе<ию [т. с Мл,- .,с.ч;осо .с X. 

суи^есшауеш ош)^)ышьи1 интс/ниш Ох с /'м /////л, что /\ П 'V,- У''!). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Потому что по теореме [ всегда ! н н ш т м'чт.;» екмюче-

ние -'/ <=- У, достаточно п о к а з а т ь , что у к а з а н н ы е у с л о в н а а) и ' ) в ы ш м -

1КЧ1Ы тогда и т о л ь к о т о г д а , к о г д а / / с= // . 

П о к а ж ' е м , что условно а) необходимо дмн с п р а в е д л и в о с т и в к л ю ч е н и я 

У с: / / . ПрОВОДОМ ДОКаЗЦТО. ЛЛ'ТВО ОТ ПрОТПВПОГО. II у с т к е ш ц м ч вуетОо • I 

ТаЬ", ЧТО Множество I/ Т Г\ V (/) ЯВЛЯСТСЯ б е с к о н е ч н ы м . 1)Ь|берО\1 

п р о и з в о л ь н о { и И(Т). П у с т ь г I//) и п у с т ь О К(!\ г) У. Т о г д а 

вследствие с т р о ( ч ш я о т к р ы т ы х м н о ж е с т в г смысле т о п о л о г и и •'/ /т/(</) 

(// , причем (1( *Ч/ т о л ь к о дмя к о н е ч н о г о числа и н д е к с о в / ) . о ч е в п д н о . 

О (!- //'. 

П о к а ж е м , что условие б) необходимо для с п р а в е д л и в о с т и в к л ю ч е н и и 

У с- / / . 11 роведем доказательство от п р о т и в н о г о . П у с т ь <'уществ\ет /() У 

так*, что Л / имеет т о ч к у н а к о п л е н и я ./', .г с лЧ, . П у с т ь / ( /о) л \\ /'(/) ^/ 

для / / /о . П у с т ь (I К(/\ / ) . г ----- 1//о. П о к а ж е м , что О не п р и н а д л е ж и т 

/ / . Пели О е У , то ^1^') - (11{) --- {.с} домжчю быть о т к р ы т ы м мпож'еством 

в Л / а зто п(ми)зможпо в с и л у выбора змемепта .г. 

П о к а ж е м , что у с ч о в п я а) и б) достаточны дмя с п р а в е д л и в о с т и в к л ю ч е н и я 

У г- (У. Ьлми О е / / , то для в с я к о г о / е О с у щ е с т в у е т <е. () ••" ^ 1 
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так-, что 7^(/, *•') с= О. Покажем, что тогда существует И Е -(/' так, что 
/ г //, причем // с= 7\~(/', е), т. е. // с= О. 

Пусть О Е ЗР} / е 67, К(/, е) с= (7 (0 < *• < 1). Выберем () > \1е. Из 
условия а) вытекает, что множество М — Т П <1, ф> конечно. Из условия 
б) вытекает, что для всякого I е Т множество $*, как топологическое4 

пространство, — пространство с дискретной топологией (всякое множество 
V с= Лг^ отк])ыто). Поэтому множество // определенное так", что // — 

X ///, где 
(• т 

Нг = {/(0} Для / Е Ж, 

IIь = & для I еТ — Ж, 

открыто в смысле топологии У , причем, очевидно, II с= 71(/, г). 

Значит, для всякого / е О е ^ существует множество /// Е Уу' так-, 
что II/ с= Сг. Поэтому С7 — и 77/ Е У . 

П р и м е ч а н и е 1. В связи с теоремой 2 возникает вопрос, независимы 
ли условия а) и б). Условие а) касается только множества Г и условие б) 
только множеств А4^ (I е Т). Из доказательства необходимости этих условий 
вытекает, что они независимы. Это вытекает из того, что при доказатель­
стве условия а) мы не пользовались свойствами множеств Н(, и при до­
казательстве условия б) мы не пользовались свойствами множества Т. 

Рассмотрим топологическую размерность пространства 0(77), (с!лш 
И(Т)). Имеет место следующая теорема. 

Теорема 3. Пусть пространство И(Т) имеет указанное значение. Тогда 
<1ш1 П(Т) 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для доказательства теоремы достаточно показать 
(см. [7|, стр. 108), что для всякого/ Е О(Г) и для всякого е > 0 А (̂/, ?) -----
- К(]\ в) (М — замыкание множества Ж). 

Ныберем / е й ( Г ) . Пусть 0 < г < 1, д е А'(/, е). Тогда существует 
последовательность {/Л}Г» //* е К(/. г), //? Ф д так, что /п -> д. Значит, 
существует п.о > 0 так, что {?(/,, д) < е. Из этого вытекает, что сущес­
твует д] > 0 так, что /,ч(0 = д(1) для I Е ( 1 , 1/г + (З1) П Т. Потому что 
/ у / (: К(/, *•-), то существует д2 > 0 так, что /(I) = /,,о(0 для ^ е <1, 1/г + 

! /)•>) о Т. Следовательно, для / е <1, 1/г + (3) П Т (д = тш{^1, до}) 
имеет место/(/) = <7(0; значит, д е /^(/, г?). Мы доказали, что имеет место 
7^(/, г) с= А(/, *•*). Из того, что включение М с= Ж справедливо для всякого 
множества Ж, вытекает 7^(/, е) = К({, е). 

Н дальнейшем мы будем более детально рассматривать свойства прос­
транства И(Т). 
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Теорема 4. Пусть Т с= 1, ос), пусть Лг, <= #1 ^ е 'П. Утвержч)снис: 

II ростраиство 12(7, Н*: I е 7\ является полным. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть последовательность {,/«.} / , } п. е Ы(Т) я в л я е т с я 

фундаментальной. Тогда для каждого ? > 0 существует самое малое 

" о + ) > 0 т а к , что для т , п > п0(с) о()т, / Л ) < с, следовательно, если 

]т + / ' „ , то 1пГ{̂  6 Т\^ш(\) / / , + ) } > -1/^ Построим ф у н к ц и ю / ( / ) (/ е 7'): 

Д л я всякого /0 е Т построим Е = 1//-О И К этому / О О построим иведеное 

П0(Е). Пусть значение функции / в точке 1() определяется отнопкчшем 

/(к) = /,,а{е)(к)- Очевидно, / Е 0 ( Т). Т а к к а к для // < ! ' < + ) имеет место 

1'1Ь(1) =/(I) (у е • 1., го П 7 + то ф у н к ц и я / я в л я е т с я предельной функцией 

последовательности {/«+ н смысле метрики о. 

Пусть а е Е* = Е\ и { + о о } и { с о ] . Пусть Иа (<+, с- 12(7')) я в л я е т с я 

множеством всех т е х / е 12(7'), для которых существует последовательность 

{ + }, , 1„ е 7\ Гп -> х так, ч т о / ( + ) ^> г/. 

Теорема 5. Пусть а^ е Е* (у ^ 1, 2, . . . ) . Пусть Оа ~ 0 (у ^ 1.2 ) 

Тогда множество VI О-а. яслястся остаточным в 0 ( 7 + 

К доказательству этой теоремы нам н у ж н ы три следующие леммы. 

-1емма 1. Множество VI --V является непустым. 
з -1 

Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы V По предположению д л я каждого у 

1, 2, . . . существует ф у н к ц и я / ; и последовательность г/ = {I-,],] м 

+ 7 е 7\ П т + г, --• - -со так, что Н т / ; ( ^ + — +• • Построим поеледоватоль-

ность {<Д+ конечных последовательностей а ж : Последовательность о\/; 

имеет /у/, элементов .гШ1, . . . , хтт , причем хш- я в л я е т с я элементом после­

довательности тл и если у* < А% то хт^ < д ^ . Д а л е е , если т < /о то 

пусть к а ж д ы й элемент последовательности от мошне произвольного 

элемента последовательности оп. Очевидно, такую последовательность 

на основе п р е д п о л о ж е н и я возможно построить. Д а л ь ш е , пусть | обозна­

чает возрастающую последовательность элементов множества N 

~ Ы и {хтз} <= Т (си Е\). Когда из последовательности | выберем 
ш 1 } 1 

все элементы, произходящее из последовательности т ; (у' = 1, 2, . . . ) , 

то получим частичную последовательность т] {Ц]п}\, \ последователь­

ности ту, причем П т $э(У)п) = аз> Определим ф у н к ц и ю д е 0.(Т) т а к , 

чтобы д(1) - / > + ) , если I е Ц" {угп} <-= X (у - 1 , 2 , . . . ) п д л я I е Т X 
н Л 

выберем д(1) е Д, произвольно. Очевидно, д е VI ^«,-
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Лемма 2. Пусть а е Е* . Тогда м/шжсство ^а — м-ножество типа С0 

, П(Т). 
Д о к а з а т е л ь с т в о леммы 2. Пусть а е Еу. Определим для к = 1, 2, . . . 

множество 

.4* = {/еОД|21/(0 - « ! < !/!•}• 
Г к 

Покажем, что Лк открыто. Достаточно показать, что для всякого /о б Лк 

существует д > 0, г) = <3(/о, к) так, что Щ/о, д) <= .4*-. Пусть /о е /Ц-. 
Тогда существует ! > к так, что |/о(^) -- а\ < 1/А\ Положили д -~ ]/{,. 
Ь-<'.'И1 1>(/,/о) < Л, то /(0 - = / 0 ( 0 , значит/ е Л л . 

гГак как ^а = П Л*-, то ^а является множеством типа Оп в ^(Т). 
к 1 

Лемма доказывается аналогично для а — + оо и а — ее. Если, на­

пример, а — -,-оо, то выберем Л& — {/ е ^(Т)\У^^(^) > к]. 
сю / /• 

Лемма 3. Множество V) ^«. является плотным в ^(Т). 
/ л 

Д о к а з а т е л ь с т в о леммы о. Пусть /о (:11(Г), пусть я > 0. Выберем 

ц ( П -̂ // « существование которого вытекает из леммы 1. Построим /: 

ДО = /о(0 Для '• < 2/с, 
/(/) - (/(/) для / > 2/-. 

Логко мощно показать, что / е |~| 11„ и притом «(/, /;) ••---••• 1 /т{"{<|/(/) / 

/ / .(/) ! • ф < *•-

Д о к а з а т е л ьст во т е о р е м ы Ъ. Потому что из .леммы 2 вытекает, что 

И(1) ( / - 1 , 2 , . . . ) типа О о в ^(7 1 ), то и множество С = П ^а. —- типа (!,> 
I 1 ОС) 

в П(Т), значит, 1> - ^(Т) — 6Т — типа 7^ в О(Г). Поэтому Д -= у Рк , 
ехэ о о А-: -- 1 

Ек Ёк. Согласно лемме 3 С =• П(Т) — \У Ек = VI (Й(Г) —Рк) является 
к- I к Л 

плотным подмножеством в ^(7 1), значит, ^(Т) —Ек (к — 1, 2, . . . ) является 
тоже плотным подмножеством в ^(Т). Потому что ^(Т)—Ек = ^(Т)—~ 

Ек, то Ек нигде не плотно в ^(Т) и 7) --— и Ек является множеством 
к 1 

первой категории в ^(Т). 

Следствие 1. Пусть а$ е Е* (:) = 1,2, . . . ) . Пусть О^ # 0 (?' = 1, 2, . . . ) . 
сю 

Тогда множество V) ^а] является множеством, второй категории в ^ (Т). 
./' л 

Ото следствие знакомой теоремы Бэра о полных пространствах. 
П р и м е ч а н и е 2. Легко можно видеть, что малым изменением доказа-
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гольотва леммы 1 возможно теорему 5 доказать п тогда, если предположение 

&а. / 0 (/ — 1, 2, . . .) будет заменено предположением 12„ •• 0 (/ --

-— V . . . , г) (г — н а т у р а л ь н о е число). Утверждение теоремы тогда будет 

к а с а т ь с я множества V) ^1а^ • 
/ л 

П р и м е ч а н и е 3. В теореме мы пользовались предположенном Иа 0. 

Это предположение мы могли бы заменить определенными предположен ни­

ми о множествах Т и #*. Н а п р и м е р , д л я того, чтобы И,г -/- 0, достаточно, 

чтобы для множества Та -- {I е Т\ а Е ^ } точка 4-х* бы. 1а точкой на­

к о п л е н и я . 

И з теоремы Г> на основе заметки 2 вытекает следующее следствие. 

Следствие 2. Лаешь О -/-- 0 г- --• оо • Тогда для ссех / Е О (Т) за ис­

ключением множества первой категории справедливо 

!пп ш Г / ( 0 -= — оо, И т Шф/(/) =-- л. х . 

В дальнейшем будем рассматривать пространство 12 ( 7) при спецальном вы­

боре множеств Т и Лу

г (/ Е Т). Пусть а — {я,/) Г — п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь действи­

тельных чисел, причем ап у- 0 (/! =-- 1 ,2, . . . ) . Пусть Т — /^ ;1\2.. . .^ 

и пусть для множеств $7А выполнены следующие условии: 

(1) а) если х Е 8п, то хап е 8п,, ха„ ' Е Х Л (// ^ 1,2 ) 

б) если х. // Е кЧп, то .г — // Е Л»/4 (>/. — 1 , 2 , . . . ) 

в) множество А4»! имеет по крайней мере два элемента 

г) 8п сп А<?.Й+1 (н гг.- 1,2,. . . ) 

Из а ) — г ) вытекает, что всякое из множеств 8п (п •-=- 1 , 2 . . . .) — нетривиаль­

н а я п о д г р у п п а аддитивной группы действительных чисел. Пространство 

0.(Р) я в л я е т с я пространством определенных действительных последова­

тельностей / — {/м}Г (1п —- /(п)) с мет])пкой Пара. 

Следующая теорема дает с топологической точки з р е н и я качественную 

х а р а к т е р и з а ц и ю множества р я д о в , последовательности частичных сумм 

которых колеблются. 

Теорема 6. Пусть а = {аИ}^ ----- последовательность действительных 

чисел, причем ап, / 0 (п =-- 1 ,2, . . . ) . Тогда для всех элементов / Е 12 (Р) 

за исключением элементов множества перво!/ категории имеет место 

)> и 

\\т шт V а,-/г =^ х . Нш «ир V а-^г — Л

Г х . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а—-{ан}1~ последовательность с указанным 

значением. Определим на 12(Р) отображение г/ следующим образом: 

148 



Последовательности/ = {/,,}Г еО(/>) в отображении (р соответствует после­

довательность частичных сумм ряда ]> а///, т. е. 
/ 1 

(2) , ( / ) = Д = {Нн}\' (А,,-- 1 а . / . ) . 
/ 1 

И:, отношении (1) (из свойств а), б) и г)) вытекает, что А е О (/*). 

Легко можно видеть, что отображение д? является изометричным ото­

бражением О (Р) на П (Р). Если п — первый индекс, в котором отлича­

ются последовательности/ = {/Я}Г и # = {<7я}Г°> т о п т о ж е первый индекс, 

в котором отличаются последовательности <р (/) и (р (д). Е с л и последова­

тельности / и д совпадают, то совпадают и последовательности (р (/) и у (д) 

(см. (2)). 'Значит, о(<рф, (р(д)) = е ( / , д). Д а л е е , если А = {йд}~ е -О (У), 

то определим последовательность / — {{и}
с/ т а к , что 

(:>) /1 = /ц/сц, /п = (К ~~ 1ъп~л)1ап (п = 2 , 3 , . . . ) , 

тогда из (1) (из свойства ), б) и г)) и из (3) вытекает, ч т о / е О ( Р ) . Оче­

видно, (/ (/) — //. 

Пусть 

Л = {д е О. (Р)\ И т й п ] ) дп -= + 00}, 

В = {д е _1 (Р)\ И т ш Г дп =• — оо}. 

П о к а ж е м , что Л /- С. Т а к к а к $г — н е т р и в и а л ь н а я п о д г р у п п а аддитивной 

группы действительных чисел существует последовательность {хп\\", 

•<//, ("= А̂ 1 т а к , что Н т хп — + 00. Из 8п с= # / и 1 вытекает х м е8п(п-= 1,2,...). 

Поз тому х ---~~ {+++ е О ( Р ) , причем П т н п р ^ -= -}- оо. З н а ч и т , Л / С . 

Аналогично можно доказать В / 0. 

На основании следствия 2 (применением к пространству О. (Р)) мно­

жество .II -— Л П /I я в л я е т с я остаточным в :0 (/>), значит, множество 

^ :- И (Р) — М я в л я е т с я множеством первой к а т е г о р и и в О (Р). По­

тому что определенное изометрическое отображение ц я в л я е т с я го­

меоморфизмом, то а ~л т а к ж е я в л я е т с я гомеоморфизмом. Множество 

первой категории я в л я е т с я топологическим инвариантом (см. [1 |, стр. 

(К)), позтому 'I х№) я в л я е т с я множеством первой к а т е г о р и и . З н а ч и т , 

множество (р ЦМ) — О (Р) — (р ~1^) я в л я е т с я остаточным в И (Р). П о 

множество (р~х(М) — это множество всех тех / е 11 ( Р ) , д л я которых 

справедливо 

и п 

\'Ш\\\Л{ V щ/[ = — 0 0 , Н п 1 8 1 ф ^ 0*/4 = + СО . 
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Применим теорему 6 к пространству всех действительных последователь­

ностей И (Р, Е\\ и е Р) (полагаем 8п = Е\ (п Е />)).Мы получаем теорему, 

аналогичную теореме 2,1 статьи [3]. 

Теорема 7 . Пусть а —- {ап}'~™ — последовательность действительных 

чисел, причем ап -/-" 0 (п, = 1,2,.. .). Тогда для всех элементов / Е~ И (Р. Е\\ 

п. Е ^^) за исключением, множества первой категории справедливо 

)> )> 

[1111 ПГГ V щ{. , _ х- ^ й щ 811]) V аф = -• X . 
" + ° / ! " " *"" / 1 

Пусть а = {а}}™ последовательность действительных чисел, а, --'-о 

(/ — 1,2, . . . ) . Пусть Лп, — конечные подмножества Е\, содержащие по 

крайней мере два элемента. Построим пространство И (/\ /7„: н г. Р) 

(далее И]{(Р)) и определим при помощи последовательности а ------ \а+{~ 

и множеств Рп (п -- 1,2...) множества # я . с= Е\ следующим образом: 

С>) Я» = { V Й , / . | /. е И, (I --- I . . . . , /,)} („. -- 1 .2, . . . ) . 
/ I 

Построим пространство И (Р, 8п: н Е Р) (далее И,ы(Р)). Множества Л,, 

(н 1 ,2, . . . ) , очевидно, конечны. 

Теорема 8. Пусть и — [а;}{' --- последовательность ()ейсшвтнельпых 

чисел, пусть а\ -г О (I —- 1,2,. . .). Пусть И/>(Р) и Ц ч ( Р ) имеют указанное 

значение. Тогда множество 

(Г>) Г = {А ---, {К+; е Ц , ( / ' ) ; V ^ (/// Л „ (>< - ! < 2 , . . . ) ; 
< 1 Ь ( П / 1 

является замкнутым и нигде не плотным в С1^(Р). 

Н доказательстве теоремы 8 будем пользоваться следующей леммой. 

Лемма 4. Пусть гп — число элементов миомсества Рп и пусть * м число 

элементов множества 81Ь (н — 1,2, . . . ) . Тогда гп < #/?. (м 2 , о , . . . ) . 

Д о к а з а т е л ь с т во л е м м ы 4. Очевидно, что каждое из множеств $ / г 

(н 1,2,...) (Ч)держает по крайней мере два элемента. Ныберем н = 7\ 

и > I. Пусть ап > 0. Пусть/,,.1 < / г 2 < • • • < ,Дги все элементы множества 

РИ . Из отношении (4) вытекает, что все элементы множества ^и можем 

получить к а к всевозможные гуммы типа я 4 ап,Ти , где: * Е ̂ „ 1 и I ----- I гп,. 

Из множества 8п~\ можем выбрать два элемента -V* и * * * так, что ** < .у**. 

Множество Яп содержит, очевидно, в качестве подмножества множество 

{а*+Ян//л} и {*** т-Яп/т I I ----- 1, • • -, гп} г гп> + 1 элементами. З н а ч и т , *,, ^ 

> г-гь + 1 > г«.- Аналогично мы д о к а з а л и бы лемму в случае ап < 0. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 8. Сначала покажем, что множество // 

замкнуто в Цч(Я). Пусть кт = \ки'}™ 1 е II, А™ = 2 аЛ! (т = 1,2,...) 
/ 1 

и пусть Ат->А. Следовательно, для каждого в > О существует (самое малое) 

///()(/)так, что для т > т{)(?) выполнено о (кт , А) < я, значит, существует 

Л > 0, с) = () (е) так, что для п < 1/е + г), т > т 0 ( в ) выполнено А„, --=•--- Л//. 

Индукцией построим последовательность/ = {/Л.}1° . 

а) для А' — 1 выберем ^ = 1̂ = 1 и для него построим введеное т^(е,\). 

Тогда /м - 1>';ф1)--^а1/'1ф1). Полагаем /х = / ; ' о ( м - Аь/сц. 

б) пусть определены / ] . , . . . , / м (/.' > 1). Выберем в — гА. — \!к и для 
, . • 

него построим введеное ш 0 (^.). гГогда кк = Кк

о{8к) = ^ #/,/7'О(ЕА) • Очевидно, 

/ Г ' " ' ./'/ ( » = ! , . . . , !: - !)• Полагаем / , == /»»<"> = (Л, - й*_1)/а,. 

О последовательности/построенно!! этим образом легко можно показать, 
'/• _ 

что / е 11п (Р) и К •= 2 аф (к = 1,2,. . . ) , значит, А е II, с/ --, (< 
/ 1 

Достаточно еще показать, что множество 0.$(Р) — II плотно в И$(Р). 

Пыберем произвольно К (А, )̂ с= Цч(Я), *•• > 0. Возможно уже предпола­

гать, что // Е /\ Пусть р > тах{1/я, 1}, р е Р. Определим д = {д„}^ еИ^(Р) 

с лед\ющпм образом: дп = кп}\ля п < р, дли // - р выберемдп Е8Ппроизвольно. 

Значение др выберем так, чтобы д= {дн}\^ ф II. Покажем, что такой выбор 

является возможным. Так как к= {АД/'е с/, то существует / — {/,}/е 

11 

( Ип(Р) так, что кп = >̂ а^г (п = 1,2,...). Для п<р полагаем дп--=кп. 
/ 1 

Элемент д может быть элементом множества II только тогда, когда др -----

^ (//// -[- ар2. где г е 11 р. значит, если число др принадлежит множеству 
/ I 

/' 1 

! ^ (I/// Ь о,рг | г Е Рр} <~ 8Р состоянием у из гр элементов. На основе леммы 
/ I ' Р--\ 

\ хр ^ А> , значит, можно выбрать др е 8Р — { ^ а//; -+ аРг \ г Е Рр}. Для 

выбранного таким образом элемента д, очевидно, выполняется д е И,ч(Р) 
- - Г, ,, (А, д) < г.. 

Рассмотрим теперь пространства Иц(Р) и 0.$(Р) при специальном выборе 

последовательности а = {а,}/° и множеств Нп (п = 1,2,...). Последователь­

ность а \(1;\\ выберем так, чтобы ^ ап = + оо, а?г > 0 и положим 
н 1 

//„ { V г 1} (п " 1/2,.,.). Следовательно, будем рассматривать про­

странства ()п(Р) п 0 А .(Р), где 8, = {^ ет | ^ == ± 1 ( 1 = 1 , . . .,л)} ("• 
/ 1 

1:2,...). 

15 1 



Е с л и д л я пространства ^;?(I ^) построим множества 12 ... пИ (очевидно, 

непустые), то о множестве I/ =И Г1 П О на основе следствия 2 знаем, 

что оно я в л я е т с я остаточным в О ^ ( Р ) . Поэтому д л я множества N всех тех 

элементов // = {/!„}," (кп = ^ е ^ ) ив ^ я ( I ) ) , для которых но выполнено 
/ 1 

(6) Н т т т " ^ 8{аг = — со, И т в и р У 8(01 = -{- х . 

имеет место включение N <= И$(Р) -- //, значит, оно я в л и о г с я множес-

твом первой категории в ^,<Д/^). 

}> работах [ 5 | и [(>] для данного расходящегося |)яда ^ а,ь --- -г- х , 
и 1 

и-п > 0 рассматривается пространство X всех рядов тина х — ^ еиц , '/ — 
/ 1 

= -^ [ или е-1 — — 1 (ь = 1,2,...) с метрикой Б э р а (если ,г — ^ г,ч// е- X, 
/ 1 

х' У 8;а; е X, то а (.г, .г') — 0, если г,- = г- (ь ------ 1,2....) и а (.г. .г') 
/ 1 

--- 1//, (ими / я в л я е т с я первым индексом, д л я которого е{ с]). 

В работах [5] и [(>] п о к а з а н о : 

Д л я всех .г е X" за исключением множества Х;, первой категории имеет 

место 

1пп т Г V Еь(ц = — с/г-, И т з и р V е[01 = \. х 
/ / - М О ^ , ц->ос • , 

(см. [6]. теорема 5). 

В частном случае имеет место: Если Х5 я в л я е т с я множеством воех чех 

х е X, которые имеют сумму (собственную или несобственную), то Х-, 

я в л я е т с я множ(Ч"гвом первой категории в X" (см. [51, теорема 2). 

Теорема 9. Пусть а = {а;\у —- последовательность пололеп тельных 

действительных чисел, пусть У ап = 4-Х). Пусть прострапстеа И/м/^, 
// I 

^,ч(/ )) и ( Г , о) (см. (5)) имеют указанное значение. Тоеда мнолсесшвп N 

элементов // {к„}'{' е / г (Ьц --- ^ я,«,-), для которых не имеет месит 
/ 1 

((>), является множеством первой категории, с ( г- ^ N ( / > ) н ннс<)с не 

плотно в И$(Р). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ц я в л я е т с я отображением пространства 

(X, о-) на подпространство (\\ о) пространства ^ ^ ( Р ) , в котором элементу 

^> 8(а( е X соответствует элемент // = {АДГ (//•» »~ х г/Ч/Д. Возможно 
Л5 /- 1 



показать , аналогично к а к в доказательстве теоремы 6, что </? я в л я е т с я 

изометрическим отображением. В отображении о? множеству N3 (см. [(>], 

теорема о) соответствует множество N. Т а к к а к изометрическое отобра­

жение я в л я е т с я гомеоморфным и множество первой к а т е г о р и и я в л я е т с я 

топологическим инвариантом, то на основании теоремы 5 статьи [6] <р(Хз) — 

N я в л я е т с я множеством первой категории 15 (I. 

На основании теоремы 8 применением ее к случаю рассматриваемых 

пространств Ип(Р) и 0,ч(Р) получим, что множество (т я в л я е т с я нигде 

не* плотным в 1Цу(Р). Т а к к а к N с= 1Т

У то множество N тоже нигде не 

и. ютно в И,ч(]У). 

П р и м е ч а н и е т. В изометрическом отображении ц>.} введеном в дока­

зательстве георемы 9, множеству N1 (см. [5], теорема 2) соответствует 

множество V тех последовательностей, д л я которых существует предел 

1п™ //,,.. Аналогично к а к в доказательстве теоремы 9 мы бы на основании 

теоремы 2 статьи [5] могли п о к а з а т ь , что множество (р(Хг) — V я в л я е т с я 

множеством первой категории в Г и на основании теоремы 8 нигде не 

плотно в И,ч(Р). 
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