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.\!ЛTKMATГЄKO-ľV7ЛKЛLXV CЛSOIЧS 

PRÍSPEVOK K CYKLOSFÉRICKÉMU ZOBRAZENXU 
VO STVORROZMERNOM EUKLIDOVSKOM PRIESTORE 

VRANTIŠFK H U K Á K Í K , Zvolen 

Cyklosférické zobrazenie je zovšeobecnením eyklografického zobrazenia 
na š tvorrozmerný euklidovský priestor K4. Myšlienku rozšírenia eyklogra­
fického zobrazenia na w-rozměrný priestor ]>oužili v poslednej dobo niektorí 
autoř i na riesenio zovseobeeneného Apolloniovho p r o b l é m u : Zostrojiť nad-
ploehy gulové v Kn. k toré sa dotýka jú n -f- 1 d a n ý c h gulových nadploeh . 
Metodou zovšeobecnenia eyklografického zobrazenia na v iacrozmerný priestor 
možeme riesiť oelý rad dalších úloh o nadploehách guíových. 

Uvažujme š tvorrozmerný reálny euklidovský priestor K\, ktorý b u d e m e 
n a z ý v a t operaěným priestorom. Neoh |0; .n , .v->. ^ 3 . .í'41 j ( ' p ravoúhlá súrad-
nioová sús tava v operacnom priestore K\. Neoh jj\ . //*, #3, //i sú n e h o m o g e n n ě 
súi'adnioe bodu Y v operaénom priestore K\. V eyklosferiekom zobrazení 
možeme zobrazi t body operaéného priestoru r+ na pi ' iometmi ňadro vinu 
Kí{ |(); .Ti, .r2, Jc-s] tak, že ku k a ž d é m u bodu Y(jj\, //•>. l/3. t/\)eK\. k torý 
neleží v pr iemetnej nadrovine K'.\ ( teda jj\ / 0), ])riradíme v priemetnoj nad-
rovine K1.^ o r ientovánu [)loehu guíovú cyklosferu ("Y. NositeFkou oyklo-
sfory (\Y ]? plocha gulová (}Y o rovnici 

V {.rn - JJn)'1 - Jl\. 
>' 1 

O b r á t e n e , ku kladnej eyklosfére (1
YeK!! př i řadíme v /+ bod K(//i • //•;. 

//3, jj.\), kde //4 > 0, a k zápornej eyklosfére CYeK'.! př i řadíme v K\ bod 
V*(//i , //2, JJ3- — / / + kde //4 > 0. Bodu P(p\, JH, p;$, o) pr iemetnej n a d r o v i n y 

Ki! př i řadíme ten istý bod P. Ploehu guíovú (}Y b u d e m e o r i e n t o v a t t a k . 
že sposobom u v e d e n ý m v 14] or ientujeme niektorú z kružnic, ktorá tvoř í 
zdánl ivý obrys plochy guťovej v pr iemetnej nadrov ine K!!t . Xapr . v Mongeovej 
projekeii v Kí! t o bude kružniea, ktorá tvoří obrys plochy guíovcj (}Y v dru hoj 
pr iemetm. 

Majme v operacnom priestore K\ p r iamku p. ktorej p a r a m e t r i c k é rovnice sú : 

(1) yi =a{ + kmt (i =- 1, 2, 3, 4 ) . 
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louděme předpokládat , že pre směrové p a r a m e t r e p r i a m k y (1) je 

m'l — ^ mj / O. 
/ i 

Množinu eyklosfer. k toré odpoveda jú všetkým b o d o m p r i a m k y p, o k r e m 
jej s topníka do pr iemetnej n a d r o v i n y /?£, l)udeme n a z ý v a t l ineárnym cyklo-

síerickým radom a nosi te lkou jeho eyklosfer je v pr iemetnej nadrovine E'.{ 

j ednoparamet r i cká sús tava ])lóch guiovýoh s rovnicou 

(-) ^ (Xn (ln — folhi)'1 ("4 ^ ?Mhi)-. 
» - - \ 

Farciálnym der ivováním ])odI'a parametiTi A zo v z t a h u (2) d o s t a n e m e : 

(2') V (xn —au — Xmn)mn 4 (O4 -r Aw4)w4 = 0. 
» i 

Po vylúčení p a r a m e t r u ?. z rovnic (2) a (2') j e : 

^> (xj — (tj)nij -t- «4/w4 

(3) y> I ,rw O„ -i- ' - :, m w 

//l2 - ]> t/fj 
i i 

^> (Xj <h)>>h ! ^'4>^4 

O4 "' ., m4 

WÍ "~~ zl w i 
i i 

Povniea (3) je v pr iemetnej n a d r o v i n e EIJ, rovnicou obalovej plochy lineár-
neho cvklosférického r a d u prishichajúceho k pr iamke (1). 

Ku každému bodu Y e K4 móžeme v cyklosférickom zobrazení př i řadi t 
gulovo-kuželovú r o t a č n ú n a d k v a d r i k u (GKy n a d k v a d r i k u ) . ktorej rovnica je: 

:* 
^ (Xn --ihi)'1 ~-=(X\ — // 4 ) 2 . 

/* 1 

J e to r o t a č n á kuželová n a d k v a d r i k a s vrcholom v bode Y a ])Ioeha gufová Gy. 
ktorá je nositeFkou cyklosfery pris lúchajúcej k bodu Y, je jej s topnou guFovou 
plochou do pr iemetnej n a d r o v i n y E%. 

Potom všetkým bodom p r i a m k y (1) b u d e pr i radená j e d n o p a r a m e t r i c k á 
sús tava guFovo-kužeFových n a d k v a d r í k s rovnicou 

(4) V (x„ •— an — hiin)'1 = (x:\ — (IA — h>n)2 • 



Pare iá lnym der ivováním podlá p a r a m e t r u X zo v z t a h u (\) d o s t a n e m e : 

(4') y (.T„ ~ an — hnn)mn -= (.r4 l/s — hrtA)m.i. 
I! 1 

IV) vyhičení p a r a m e t r u X z rovnic (4) a (4 ' ) j e : 

3 
V (Xj — O;)/^ — (.ť4 -~ O4)lf?4 

/ll^ — "> m'j 

4 - O4 -t-

V (,Гj (ij)»łj (-< 4 <ІĄ)Ì»\ 

Rovnica (5) je v R\ rovnieou obalovej nadploohy jodnoparamet r ieke j 

s i i s t a w gidovod<užeiovýeh nadkvadr ík pr i radenýeh bodom pr i amky (1). 

V operačnoui priestore K4 je vždy možné urobit takii or togonáinu transfor-
máciu súradnicovej s ú s t a v y í 1 ) . že ])riamka p určená rovnicami (1) bude mať 
v novej súradnicovej sústavo v Fi parametr ické rovnice 

((>) i/i =--- O, i/2 - 0 , //3 AT3. .l/4 — A l ' 4 . 

B u d e m e p ř e d p o k l á d a t , že pře směrové p a r a m e t r e p r i a m k y (0) p la t í : r\ -- — r'\ o 
a i'3 7 A 0 . 

R o v n i c a obalovej plochy l ineárneho cyklosférického radu pris lňehajúeoho 
k p r i a m k e ((>) v novej súradnicovej sús tave v pr iemetnej n a d r o v i n e R[[. 
])odFa (3) je : 

(7) .*•• I- xi + --., 4 ., 4 -- o. 

n — n 
Pokiaí je v,\ / 0, je pre t u t o k v a d r a t i c k á plochu d i skr iminant A o 

a A44 / 0 a obalovou plochou l ineárneho cyklosférického radu je r o t a č n á 
plocha kuželová. T á t o kuželová plocha je reálna, ked v\ < v\. K o d v\ > r:,. 
jo obalová plocha l ineárneho cyklosférického r a d u imaginárna . \Trchol obalovej 
kuželovej plochy je s topníkom p r i a m k y ((3) do prieme tnej n a d r o v i n y K'[. 

Ak E4 0. je A 0 a A44 0 a obalová plocha l ineárneho cyklosférického 
radu je r o t a č n á plocha válcová. 

O b r á t e n e , k a ž d á r o t a č n á kuželová alebo válcová plocha v pr iemetnej nad-

(x) Pri te j to transtormáeii iiióžoniť zaistiť, že nová pr ieme tná nadrovina bude to tožmi 
s povodnou, a lebo bude s ňou totálrie rovnobežná. 

1 Г) (3 



rovině E[í móže byť obalovou plochou dvoch l ineárnycli eyklosfériekých radov. 
J e d e n z t ý c h t o radov určuje v E± p r i a m k u /) a d r u h ý p r i a m k u />*. P r i a m k y 
/) a ])* sii s i imerne sdružené podlá pr iemetne j ň a d r o v iny K!+ co vidieť z rovnic 
((>) a (7). Ti i to dvo jznačnost o d s t r a n í m e t a k . že or ientu jeme plochu guFovii, 
Utoni FubovoFne v])íšeme do dane j kuželovej alebo val co ve j plochy. 

lvovnica obalovej n a d p l o c h y j e d n o p a r a m e t r i c k e j sús tavy guIovo-kužeFových 
n a d k v a d r í k pr i radených b o d o m p r i a m k y (o) v novej súradnicove j sús tave 
v Ki, pod Fa (5) j e : 

(S) j-~ + x:> i - , o xr, , y- X3X4 r -•-,- - ^4 = 0 . 
ví vz v-, — ví ví — v; 

J e to kuželová n a d k v a d r i k a 2-ho d r u h u , ako je uvedené v l i teratuře [ 3 | . 
a pr iamka ((">) je jej s t ředovou osou. Je j sto])nou k v a d r i k o u do pr ieme tnej 
nadrov iny E'% je ro tačná kuželová plocha o rovnici (7). T á t o kuželová nad­
kvadr ika je reálna pokial sto])ná kuželová ])locha je reá lna, teda keď v\ < vf. 
Kcď v~{ > vf, je i m a g i n á r n a a degeneruje sa v s tředovú os (()). J e vy tvořená 
sús tavou reálných alebo i m a g i n á r n y c h rovin, ktoré prechádzajú s tředovou 
osou ((>). S t o p y t ý c h t o rovin do pr iemetne j n a d r o v i n y E§ v y t v á r a j ú s t o p n u 
ro tačnii kuželovii [)lochu (7). 

Pod Ta ])red])okladu je v\ — v\ + 0 a v% -/• 0. V t e d y z rovnic (6) i h n e d vidieť, 
že p r i a m k a p nie je ko lmá n a p r i e m e t n ú ň a d r o v inu Eli a m á od priemetnej 
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nadrov inv Eli odchylku a --
.> ^ 

Z uvedeného v y p l ý v á : 

Ycta 1. Ku kazdej priarnke peE\, ktorá tná od priernetnej nadroviny KJ 

-T . . 
ode hifi ku a / a nie je na El.\ kolmá, rnózeme v ci/klosférickom zobrazení v E\ 

4 
přiřadit kuzelovú nadkvadrikii 2-ho druhu. Priamka p je středovou osou tejto 
nadkvadrikj/ a, sto/mou kvadrikou do priemetnej nadroviny E1^ je rotacná kuže­
lová plocha, ktorá je obalovati plochou lineárneho cj/klosférického radu prishi-
chajúceho k priarnke. p. 

Nech sa bod B(b\, h-±, b:,, boj n a c h á d z a na n a d k v a d r i k e (8). V ďalšom bu­
deme p ř e d p o k l á d a t , že bod B nie je inc iden tný s p r i a m k o u (6), to z n a m e n á , 
že nemóže byť b\ -- b2 — 0 a tiež b u d e m e p ř e d p o k l á d a t , že b4 + 0. HFadajme 
gulovo-kužeFovii n a d k \ r a d r i k u (7A+, k t o r á je inc iden tná s b o d o m B a pa tř í 
do j e d n o p a r a m e t r i c k e j sús tavy gufovo-kuželových n a d k v a d r í k p r i r a d e n ý c h 
bodom pr iamky ((>). P r e t i i to n a d k v a d r i k u podTa v z t a h u (4) p l a t í : 

(D) bí + bi + (63 — Ay3)
2 — (b4 — hnY = o. 



Rovnica (9) je kvadrat ická rovnica pre j )arame ter /. V dósledku předpoklá­
dané] vlastnosti bodu B má t á t o kvadra t ická rovn ica dvo jnásobný kořeň 

b3T3 bAV\ 
h.i ^ ^ ., ., • 

n -- n 
N a d k v a d r i k a GKL určuje v F4 bod L. k torý sa zřejmé nachádza na pr iamke (H). 
Z vlas tnos t í cyklosferickeho zobrazenia uvedených v | l ] je známe, že sa plocha 
gulová (tu. k torá je nositelkou cyklosféry (Ju. bude s topnej gulovej plochy Gi. 
n a d k v a d r i k y GK^ d o t ý k a t , a t o právě v s topníku P p r iamky t (L. B). 

Parame t r ické rovnice pr iamky t sú : 

X; --/>/ -f ?J)f (i - 1, 2) . 

/ b3vs bAv.x 

A'J bj [ >Abj ., ., Vj) (j : U ) 
\ r 3 - Vl 

Potom pre súradnice bodu P d o s t a n e m e : 

bfV4(lMV4— b3vs) 
( l<>) pi 

p-i 

vz(b.\r3 — bsv4) 

b3T3 &4t'4 

/ ; • » 

Bod P sa tiež nachádza na rotačněj kužel ověj ploché, k t o r á je s topnou plochou 
kužefovej n a d k v a d r i k y (8) do prieme tnej n a d r o v i n y KJ. Ukážeme, že v bode P 
m a j ú plocha gulová GB a s topná r o t a č n á kuželová j)loeha n a d k v a d r i k y (S) 
spoločnú d o t y k o v ú rovinu, co z n a m e n á , že j)locha gulová GB a s topná rotačná 
kuželová plocha sa v bode F dotyk a jň. 

Rovnica plochy gulovej j e : 

3 

a- i 

Do tyková rovina k ploché gulovej v bode P m á rovnicu 
3 3 3 

^ Xn(pn •— bn) — ^ 6W^« + ^ b^ — b4 • 
n i ÍIA n \ 

Keď do tejto rovnice dosadíme vzťahy (10) a zoberieme do ohFadu předpoklá­
d á n u v las tnos t bodu B. po dlhšej ú p r a v ě d o s t a n e m e rovnicu dotykove j roviny 
k j)Ioche guTovej v bode P vo t v a r e 

v'i — v'~ * 
(11) 2, bn-*'* V4XS •= 0. 

b4v3 b$V4 n 1 
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Podobné, rovniea dotykové] roviny k s topnej rotačne j kužeťovej ploché 
n a d k v a d r i k y (S) v bode P j e : 

- v'i 
2 XnVn + , ---r-ps = 0. 

« i v* —v* 

Ked do te j to rovnice dosadíme v z t a h y (10), po ú p r a v ě d o s t a n e m e rovnicu 
dotvkove j i'oviny vo t v a r e 

v'i — vr\ ~ 
^ bNXn - D4-T3 = 0 , 

b4T3 - - b3?*4 >< I 

co je tá istá rovniea ako rovniea (11). 
T v m t o je d o k á z a n á 

Veta 2. Xech sa bod B nachádza na kuželové// nadkvadrike V priradenej 
r cyklosffrickom zobrazeni 1'ubovol'nej priamke p podlá vety 1, pricom bod H 
nic je bodom priemetnej nadroviny E% O nie je incidentný so středovou osou 
nadkvadriky V. Potom gulová plocha GB, ktorá je nositelkou cyklosfery (j{ 

pri duchajácej bodu H a rotacná kuželová plocha K, ktorá je stopnou plochou 
kužeťovej nadkvadriky V do priemetnej nadroviny E'%, navzájorn sa dotýkajú. 
Majme rovnieu 

4 

( 1 2 ) ^Anxn f A5 = 0 -
n 1 

kde aspoň jedno An (n ^ 1. 2, 3) je rózne od nuly . 
Rovniea (12) určuje v operacnom priestore K4 n a d r o v i n u , pričom xn (n 
1 . 2 . 3 . 4 ) sii n e h o m o g e n n ě súradnice bodu ležiaeeho v nadrov ine . Ak xti 

(n 1,2, 3. 4) budeme p o v a ž o v a t za súradnice cyklosfery, rovniea (12) bude 
v y j a d ř o v a t množinu cyklosfér. k toré sú pr i radené v š e t k ý m bodom n a d r o v i n y . 
Prienikom n a d r o v i n y (12) s p r i e m e t n o u n a d r o v i n o u FJ je rovina, k torú b u d e m e 
n a z ý v a t s topnou rovinou n a d r o v i n y (12). R o v n i e a te j to s topnej rov iny v prie­
metnej nadrov ine E$ j e : 

3 

( 1 3 ) ^Af;xn i A5 = 0 . 
a 1 

Množinu cyklosfér, k torých súradnice vyhovujú rovnici (12). b u d e m e n a z ý v a t 
l ineám vm cyklosférickým n a d polom a s t o p n u rov inu o rovnici (13) b u d e m e 
n a z ý v a t osovou rovinou Hneárneho cyklosférického n a d p o l a . 

I )re odchylku n a d r o v i n y (12) od pr iemetne j n a d r o v i n y El], j e : 

V 
A4 

, kde 0 < oc < л. 
4 

II 1 
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Kec! z t o h o t o vzťahu vvlúčime A4 d o s t á n é m e: 

(15) Al -- e o t g a l / V A;,. 
» // 1 

Definícia 1. (hiow, pod ktorfpn rovinu přetíná plochu gulovu. budnne roztnnitl" 
uhol (/, ktorý je definovaný vzfahom v ----- r . cos o. kde r 0 je vzdiuleno-^f 
středu gul ověj plochy od roviny a r > 0 je poloměr plochy giďorcj. Kcd' r > 
je 0 • eos (f -. 1. vtedy je </ reálné u bude z intervalu <>, rr/2 . Kcd' r > /• je 
cos (f > ] a uhol (/ je iniuginánn/, 1. j . eos <f ----- eosh \p > 1. kde 7 — i^ u \p bud< 
z intervalu (0, 00). 

Pre vzdialenosť s t ředu eyklosťery l ineárneho cvklosférického n a d p o l a (12) 
od osovej roviny (13) d o s t á v á m e : 

: ^AnXn +Ar, 
n 1 

yí 
kde xn (n •--•-- l, 2, 3) sú súradniee s t ředu eyklosíery. P o t o m podía deťmíeie 1 je 

\ 2 Anxn \ A5l 
II 1 

-A/k 
coк 7 

A: 

Ák uváž íme, že z rovnice (12) je 

x.i =• 

potom 

2 A и .r„-- A: 
?/ 1 

Al 

'.4,: 

(15) (™</' 

" >-<; 
;/ 1 

Porovnáním vzťahov (1 1) a (15) d o s t á v á m e : 

cos (/ ----- jeotg a;. 
Platí t e d a : 

Veta 3. Arech nadrovinu priestoru E\ je určená lineárnym ci/klosfcrickf/n) nud-
polorn. Vsetky cyklosféry lineárneho cyklosférickélio nudpolu prrtínujn jeho 

1 (iO 



osoeú rovinu pod tým istým uhlom cp, ktorého kosinus je konštantný a rovný 
absolutno} hodnotě kotangensu odchylky nadroviny od, priemetnej nadroviny. 

Tieto v lastnost i niožeme použi t n a k o n s t r u k t i v n é riešenie n iektorých úloh 
o plochách gulových v t r o j r o z m e r n o m eukl idovskom priestore. 

Úloha. Dané séi tri roviny QW (i = 1 , 2 , 3), ktoré nemá já spoloČíui priamku 
a ziadne dve O(/) nie sú rovnoběžné. Daná je dalej rotacná kuželová plocha K. 
Třeba zostrojif plochy gidové, ktoré roviny o ( / ) pretinajá pod uhla/mi <j(l) (i ---

1, 2. 3) a dotyk ajn sa rotačnej kužel ověj plochy K. 

R o z b o r . Priestor, v k t o r o m sa naohádza jú rov iny o ( ř ) (i —-- 1,2, 3) a ro­
t a c n á kuželová plocha Iv", zvolme za p r i e m e t n ú n a d r o v i n u K£ vo stvorroz-
m e r n o m o])eračnom j)riestore FV R o t a č n ú kužeTovú plochu K v K/j móžeme 
považovat za obalovú plochu l ineárneho cyklosfériekcho r a d u . T e n t o l ineárny 
cyklosferieký r a d určíme t a k , že or ientu jeme plochu gulbvú, ktorú lubovoli ie 
v píšeme do rotačnej kuželovej plochy K. U v a ž o v a n ý cyklosferieký r a d určí 
v Ki p r i a m k u p. Iv j)riamke p p ř i řad íme podlá vety 1 kuže íovú n a d k v a d r i k u F. 
Ku každej z rovin QU:) př i řadíme v E4 n a d r o v i n u E\^\ kde rov ina o(i) b u d e 
s topnou rovinou n a d r o v i n y E\^ do !££ a E\!) má od pr iemetnej nadrov iny KJ 

odehvlku a( / ). ])re k torú p l a t í : !eotga ( / )! cos qA*\ pričom sa rozhodneme* 

pro jeden z uhlov a ( í ) menší ako , alebo váčší a k o . Protože oU) nemaju 

spoločnú ])riamku a ziadne dve O(*) nie sú rovnoběžné, majú n a d r o v i n y E\^ 
spoločnú })riamku m, k torá je vždy v las tuá. Cyklosféry prislúchajúce b o d o m 
p r i a m k y m sú podlá ve ty 3 inc identné s gú lovými plochami, k toré roviny O(i) 

protínajú JKKI d a n ý m i uhlami (}Jl). Ived zostroj íme priesečníky X a Y p r iam­
ky m s kuželovou n a d k v a d r i k o u F, potom ])odl'a ve ty 2 cyklosféry (Jx a (JY 

priradené b o d o m X a Y určujú h í a d a n é plochy guíové . 
K o n š t r u k c i a . Za zobrazovaciu m e t o d u vo š t v o r r o z m e r n o m operačnom 

])riestore E\ zvolíme kótovano-Mongeovu projekciu. J e t o v p o d s t a t ě Klímova 
zobrazovaeia m e t o d a [4] s t ý m rozdielom, že súradnicu O 4 bodu A připisujeme 
do zá tvorky ako k ó t u k pr iemetu bodu A do pr iemetnej n a d r o v i n y Eíí. 

1 

Na obi'. 1 sú roviny oil) určené s voj hru s topami . Zvolme c o s o O ) : — 

cos(/<-) 1, cos t/ ( 3 ) -----2. Aby sme zostrojili napr . n a d r o v i n u M\}\ k t o r á 
má od K'! odchylku a ( 1 ) , pričom pla t í : | e o t g a ( 1 ) | — | a rov ina o ( 1 ) je sto})iiou 
rovinou E\*\ zvolíme v O(1) 1'ubovol'ný bod S(1). B o d o m S(1) vedieme v nad-
rovine KÍJ n a rovinu />(1) ko lmú ])riamku O(1). P r i a m k a O(1) je kolmý priemot 
spádovoj ])riamky n a d r o v i n y E\^ a bod ASÍ(1) je jej s topníkom. Aby s])ádová 
p r i a m k a O(1), a t ý m aj n a d r o v i n a E\p bola určená, t ř e b a p o z n a t o k r e m jej 
s topníka S(1) este k ó t u aspoň jedného jej bodu. T u t o t ř e b a určit t a k , a b y 
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spádová pr iamka O(1) malá od priemetnej nadrov iny E^ odchylku a ( n . piv 
ktorú p lat í : cot<>- a ( 1 ) : — l . Ked' teda zvolíme na o(J> hod A(1). potom 

v 1 
zo vztahu vyplývá, že kóta hodu A(1),tcda polomci cvklosferv <' , 

je d v a k r á t t a k ý velký ako skutočiiá dižka úsečky >S,(1)A(1>. P o d o h n ý m snoso-
hom určíme nadrov iny Ef] a Fl'n a použitím k o n š t r u k c n ý c h metod z | 2 | 

( ) [ » ] • . l . 
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alobo | 4 | zostroj íme spoločnú pr iamku )>i nadrovín E\}\ K\p a K\*\ Aby 
SUK1 zostrojili spoločné body X a Y p r i a m k y m s kuželovou nadkvadr i-
kou V. uvažujme nadrov inu E(\ určenu mimobežnými p r i a m k a m i m a p, 
kde pr iamka p je s t ředovou osou n a d k v a d r i k y F. N a d r o v i n a K\ má s kuželovou 
n a d k v a d r i k o u P spoločné dve rov iny Gi a G2 reálno, alcbo i m a g i n á r n ě . Stopy 
N'7' a V'TL> rovin a\ a OL> d o s t a n e m e ako tvoriaee pr iamky, v k torýeh s t o p n á rov ina 
yl:-l nadroviny Et přetíná s t o p n u kužeiovú plochu kuželovej n a d k v a d r i k y V. 
Protože roviny Oi . <r2 a pr iamka /H sa naehádzajú v n a d r o v i n e E\, musí priam­
ka m s rovinami o\ a rr-2 mať společné body X a Y. ktoré [atiko zostrojíme4. 
(Vklosíéry prislúchajiiee k b o d o m V a Y určujú už h l a d a n é ploehy gulové 
(í v a (n . Z n á m ý m i metodami z K3 možemc tiež zistiť d o t y k o v é body M a p 
mulových ploch C\ a Cy s d a n o u rotačnou kuželovou plochou. 

H i s k u s i a r i oso ni a. Pri riešení te j to úlohy sme ku každej z rovin Q(Í> 
přiřadili \' operačnom priostore K4 nadrov inu K\{\ pre k torú platí : i e o t g a ^ j 

OOSÍ/C*. priěom sme sa rozhodli pro jeden z uhlov a<'''. T o t o sme urobili 
zistením poloměru a voíbou orientácie cyklosíer CÁ(i) . Ako vidieť z obrázka, 
pr iamku p sme určili evklosférou GB vpísanou do kuželovej ])Ioehy K. R ó z n o u 
oriontáciou cyklosíer C,{ a C Au) (/ 1,2,3) možeme vytvoř i t spolu 16 na-
vzájom ró/nych poloh nadrovín /í/fý a pr iamky p. Pr i zvolenej, usporiadanoj 
skupino znamienok cyklosíer (\, a GAii} skupina s o p a č n ý m i z n a m i e n k a m i 
dá\ a to iste riešenie. 00 vyplývá zo súmernost i podlá pr iemetnej n a d r o v i n y Eí[. 
Oslava teda S pr ípadov vzájomne róznveh orientácií, z k t o r ý e h každý má 
dve riešenia. Dovedná existuje P> riešení uvodenej úlohy. Tieto riešenia 
možu po dvojioiaoh splývat, alobo byť imaginárně. 

Piešenie úlohy a diskusia platí aj \' t o m př ípade, keď FubovoFné dve z rovin 
tjU). na.pr. o(l} a n('2) sú rovnoběžné, ale je eos (/'(o -/- cos Í/<2>. Ak roviny 
/;(1) a o(-> sú rovnoběžné a cos </ <]) eosť/<2>. p o t o m v tých př ípadech kde 
evklosforv í'i,i; a ^ , ( 2 l sú súhlasne or ientované, neexistuje p r i a m k a 

л " í l l л 
ÌÌÍ 

a nedos taneme žiadne riešenie. JJahko zist íme, že z uvedených 8 pr ípadov 

sú t aké to 4 a úloha má potom cS riešení. k toré móžu po dvojioiaoh sp lýva t , 

alobo možu byť i m a g i n á r n ě . 
Keď vsotky tri roviny O(':) sú ine identné s vrchoiom I kuželovej ploehy A', 

potom pr iamka m má s kuželovou n a d k v a d r i k o u P spoločný bod I7 a možu sa 
stať dva př ípady : 

a) P r i a m k a m n e m á už s n a d k v a d r i k o u F ž iadny spoločný bod okrem bodu V. 
Vloha nemá riešenie. 

b) P r i a m k a ))i je inoidentná s n ioktorou t\ r oriaoou rovinou kužeFovej nad-
k \ a d r i k y I1 a úloha m á nekonečno m n o h o riešení. 

.Može sa tiež stať. že všetky t r i rov iny O(/) sú i n e i d e n t n é s bodom R, pr iěom 
bod R sa n a c h á d z a n a rotačne j kužeFovej ploehe K. P o t o m p r i a m k a ví m á 
s kuželovou nadk\ r adr ikou P spoločný bod R. K b o d u R však nepr i s lúcha 
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ziadna oyklosféra, ktorá by udávala riesenie uvedenej úlohy. Okrem bodu B 
móže mať priamka w s nadkvadrikou F spolooný ešte bod X. V tomto případe 
úloha bude mať najviae 8 nesení (móže mať aj menej, ked bude X /V, 
nedostaneme žiadne riesenie). V tomto případe žiadne riosenia nemóžu byť 
imaginárně a nemóžu ani splývať. Móže sa tiež stať. že priamka w bude 
incidentná s tvoriaeou rovinou nadkvadriky F, ktorá zřejmé prechádza 
bodom R. V tedy úloha má nekonečné mnoho nesení. 
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Došlo 20. 2. 1965. 
Katedra matematiky a deskripťivncj geometrie 
Vysokej školy lesnickéj a drevárskej. Zvolen 

К Ц И К Л О Е Ф Е Р И Ч Е С К О М У П З О В Р Л Ж ! Л 1 Ш О И Ч Е Т Ы Р Е Х М Е Р Н О М 

ЭВКЛИДОВОМ П Р О С Т Р А Н С Т В Е 

Франтишек Р у с а р п к 

Ре.чюме 

1> статье иокааано, что в оперативном пространств»? К\ | 0 ; .п , .г2, .гз, ./л] к прямой /) 

можно в циклосферпческом иаооражеипп отнести комическую гиперквадрику 2-го 

порядка. Поверхностью следа атой гиперквадрики в гиперплоскости проекции /:';.' 

.-:"": [О; XI, Х2, хз] является вращающаяся коническая поверхность. 1,](,:ш точка В на­

ходится на приведенной конической гиперквадрике 2-го порядка, то поверхность 

шара, которая является носительницей циклосферы, принадлежащей точке /> в цпк.ю-

сферпчееком изображении в Кл , касается поверхности следа. Циклосферы, принадле-
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жащие точкам гиперплоскости Е!", пересекают плоскость её следа под углом (р, для 

которого соя (р — ! сот д а , где а угол наклона гиперплоскости Е\$ к гиперплоскости 

проекции Е!{. 

Приведенные свойства были использованы при решении задач о поверхностях шара, 

которые являются поверхностями соприкосновения вращательного конуса и пере­

секают плоскости р(*) под углами у>(1) (/ = 1,2, 3). 
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