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MATEMATICKO-FYZIKALNY CASOPIS SAV, X, 1-1960

0 ROZKLADE POLOGRUPY ZVYSKOV (mod m)
NA DIREKTNY SUCIN

BOHUMIR PARIZEK, Bratislava

Nech m = pxr pt ... p je rozklad prirodzeného &isla m > 1 na sdGdin
kladnych prvocinitelov. Nech S(m) je pologrupa tried zvyskov (mod m),
G(m) nech je grupa tried zvySkov (mod ) nestdelitelnych s ¢&islom m.
Grupa G(m), ako je zname, ma ¢p(m) elementov, kde ¢ je Kulerova funkcia.

V praci ndjdeme explicitnd metédu rozkladu pologrupy S(m) na direktny
- sGtin diastoénych pologrip Ty, Ty, ..., T, radov my = p%, my = p2, ...,
m, = p% Vv tvare )

’

Sm)="T,.T,.....T,. (1)

Stcdasne ukazeme, ze tato metdéda umoziiuje najst rozklad grupy G(m) na
direktny stcéin podgrap v tvare

Gm) =G, .Gy. ... .4, (2)

1

kde podgrupy G, (v = 1, 2. ..., ) maji rad @(m;) a m; = p¥.

Znama je veta (pozri napr. Parker [3], lemma na str. 613), ktord hovori,
ze pologrupa S(m) je izomorfna s direktnym stc¢inom pologriup S(m,), kde
m, = p* (1 = 1,2, ...,r), teda ze plati S(m) @ S(m,) X ... X S(m,). Této
veta ma viak existenény charakter a neumoziiuje bezprostredne najst rozklad
pologrupy S(m) na direktny saéin jej ¢iastodnych pologrip.

Rédei v knihe [4] (str. 186) dokazuje vetu o rozklade pologrupy S(m)
a grupy G(m) na direktny saéin v tvare (1) a (2). Mnoziny 7', a G; st tu vak
popisané pomocou aditivnych vlastnosti okruhu tried zvy$kov (mod m).
V praci ukdzeme, Ze mnoziny 7', a (; mozno charakterizovat i multiplika-
tivne, t. j. bez pouzitia aditivnych vlastnosti okruhu tried zvyskov (mod m).

1

Triedu privodzenych ¢isel (mod m), do ktorej patri &islo @, budeme ako
element, pologrupy S(m) oznatovat znakom [a]. Element [1] je jednotkou
pologrupy S(m).

Nech E je mnozina vetkych idempotentov pologrupy S(m). V praci [1]
bolo dokdzané, ze I mé (véitane [0] a [1]) 27 elementov.

Idempotent e # [1] nazyvame maximalnym, ked zo vztahu ef = e,
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f€E, f #[1] vyplyva e = f. V praci [1] bolo dokézané, Ze S(m) méa r maxi-
mélnych idempotentov a %e kazdy z nich je tvaru [pra,], kde a, je vhodne
zvoleny (jednoznaéne uréeny) prvok grupy G(m). V dalSom budeme pouzivat
oznadenie e, = [p*a,], takZe e;,e,, ...,e, budd prave vSetky maximélne
idempotenty pologrupy S(m).

V tomto odseku sa budeme zaoberat rozkladom pologrupy S(m) na direktny
sudin ¢iastoénych pologrip.

Veta 1. Nech e; je maximdlny idempotent pologrupy S(m). Potom mnoZina

T; = {[x] | [x] € S(m), [x]e; = e;}

je Giastoénd pologrupa pologrupy S(m) a S(m) moZno pisal v tvare direkiného
subinu
Sm)=1T,.Ty.....T,.

Dokaz. Mnozina 7'; je &Giastoénd pologrupa pologrupy S(m), lebo ked
[x] €T, [yl €T;, je [x] e; = ¢;, [yl e; = ¢; a teda aj [x] [y] e; = e;.
Trieda {z] € S(m) patri do mnoZiny 7; vtedy a len vtedy, ked [x] ¢; = ¢;,
t. j. ked plati
[pra] [2] = [pra].

Pretoze ¢; je idempotent, je predosld rovnica ekvivalentnd s rovnicou
[pra] [2] = [pra]™ 3)

Cislo z patri do triedy [#] vyhovujicej rovnici (3) vtedy a len vtedy, ked
vyhovuje kongruencii

prax = pea; (mod m),
t. j.

x = pra, (mod %—) . (4)

y 14 . P . . ‘ m
Kazdé (mod m) inkongruentné riesenie kongruencie (4) je tvarupra, + k—-,

kde k = 0,1, ..., p» — 1. To je dovedna px roznych éisel. T, ma teda p2
prvkov a mozno pisat

T, :{lp;“ai + km] k=01, ..., pr— 1}.

Ked dokézeme, Ze kazdy prvok [x] € S(m) mozno pisat jednym a len jednym

sposobom v tvare [x] =&, .&,. ... &, kde & €T, 1 =1,2,...,7), bude
veta dokazana.
Saéin 1, . Ty . ... . T, pozostava z pu . p%= . ... .p%» = m elementov polo-

grupy S(m). Staéi preto dokdzat, 7ze kazdé dva prvky tohoto sGcéinu sd na-
vzajom rozne.
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Nech

[P"‘f’x + k —] Pty + by ] [p?'a + k, p.x,]

|
R e oA

st dva prvky zo sa¢inu 7', .7,.....T,; predpokladajme, 7e st si rovné,
t. . ze plati

TI (pu a; + k- . ) = I (Pf“az + l{%) (mod m). (5)

Z kongruencie (5) vyplyva

a; 4l [[ pa; (mod p»),

})l (=2 1 =2

I[ p*a je nesudelitelné s p1, je

1 =2

a pretoie
e
ky =1, (mod pn). (6)

Kedze 0 <k, < p — 1,0 <1, = p» — 1, vyplyva z kongruencie (6) k; = [;.

Analogicky dokazeme, ze plati ky, =1, ky=1;, ..., k. =1I,. Sadin
T,.T,.....T, pozostava teda z m navzajom réznych prvkov pologrupy S(m)
a rovna sa teda pologrupe S(m). Tym je veta 1 dokdzana.

Priklad. Rozlozme pologrupu S(360) na direktny sidin &astoénych polo-
grip v zmysle vety 1

Pretoze 360 = 2%.3%.5, maji maximdilne idempotenty tvar e, = [8a,],
e, = [9a,], e; = [5a,], kde @y, a,, a; st prirodzené ¢isla, mensie neZ 360 a ne-
stdelitelné s ¢islom 360. Cislo @, uréime z podmienky [8a,] = [8a,]?, ktora
je ekvivalentnd s podmienkou 8a, = 64a? (mod 360) a tato s podmienkou
8a, = 1 (mod 45). Riesenim tejto kongruencie je ¢islo a; = 17. Teda ¢, = [136].
Podobne najdeme e, = [81], e; = [145].

Trieda [z] patri do pologrupy 7', vtedy a len vtedy, ked ¢islo x je riesenim
kongruencie 136z = 136 (mod 360), t. j. kongruencie x = 1 (mod 45). Z toho

dostéavame
T, = {[1], [46], [91], [136], [181], [226], [271], 316]}.

Analogicky najdeme
T, = {([1], [41]. [81], [121], 161, [201], [241], [281], [321]},
, — {[11. {78, [145], [217], [289]}.

Hladany rozklad je
S360) =1,.T,.1T,.
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Naskytd sa otdzka, ¢i mozno pologrupy 7'; z rozkladu (1) dalej direktne
rozlozit. Ukazeme, 7e kazda z tych pologrip je direktne ireducibiln.
Najprv dokaZeme tdto pomoenid vetu:

Lemma 1. Pologrupa T; (1 = 1, 2, ..., r) z rozkladu (1) je izomorfnd s polo-
grupow S(p*).

Do6kaz. Triedu prirodzenych &isel (mod p*), do ktorej patri éislo x, oznadime
v dokaze tejto lemmy znakom (z) (na rozdiel od triedy prirodzenych &isel
(mod m), ktorti budeme i nadalej oznatovat znakom [x]).

Ku kazdému elementu [p?'ai + k%:i] €T;, priradme element <k ;n > €

€ S(px). Dokazeme, 7%e toto zobrazenie je izomorfizmus.

1° Nech [p‘. 3 c ;jl a [p“gal -} lg:w] ykde b #£1, 0k, Il < p¥ — 1 s

dva rozne prvky pologrupy 7';. Ich obrazy v pologrupe S(p:) st elementy

m m
k \ l — ). Keby platilo
< e/ 7)?“> yp

mali by sme

(i = l'—l (and }J%i):
k=1 (mod p*),

a to je spor s predpokladom, 7ze k 1, 0 <k, | = p» — 1. NaSe zobrazenie
je teda jednojednoznacné.

2° Obrazom sdéinu dvoch prvkov lpma + k ?m_][ g, - ——-] —~[p°"a,,. +

, >

, teda obrazom st¢inu dvoch prvkov pologrupy 7'; v polo-

+ kl(p HeT je prvok <kz(

=)

grupe S (p*) ]e sudin obrazov tych prvkov. Pretoze naSe zobrazenie ma
vlastnosti 1° a 2°, je to izomorfizmus.

) > € S(p). Zrejme je </cl

Veta 2. Nech x = 1 celé, p je kladné prvoéislo. Potom multiplikativna polo-
grupa S(p) tried zvyskov (mod p*) je direktne treducibilnd.

Dokaz. Predpokladajme, zZe existujd pologrupy S; = {[1]1}, S, = {{1]}
také, ze S(p*) mozno pisat v tvare direktného stéinu S(p*) = 8, . S,.

Tvrdime, %e prvok [0] € S(p*) nie je obsiahnuty ani v §; ani v S,. Keby napr.
platilo {0] € §,, bolo by [0] = [0] .S, a vyjadrenie elementu [0] ako stéinu
jedného prvku z 8, a jedného prvku z S, by nebolo jednoznaéné.
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Zo vztahu [0] € S(p*) vyplyva vsak [0]€S;.S,. Existuji teda prvky
[apv] € 8y, [bp'] € S, také, Ze {a] € G(p*), D1 €F(p*), u +v =0, u =1, v =1
celé. Pretoze S, je pologrupa, vyplyva zo vztahu [ap“]€S;, 4 =1 vztah
[api]e € S; pre kazdé celé ¢ = 1. Pre vhodne zvolené celé o =1 je vSak
pre > p, a teda [ap']e = [0] € §;, ¢o je spor s dokdzanym tvrdenim. Tym
je nasa veta dokéizand.

Priamym désledkom lemmy 1 a vety 2 je

Veta 3. Kazdd pologrupa T, (v = 1, 2, , ) v rozklade (1) pologrupy S(m)
na direktny siéin je direktne ireduczbzlna.

2

V tomto odseku ukazeme, Ze podobne ako sme rozlozili pologrupu S(m)
na direktny stiéin polograp, mozno rozlozif i grupu G(m) tried zvyskov
(mod m) nestidelitelnych s ¢islom m na direktny stéin podgrip grupy G(m).

Veta 4. Nech e; je maximdlny idempotent pologrupy S(m). Potom mnoZina

Gi = {[,U] ‘ [.’L‘] EG(M), [x] e, = ez}

je podgrupow grupy G(m) tried zvyskov (mod m) nesidelitelnych s Gislom m
a plati tento rozklad na dirvektny siéin podgrip

Gim) =G, .G, . .G

Do6kaz. Mnozina (; je podgrupou grupy G(m). Ked totiz [x] € G;, [y] € G;,
potom plati [x]e; = ¢;, [yle; =¢; a teda i [z][y]e, = e;, t. j. [x]{y] €G;.
Nech dalej je [z] € G; a nech [x]7! je inverzny prvok k prvku [] v grupe G(m).
Potom zo vztahu [z]e; = e, vyplyva [x]le, = ¢;, teda [x] 1 €@;. Teda G
je podgrupa grupy G(m).

Nech e; = [p*a;] je maximalny idempotent pologrupy S(m). Prvok {x] € G(m)
patri do podgrupy G; vtedy a len vtedy, ked [p¥a,] [x] = [pa,]. Analogicky
ako v dokaze vety 1 ukaZeme, Ze prvok [x] € G(m) patri do podgrupy G, vtedy
a len vtedy, ked dislo « spliiuje tieto dve podmienky:

1° z je nestdelitelné s ¢islom m,

2° x je rieSenie kongruencie

=

m
x = pra; (mod ——).

Vsetky (mod m) inkongruentné rieSenia nasej kongruencie su &isla b, =
= p*a; + k%, kde £ =0,1,2, ..., p» — 1. Najdeme medzi nimi vSetky

tie, ktoré si nesideliteIné s ¢islom m. k
Ani jedno ¢&islo b, (k=0,1,2, ..., p= — 1) nie je delitelné niektorym
z prvodisel py, Py, ..., Pty Disas - -+, p,. Cislo b, je delitelné prvodislom p;
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vtedy a len vtedy, ked alebo plati k£ = 0, alebo k je celodiselnym nasobkom

prvodisla p;. Pre kazdé iné celodiselné k, kde 0 < k < p» — 1, je ¢islo b,

nesidelitelné s p, a teda i s &islom m. Takych &isel £ je zrejme @(p).
Podgrupa G; pozostava teda z tych a len tych prvkov [b,], pre ktoré plati:

b, = pfﬂ . ;Z’i , 0 < k < pr—1, (k,p;) =1. Podgrupa G, ma ¢(p*)
prvkov. ‘
Utvorme s6Gé¢in podgrip G; .G, . ... .G,. Tento sGéin obsahuje
P(Pm) - p(p) - - - p(pe) = @(ma) . p(my) . ... . p(m,) = g(m)

tried zvySkov (mod m), ktoré st vsetky prvkami pologrupy S(m). Z dékazu
vety 1 vyplyva, ze vSetky tieto triedy st navzajom rozne. Ukizeme este, ze
tieto triedy st vetky prvkami grupy G(m) a tym bude nasa veta dokazani.

Stadi dokazat: Ked [x] €6, .G, . ... .G, potom z je nesidelitelné
s Cislom m.
Kazd4 trieda zo stéinu G, .G, . ... .d, mi tvar

Brykry ooy k] = [po“% + k ][1’“2“2

] [“ +kp“']

kde k; (i =1,2,...,r) spliuje podmienky 0 <k =px— 1, (k;, ;) = L.

Pre ziadne takéto ki, k,, ..., k, nie je vi8ak &islo Sy, s, ....1, deliteIné ani
jednym z prvodisel p, (I =1, 2, ...,7), lebo
Bro kot =Ky —a‘, II pa, (mod p).
1 i=1,1%]
Pretole fi,r,..,1, nie je delitelné &islom p, (I =1,2,...,7), je nesudeli-

telné i s ¢islom m. Tym je veta 4 dokazana.

3

V tomto poslednom odseku rozoberieme otazku reducibility podgrip @,
(:=1,2,...,r) grupy G(m) v rozklade (2). Vysledky tohto odseku sd zname
(pozri napr. [5]). Nové je, ze grupy U, V, o ktorych je v dalSom re¢, st cha-
rakterizované multiplikativne.

Lemma 2. Grupa G; (v = 1,2, ..., r) v rozklade (2) je tzomorfnd s grupou
G(p™) tried zvyskov (mod p) nesddelitelnijch s éislom pe:.

Doékaz. Podobne ako v dokaze lemmy 1 oznaéime i v tomto dékaze triedu
prirodzenych ¢&isel (mod p), do ktorej patri ¢islo  znakom <(z).

Ku kazdému elementu [pi 3

| eGikde0 <k = pr—vagip) =1,

priradime prvok <k %> € G(p»), kde k spliiuje tie isté podmienky.
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Celkom analogicky ako v dékaze lemmy 1 ukdZeme, Ze toto zobrazenie je
izomorfizmus.

RieSenie otdzky reducibility grupy @; (1= 1,2, ...,7) z rozkladu (2)
mozZzeme teda nahradit riesenim otazky reducibility grupy G(p*), kde p je
prvodislo, v prirodzené ¢islo.

Je zndme, 7ze pre x = 1, p > 2 je G(p) cyklicka grupa radu p — 1. Vo vse-
obecnej tedrii Abelovych grap sa dokazuje, ze G(p) mozno rozlozit na stéin
cyklickych grap, z ktorych kazda ma rdd mocniny nejakého prvoéisla. Tieto
rozklady zavisia od aritmetickych vlastnosti ¢isla p — 1, teda od volby ¢&isla p.
Pre x > 1 mdzeme viak vyslovit vieobecné vety, platné pre kazdé p. Pritom
treba rozliSovat pripady p > 2 a p = 2.

Veta 5. Nech p > 2 je preocislo, ~ > 1 prirodzené éislo. Nech G(p®) je grupa
tried zvySkor (mod pe) nesidelitelnijch s &islom p*. Potom mnoZiny

U= L] [l €60, [l [ 1 =[]}
1= o] [ ] €Gpe). [t = [1]}

st netrividlne podgrupy grupy G(p*) rézne od jednotkovej grupy a plati tento
rozklad na direktny suéin podgrip:

G=U.V (7)

Dokaz. 1° Dokazeme najprv. ze U/ je netrividlna podgrupa grupy G(p*).
Ked [2] € U. [y]€ U. plati [x][pe "] = [p**]. [y]lp* '] =[p* '], z Coho
vyplyva [2] [y] [p* 1] = [p*1]. teda [«] [y] € U. Nech dalej [x]€ U, [x] *€G(p").
Potom zo vztahu [x] [p* '] = [p* '] vyplyva [p* '] = [z] ! [p*1]. teda
[#] L€ U. Preto je U podgrupou grupy G(p*).

Ked [«] € U, potom pre ¢islo @, ktoré patri do triedy [z], vyplyva zo vztahu
[2] [p* 1] = [p* 1] kongruencia axp*~! = p*~1 (mod p*), t. j. =1 (mod p).
Je teda [2] € U vtedy a len vtedy, ked x =1 + kp, b = 0,1, ... p1 — 1.
Podgrupa U ma p* ! réznych prvkov.

Grupa G(p+) ma viak p Y(p — 1) réznych elementov a pre p > 2, x > 1
je 1 < pvt << pe~i(p — 1). Je teda U netrividlnou podgrupou grupy G(p*).

Mnozina 17 je zrejme grupa.

27 Ukazeme, ze kazdy element [x] € (/(p*) mozno napisat v tvare [x] =
= [u] [v], kde [u] e U, [v]e V.

Nech je dany isty prvok [z] € ((p*). Zvolme v grupe G(p*) dva dalsie prvky,
a to [u] = [ 7 '], [v] = [2»*"']. Potom je skutotne [2] = [u] [¢].

Zo vztahu z = a” (mod p) vyplyva postupne z == a? = a?* = .. . = g
(mod p), a kedze G(p*) je grupa, 2" =1 (mod p) ¢ize u = 1 (mod p).
Po nasobeni p«- ' miame w p ! o= pet (mod pe), teda [u] [pr] = [pet],
¢o znamend, 7e [u] € U.

Dalej plati [v]r ! = [or ' 1= [2]* 7070 = [2]p0% = [1], takie [v]eV
a tym je nade tvrdenie dokazané.
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7 dokazaného sictasne vyplyva, ze V je netrivialna podgrupa grupy G(p»).
3° Nakoniec dokidzeme, %¢ Un V =[1]. Nech [#le U n V. Potom z
splituje sticasne dve podmienky:

x =1+ kp, 0=k <pt—1, (8)
't = 1 (mod pe). (9)

Zo vztahov (8) a (9) vyplyva

(1 + kp)r~* =1 (mod p*),
t. j.

(P e (P ) e Gt < 1 mod
Z toho vztahu vyplyva (p — 1) kp = 0 (mod p2), teda &k = 0 (mod p). Preto
k= k'p a teda z (8) mame
v =14 k'p?, (10)
kde k& = 0 je celé ¢islo. Dosadenim do (9) dostavame
(I + k'p?)»* =1 (mod p=)

a z toho opéat

(P e (P ) @ = mod g

teda
(p — 1) k'p? = 0 (mod p?), t. j. k¥ = 0 (mod p). Preto k' = k"p, kde k" = 0
je celé éislo a z (10) vyplyva

x =14 k"p%
Opakovanim tohoto postupu dostaneme k = k'p = k"p? = ... = k@p=, kde
kb, .. k@ st celé Gisla = 0. Pretoze 0 <k <p+t —1 plati k = 0.

Teda [1] je jediny element, ktory lezi v U n V.

Z platnosti tvrdeni 2° a 3° vyplyva, ze G(p*) je direktnym stiéinom podgrip
Ua V. Tym je veta 5 dokazana.

Nakoniec sa budeme zaoberat otdzkou reducibility grupy G(2¢), » > 1,
celé. Pretoze (7(22) nem4 netrivialne podgrupy a je teda direktne ireduecibilna,
budeme sa otazkou reducibility grupy G(2*) zaoberat pre x > 2 celé.

Veta 6. Nech x > 2 je celé &islo a nech G(2%) je grupa tried zvyskov (mod 2¢)
nestdelitelnijch s Eislom 2+, Potom mnoZiny
U= {{a] | [x] € G(2¢), [x] [2* *] = [2¢72]},
Vo= {1}, [2* — 1]}



st netrividlne podgrupy grupy G(2¢) rozne od jednotkovej grupy a plati tento
rozklad na direktny suéin:
G=U."V. (11)

Dokaz. 1° Predovisetkym, podobne ako v dbékaze vety 5 zo vztahov
[x]le U.[yl e U vyplyva[a] [y] € U azo vztahov {z] € U, [x] ! € G(2¢) vyplyva
[r]71[2272] = [2+-2], teda U je podgrupa grupy G(2¢).

Ked [2] € U7, potom pre ¢islo x, ktoré patri do triedy [z], plati x 202 =

= 202 (mod 2¢), z ¢oho vyplyva x = 1 (mod 4). Poslednej kongruencii vy-
hovuja vietky éisla @ = 1 + 4k, kde k = 0, 1, 2, ..., 2«-t — 1, Lahko zistime,
ze medzi tymito ¢islami je iba 2¢-2 navzajom réznych reprezentantov tried
grupy G(2¢) a teda i podgrupy U. Ked totiz 0 < k, | < 2«72 — 1, vyplyva
z kongruencie 1 4 4k = 1 + 41 (mod 2*) kongruencia (k — [) = 0 (mod 2+2),
t. j. k=1 lebo |k —1] <22 -1 Teda pre k=0,1,..., 22 1,
x =14 4k s vSetky prvky [z] navzajom rbézne. Ked viak b =1 4 2«2
kde 0 <] <2621 je L4k =144 420 t. j. |+ 4k =1+ 4]
(mod 24). Ked teda @ = 1 4 4k, k = 2072, 202 4 1 ... 2t — 1 je kazdy
prvok [x] € U totozny s jednym prvkom pre 0 <k = 2¢ 2 — 1. Podgrupa U
ma prave 2072 roznych prvkov a je teda netrivialnou podgrupou grupy G(2+).
ktorda ma 2¢ ! prvkov.

Dalej je [2¢ — 1]2 = [2¢(2¢« — 2) + 1] = [1]. MnoZina V je teda tiez ne-
trividlnou podgrupou grupy G(2+).

2° Platnost vztahu U n V = [1] je zrejma z toho, ze [2* — 1] none U.
Keby totiz platil opak. bolo by [2¢ — 1][2¢2] = [2¢-2], t. j. bola by spravna
kongruencia (2« — 1) 242 == 2¢-2 (mod 2¢), z ktorej vyplyva 2¢ ! := 1 (mod 2),
¢o nie je pravda.

3° Pre dokoncenie dokazu stac¢i uz iba ukazat, Ze kazdy prvok x € G(2%)
mozno pisat v tvare [z] = [u] [v], kde [u] € U, [»] € V. Nato stadi dokazat,

7e plati G2e) = U.[1]u U.[2¢ — 1],

kde na pravej strane je mnozinovy sudet. Tento rozklad grupy (/(2*) na triedy
podla podgrupy U je iste spravny, lebo — ako sme videli — prvok
2e — 1] € ((2%) nepatri do podgrupy U a obe disjunktné triedy na pravej
strane maju dthrnom 27! elementov.

Tym je veta 6 uplne dokazana.

Priklad. Najst rozklad grupy (/(360) na direktny suéin v zmysle vety 4
a rozklad jednotlivych saéinitelov v zmysle vety 5 a 6.

Riesenie. Grupa (360) je radu ¢(360) = 96. Maximalne idempotenty polo-
grupy S(360) st e¢; = [136], e, = [81] a ¢; = [145]. Prvkami grupy @, st tie
a len tie rieSenia rovnice {x] [136] = {136], ktoré st prvkami grupy G(360).
Dostaneme ich tak, Ze z pologrupy 7', vynechame vietky prvky, ktorych
reprezentanti st ¢isla sidelitelné s ¢islom 360. Takto dostaneme:

7= {[1], 191], [181], [271]}
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a analogicky:
Gy —= {[1], [41], [121], [161], [241], [281]},
@, — {[1], [73], [217], {289]}.
Hladany rozklad je:
(#(360) = G, .Gy . Gy.

Najdime teraz izomorfizmus ¢; @ G(2%). Triedu prirodzenych ¢isel (mod 8),
do ktorej patri ¢islo x, oznaéme (x). Podla lemmy 2 je

[1] = (1>, {91] «- (91> = (3D, [181] «» (181) = (5>, [2T71] - (271> = (7>

a podla vety 6 je
Gy =U,. V.
kde
Uy = {1} [181]5, Wy = {[1], [271]}.

Analogicky najdeme izomorfizmus f, == G(32) a podla vety 5 zostrojime
mnoziny U, = {[1], [121]. [241]}, V, = {[1], [161]}. Potom G, = U, . V,.

O podgrupe G; =~ G(5) veta 5 ni¢ nehovori, je vSak priamo zrejmé, zZe je
direktne ireducibilna.

Uhrnom je

G(360) = {[1], [181]y . {[1], [271]} . {[1], [121], [241]} .
{17, 11617} . {[17, [73]. [217], [289]}.

V nasom pripade st ndhodou vsetky faktory na pravej strane direktne ne-
rozlozitelné.
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O PASJTONREHNH 1ITOJYIPYIIIIBI KJIACCOB BLIMYETOB
(mod m) B IIPSIMOE INIPOH3BEJEHNE

BOINMHP HAPH3ER
Boiso

Hyers mo= pfpf? ... p pasiokenne HATYPAILHOIO uneaa m > 1 Ha HPOCTHe MHOMA-
reout i S(m) noayrpynua kraccoB BurueroB (modm). Hyers G(m) rpyima wiaccoB BLIMCTOB
(mod m) B3alMHO HPOCTHIX ¢ m. Riace narypainnnx uncest (mod m) cojlepauiiy uue10 a
odosnauny [a]. Mpl crases, uro njiemMnoredT e == [1] Makcumaibunli, ccan ef =e=>e = f
15t BestRoro miaemmotenta f == [17].

B3 paGore [1] morazauno, uro S(m) coACpHIT 2 MAKCAMA TLILIX ICMIIOTCHTOB €1, €5, . . ., €
I UTo ol 001812107 ¢BOHCTBOM e; == [pi ag], e [asl €G (m), (¢ =1,2,...,7).

B unacrosniein paGore jorasmiBaercsi. uro unoayrepynua S(m) lonyckaer pasiomenne

B IPAMOE HPON3BEICHIC 7 vacTuunuX noayrpyun S¢m) = Ty . Ty ... T Hoayrpyuin
Ti(v = 1,2, ...,7) xaparrepusyiorest coornouennnmn T = {[] | [«] €S (m), [x] e; = e;}
PG ep —- MARCHMATBHLIL iieMnoTents I3 erarhbe nnowasano, 4ro noayvepynnnt Ty omieior BiL

T = {[p?’ni + k —%] , k=0,1,2, ..., p¥ — 1} HUWTO 0NN HE JIONYCRAIOT pasiomenne
X P
R IPSIMOC 1IPON3BeleHe.

Bo Bropoii vacty padorsl aHa torHinoe HocTpoeHo pasiomerte rpymist G(m) sonpsivoe
mponsBelenine o noupynn G =G Gy ... G, Houwpynun Gi(i =1, 2, ..., r) xapa-

wrepusmpylorest coornontersivm Gy = {[z] | [¢] €G, [2] e; == €;} 11 e;. Marcnva Lo

m], Fe=0,1,...,

mesnorent. Hoarpynnn G Bupamkaiores B Bije G = {[p‘,-“a,— Lk "
Pi

PEC— 1 e pi) = 1}.

B nocaemei vacTi noraspiBactest, Urto nourpy it Gy roro pasiomennst n30Mopgin
rpyimas G(p*). Ho MOmKeT cIyunThest, YTo DT FPYIILL AONYCRAOT PA3TOMCHUC B HPIMOC
npoussetenue. L pp > 2,x; > 1 uveem G(p) = U:Vy, e U; = {[@] | [2] € G(pH),
2] [pf 1 = [p 1) V= {[2]] [#] €G(p®H), [@]1%" = [1]}. /Ln pi = 2, v > 2 nviee

Hovrosy  rome nourpyinnn Gi(t =1, 2, ..., 7) B HOKa3anubIX ¢JIyUasX 01y CRAOT pas-
JOARCIIC B HTPSMOC TTPo3Be;tenne 1t gartopnl pasiomeit wsomopdnn Uy n V.
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ON THE DECOMPOSITION OF THE SEMIGROUP
OF RESIDUE CLASSES (modm)
INTO A DIRECT PRODUCT

BOHUMIR PARTZEK

Summary

Let m = pf' pi® ... p¥ bethefactorization of the integerm > 1 into different primes,
S(m) be the multiplicative semigroup of residue classes mod(m) and G(m) be the group
of classes relatively prime to m. The class containing the integer a will be denoted by [a].
An idempotent ¢ € S(m), e == [1] is called maximal, if ¢f = ¢ with an idempotent f % [1]
implies e = f. In the paper [1] we proved that S(m) contains exactly » maximal idempotents
ey, ey, ..., epand e; == [pa;] holds with a suitably chosen [a;] €G(m), (1 == 1,2, ..., 7).

In this paper we give first a decomposition of S(m) into a direct product of subsemi-
groups: S(m) = T,. T, ... T,. The subsemigroup 7'; is characterized by the property
T; = {[x]! [«] € S(m), [x] e; == e;} where ¢; i3 a maximal idempotent of S(m). It is shown

that the subsemigroups 7'; can he explicitly written in the form 7'; — ’ Sy + k—-o»7|,
grouyg 1 ) . g o
s

k=012, ..., p" — ]l. and that they are directly indecomposable.
In the second part of the paper we construet by an analogous method a decompo-

sition of G (m) into a direct product of subgroups: G(m) = (. ¢, ... (. The subgroups
G (i = 1,2, ...,7)are characterized by the property ¢/; = {[x]! [v] €G(m), [x] e; = ¢;}

. . . o . . m
where ¢; is a maximal idempotent. The explicit form of G is given by ¢, = {[p‘i“m + k J,
- i
i

k=0,1, 2, ..., —1; (k, p)) = ]}.

In the last section we show first that the subgroups ¢; in this decomposition are
isomorphic to the groups G(pf*'). These groups may be directly decomposable. For p; > 2,
a; > 1 we have G(p*) = U;. Iy, where U; == {[a]] [#] €EG(p*), [] [p*~ '] = [p* 1711,
Vi= {[2]| [¢] €G(PY), [P = [1]. For p; == 2, x; > 2 we have G(p*)==U,. 1"; where
U; = {[x] | [x] €G(2%), [+][247%) = [2%7%], 17y = {[1].[2% — 1]}. Hence in these cases
also the subgroups G; are directly decomposable and the direct factors are isomorphic

to the groups U; and 17;.
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