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Matematický časopis 17 (1967), No. 3 

PRÍSPEVOK K TEORII PRIESTOROVÝCH DETERMINANTOV 

VILIAM CHVAL, Košice 

V monografii [3] je definovaný determinant priestorovej matice lubovolnej 
signatury formálnym spósobom, ktorý je zovšeobecnením známej definície 
determinantu oby čaj ne j matice. Definícia determinantu priestorovej matice 
v tomto článku je zovšeobecnením definície v [1], ktorá je viac ,,geometrická" 
a ukazuje úzký súvis teorie priestorových determinantov s tenzorovou a von-
kajšou algebrou. 

V § 1, 2, ktoré sú úvodné, sú uvedené pojmy a niektoré vety z vonkajšej 
algebry, ktoré sa používajú ďalej. § 3, 4, 5, ktoré tvoria jádro práce, obsahujú 
konštrukciu a dókaz niektorých vlastností algebry ET(M), ktorá má v tejto 
práci takú úlohu, ako vonkajšia algebra v teorii v [1], definíciu determinantu 
priestorovej matice a dókaz vlastností, ktoré charakterizujú determinant ako 
formu a dókazy dvoch geometrických vlastností minorov priestorovej matice. 

1. Najprv uvedieme niektoré pojmy, ktoré budeme ďalej používat [2]. 
Graduovaná algebra (ďalej len g-algebra) A nad telesom K je systém 

{An}, n = 0, 1, 2, . . . K-modulov An s prvkom 1 e A0 a funkciou, ktorá každej 
dvojici (x, y) (x e An, y E Am) priraďuje súčin x . y e An+m, ktorý je bilineáriry, 
asociatívny a l . x = x . 1 = x pre všetky x. 

Homomorfizmus g-algebry A do g-algebry A' je zobrazenie / : A do A' 
také, že: f(x + y)=fx+fy, f(x . y) = fx .fy, f(ocx) = afx, f\ = V a pre 
x E An platí fx E An. 

Zřejmým spósobom sa definuje izomorfizmus medzi dvoma g-algebrami. 
G-ideál I algebry A je g-podmodul taký, že IA c: J? AI <== I. Potom systém 

An\In je g-algebra — faktoralgebra algebry A a prirodzené zobrazenie A na 
A\I je g-homomorfizmus. 

Tenzorová algebra T(M) K-moduluilf je g-algebra {Tn(M)}, kde T0(M) = K 
a Tn(M) = Mn = M ® M ® .. . ® M a súčin v T(M) je definovaný t a k t o : 

(x1 ® x2 ® .. . ® xn) . (yi (g) H2 ® .. . ® yn) = ^i ® .. . ® xn ® Hi ® .. . ® yn • 

Kartézský súčin A X B g-algebier A a B je g-algebra {(̂ 4 x B),z}, kde 
(A x B)n = An® Bn a pre xn ® yn e An ® Bn a xm ® ym z Am ® 
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® Bm : (xn® yn) . (xm® ym) = (xn . xm) ® (yn • ym). Zrejme je to prvok 
z (A x B)n+m. 

2. V tomto odseku uvedieme konštrukciu a niektoré vlastnosti (bez dókazu) 
algebier El( V). Pre E1( V) detailně dókazy sú v [1]; pre E°( V) sú dókazy celkom 
analogické, a preto ich neuvádzame. V je K-modul s konečnou bázou {e^}, 
i = 1, 2, ... n. V g-algebre T(V) nech pre t = 0, 1 je Nf(V) g-ideál vytvořený 
prvkami e* ® e?; a ei ® e;- — ( — l) ř e; ® e$ pre i = 1, 2, . . . n. G-algebra 
El(V) = T(V)lNl(V) je l-vonkajšia algebra modulu V. Pre t = 1 je to obvyklá 
vonkajšia algebra. Kanonický homomorfizmus T( V) naF/ř(V) označme ^/F a 
^r í^ i ® ••• ® ^w) — xi A ^2 A ••• A xn nazvime l-vonkajší súčin x±,...xn. 
(Rovnaké označenie pre t = 0 i t = 1 nepovedie k nedorozumeniu.) Uvedieme 
niektoré vlastnosti, ktoré ďalej použijeme. 

El(V) nezávisí od volby bázy vo V a konštrukcia K°(V) pre rózne bázy 
vo V vedie k izomorfným algebrám. 

Modul Ef
p( V) má bázu tvořenu prvkami e# = e^ A • • • A ehP > kde H = 

= {hi, ... hp] sú všetky podmnožiny množiny N mohutnosti p. 
Algebra El(V) je í-komutatívna, t . j . pre xeEp(V), yeEq(V) x.y = 

= ( — \)vQty m x. Ďalej, pre x = x\ ® ... ® xp eTp(V) a pre lubovolnú per-
mutáciu a e Sp xai /\ ... /\ xap = (sgn a)ť x\ /\ ... f\ xp. 

Pre x = xi ® ... ® xp e Tp( V) a a e Sp označme ax = xa\ ® ... ® xap. Pre 
e = ehx ® ... ® ehp nech ate = y (sgn o-)řGe, ak všetky hi sú navzájom rózne; 

v opačnom případe nech ate = 0. at možno zřejmým spósobom rozšířit do 
zobrazenia TP(V) na seba. Pre XGTP(V) tenzor atx nazvime ř-symetrizáciou 
tenzora x. Je známe, že pre x e N^(V) atx = 0. 

Ak u je lineárně zobrazenie V do V', existuje jediný g-homomorfizmus 
Elu :E1(V)doE1(V,)tsk.ý, ž e p r e # ; e V EXU(X\ /\ ... A %v) = uxi A ••• A uxp. 

3. Konečnú postupnost T = {či, . . . , £*,-}, kde ^ = 0,1, budeme nazývat 
Je 

signatura. Pre danú signaturu T nech V T = t = 0, ak 2 ^ Je párne číslo, 
""* ?:=i 

2 T = t = 1, ak ^ íi j e nepárne. Ví, . . . V# nech sú K-moduly s bázami 

{ei} (i = 1, . . . , k; j=\,...,n). Označme M = V±(g) ... (g) Vk, a T = 
= T(Vi) X ... X J^V*) nech je kartézský súčin algebier T(Vi). Existuje 
kanonický izomorfizmus cp algebry T(M) na T definovaný tak to : nech 
x = (x\ ® ... ® x\) ® .. . ® (xl ® ... ® xl

v) G TP(M). Položme cpx = (x\ ® 
® ... ® xx

p) ® ... ® (x\ ® ... ® xv). cpx zrejme patří do Tp. cp lineárně roz
šíříme na g-izomorfizmus algebry T(M) na T. 

Ďalej nech E? = E^Vi) X ... X Etk(Vk) a rT nech je podmodul Tp 

vytvořený tenzormi x\ ® ... ® xk, kde aspoň jedno x% eNu
p(Vi). Nech \pp je 

kanonický homomorfizmus Tp na TpIFT. 
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Potom existuje [1] izomorfizmus cop : TjrT na ET taký, že coPipP(yi ® • • • ® 

®yk) = wyi® ••• WicVk-
Naviac platí 

Veta 1. rT = {rT} je g-ideál g-algebry T a faktoralgebra T\FT je izomorfná 
s algebrou ET. 

D ó k a z . Nech x = X\ ® x2® ... ® xk je generátor FT, xt patří do N£(V/) 
a y = yi ® ... ® yk e Tq. Potom x . y = (x1 .y{) ® ... ® (x( .yt)®...® 
® (xk . yk). xt . yi patří doN£ + í (V*), a preto x . y patří do FT

+q. Pretože každé 
y eTq sa dá vyjadriť ako súčet rozložitelných prvkov, prvé tvrdenie je doká
zané. O zobrazení co = {cop} třeba dokázať, že zachovává súcin. Nech y\ ® 
® ... ® yic patří do Tp a z± ® ... ® zk e Tq. Potom: co[ippy . tpqz] = 
= wyv+q (y . z) = coy)p+q (yi . z1® ... ® (yk . zk)) = yVl(yizi) ® • • • ® 
® VvAykZk) = yviVi- Wči ® ••• ® VvJ/k • Wvk

zk = (n>vxyi ® ••• ® 
® VvJJk) . (Wizl ® • • • ® Vv&) = MvWv(yi ® • • • ® yk)COq\pq (Zi ® ... ® Zk) = 
= coippy . coipqz. 

Nech NT je taký g-ideál v T(M), že cp(NT) = rT. 

Deíinícia 1. Faktor-algebra ET(M) = T(M)\NT je T-vonkajšia algebra mo
dulu M. 

Kanonický homomorfizmus T(M) na ET(M) označme ipT
M. Pre xi, ... xp 

z M označme ip^(xi ® ... ® xp) = x\ A • • • A X
P a nazvime T-vonkajší súčin 

xi, ... xp. Uvedieme niektoré vlastnosti g-algebry ET(M). 
Bezprostředné z definície algebry ET(M) vyplývá, že je izomorfná s algebrou 

T\FT a teda s ET = ^(Vi) X ... X Etk(Vk). Označme tento izomorfizmus n. 

Veta 2. Ak 2 T = 1, existuje homomorfné zobrazenie s : E1(M) na ET(M) 
také, ze nasledujúci diagram je komutativny: 

wT 

T(M) ^ + 

W(M) > ETW 
8 

D ó k a z . Třeba dokázať, že zobrazenie ipT sa anuluje na N1. t. j . že A71 c= 
c: NT . N1 je vytvořený prvkami x = e/ ® e/ a y = e/ ® ej + ej ® e/, 
kde e7 == e\ ® ... ® e\ a ej = e\ ® ... ® effc. x, y e NT právě vtedy, ak cpx, 
wy eTT. Pre cpx je to triviálně. Pre cpy platí: 

iyFi <g> • • • ® Wv^y = [VÍŠ ® • • • ® VrJ l« ® eD ® • • • ® « . ® e)K) + 
+ ( 4 ® e1) ® ... ® (e* ® e*)] = (e}x A e\) ® ... ® (e* A e£) + 

+ ( ~ l ) ř l e\ A el ® . . . ® (-l)h el A e£ = 0. 

Preto covWv^y = °> t e d a WvWV = °> odkial vyplývá, že oj?/ e J1-*. 
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Nech u je lineárně zobrazenie V do M, Tu ním indukované zobrazenie T(V) 
do T(M). Ak ^T = 1, je potom podlá predchádzajúcej vety nasledujúci 
diagram komutatívny: 

T(V) > T(M) \V-if 

E^(V) >E^(M) >ů
T(M) 

e 

Zobrazenie eExu označme ETu a nazvime T-vonkajšou mocninou zobraze-
nia u. Teda platí: 

Veta 3. Nech u je lineárně zobrazenie V do M a ^T = 1. Existuje lineárně 
zobrazenie ETu :El(V) do ET(M) také, ze pre xfe V :ETu(x1 f\ ... f\xp) = 
— ux1 A ••• A uxp. 

Ak x = xi A . . . A xpeET(M), y = y± /\ ... A yqeET(M), tak x.y = 
= y>T(xi ®...®xp). ipT(yi ®...®yP) = íp^xi ® ... ® xp ® yx ® ... ® 
® yq) = xi A . . . A xp A y\ A . . . A yq. Speciálně pre m e (ET(M) = M 
Ui f\ ... /\Um = Ui um. 

Veta 4. Algebra ET(M) je T-komutatívna, t.j. pre xeET(M) a yeET(M) 

x . y = ( — l)m*y .x(t = ^T). 

D ó k a z . nx a ny je súčet tenzorov tvaru x1 ® ... ® xk z E^(Vi) ® ... ® 
® E%( Vk) resp. Hi ® .. . ® yk z E% (Ví) ® .. . ® E% (Vk). Preto stačí dokázat 
vetu pre x a y také, že nx = x\_ ® — ® xk a ny = y\ ® ... ® yk. nx . ny = 
— (xi ® ... ® xk) . (yi ® ... ® yk) = xiyi ® ... ® xk yk = ( — l)***- y1x1 ® 
®...®(-\y«*ykxk = (-1)**--* . \ylXl®...®ytexk] = (-1)™* (yi ® 
•••® yi) • (xi ® . . . ® Xk) = ( — \)vqtny.nx. Odtial x . y = ( — \)v^y . x. 

Dosledok. Pre x\, ... xveM platí: xh f\ ... A xhp = Q(H)1 X1 f\ ... /\ XP, 
kde Q(H) je rovné jednej, ak permutácia H = (hi, hz, ..., hp) je parna, @(H) = 

— 1, ak je nepárna. 
Nájdime teraz bázy modulov ET(M) vyjádřené pomocou báz modulov Vi{ej} • 

Zaveďme následujúce označenie: N je množina prirodzených čísel {1, ...n), 
Hl = {h\, ... hp} pre i = \, ... k je podmnožina množiny N mohutnosti p, 
Hj je množina čísel, ktoré sú v množině Hl na j-tom. mieste: Hj = {h], ..., hA-} 
pre j = \, ...,p. eHi = ej, A . . . A eÍ*p,

 eH, = e£i ® . . . ® e£,. Pri takomto 
označení n (eHl A • • • A e//p) = eHÍ® ... ® eHk. Teraz móžeme sformulovať 
vetu, ktorej dókaz je celkom bezprostředný: 

Veta 5. Ak p je mensie alebo rovné n, modul ET(M) má bázu tvořenu prvkami 
{eH A ••• A eH }> kde Hl sú všetky podmnožiny mohutnosti p množiny N. 
Akp > n, ET(M) = {0}. 
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D ó k a z . TIE%(M) = E^(Vi) ® . . . ® E^(Vk) má bázu tvořenu tenzormi 
eHi ® . . . ® eHk. Preto {ar^ej-i ® . . . ® e^.)} = {e^ A . . . A eI/J je báza 
ET

p(M). Ak ^ > ™, El;(Vi) = {()}. 

Dósledok. E%(M) má dimenziu (™)k . E%(M) je jednorozměrný a má bázu 
n-1(e1

N®...®eN) = (e{® . . . ® e * ) A . . . A (e\® . . . ® e * ) . 

4. V tomto odseku definujeme determinant priestorovej matice podobným 
spósobom, ako je to v [1] pre dvojrozměrná maticu a uvedieme niektoré iné 
charakteristické vlastnosti priestorových determinanto v. 

Nech U = \\uitii_ik\\ je (k + l)-rozmerná matica rádu n, V± = . . . Vn = V, 
{ej} je zvolená báza vo V a T = (h, ...t^) daná signatura. Nech Ui = 
= 2 ui,H...ik eh® -" ® eik e Vk = M. Tenzor u = ui ® u2 ® ... ® un urču-

ii. ...ik 

je jednoznačné maticu U. Budeme hovořit, že U je asociovaná s tenzo-
rom u. Potom E^(M) má rozměr 1 a bázu e i . . . i A ••• A en...n. Preto 
ui A • • • A un je násobok uvedeného vektora bázy. To je motívom následujtícej 
definície: 

Definícia 2. Determinant signatury T priestorovej matice U je číslo DT(U) 
definované vzťahom: 

ui A . . . Aun = DT(U) . e i . . . i A .. . A en...n. 

Zrejme potom platí vztah, ktorý budeme ďalej používat: 

n(ui A ... A un) = DT(U) .eN® ... ® eN. 

P ř í k l a d . Nech n = 2, T = (VI). 

Ul = Milieu + Í̂ 112ei2 + ^12ie21 + ^122e22, U2 = U2U.en + ^212ei2 + 
+ ^22ie2i + ^222622. Potom ui f\U2 = 2 ^ i f ; ( e i ® ej) A 2 uzim(ei®em) = 

i,j l,m 

= 2 unju2im(ei ® ei) A (ei ® em). n(u\ A u2) = 2 uWiu2m(ei A eř) ® 
i,j,l,m i,j,l,m 

® (ej A em). Ak i = l a j = m, sú odpovedajúce členy súčtu rovné nule. 
Preto 7t(ui A U2) = wiiitt222(ei A e2) ® (ei A e2) + un2U22i(ei A e2) ® 
® (e2 A ei) + ^i 2i^ 2i 2(e 2 A ei) ® (ei A e2) + ^i22^2ii(e2 A ei) ® (e2 A ex) = 
= (̂ 111̂ 222 — 1̂12̂ 221 — 1̂21̂ 212 + U122U2YV) (ei A e2) ® (ei A e2) . DT(U) = 
= UmU222 — Un2U22i — Ul2iU2i2 + Ul22U2n • 

Z definície najdeme lanko explicitně vyjadrenie DT(U). n(u\ f\ . . . A un) = 
= n(^uiHxeHx A ... A^unHn/ eHn) = n( 2 UIHX ••• unHn • eHl A • • • A eHn) 

Hi Hn Hi,...Hn 

= 2 UlHi • • • u*>Hn .eH' ® ••• ® eH
n . eH

} je nenulový len vtedy, ak W je 
Hx...Hn 

permutáciou množiny Nav tom případe etf = O(H;')ř; • eN. Odtial n(u\ A 
A...Aun) = 2 Q(H1)^...Q(H^uiHl...unHneN ® ... ® eN.DT(U) = 

II1...Hn 
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= 2 Q^1)*1 ••• Q(HICYk. UIHÍ . . . unHn, kde sa sčituje cez všetky permutácie 
HK..H" 

množiny N. 
O pólylineárnej formě / na M x . . . X M (i o lineárněj formě, ktorú forma / 

indukuje na Mn = M ® . . . ® M a ktorú budeme tiež označovat / ) , budeme 
hovoriť, že má signaturu T, ak pre xi ® . . . ® xn e NT(M) f(xi, ..., xn) = 0. 

Ak položíme DT(ui, ..., un) = DT(ui ® . . . ® un) = DT(U), tým definu
jeme formu na J í X . . . X J í , ktorú budeme označovat DT. 0 tejto formě 
platí veta 6. 

Veta 6. Zobrazenie DT je polylineárna forma na M x . . . X J í signatury T. 
D ó k a z . n(ui A ••• A (OLUÍ + ($Vi) A ••• A un) = DT(ui, ... ocUi + 

+ f}vi9 ... un) . eN ® . . . ® eN. Ale n(ui A ••• A (a%. + /toi) A ••• A un) = 
— <m(ui A . . . A ut A ••• A un) + P{u± A ••• A vt A . . . A un) = 
= (DT(ui, ... ut, ... un) + DT(ui, . . . VÍ, ... un)) • (eN ® . . . ® eN), z čoho je 
zřejmé, že forma DT je polylineárna. Ak ui ® . . . @ un patří do NT(M), tak 
ui A ••• A un = 0, teda 0 = DT(ui, . . . , un) . (eN ® .. . ® eN) a teda 
DT(ui, ..., un) sa musí rovnať nule. 

Uvedená vlastnost charakterizuje formu DT, ako ukazuje nasledujúca 

Veta 7. Ak f je polylineárna forma na M X ... X M signatury T, tak 
f(ui, . . . un) = XDT(ui, ..., un) (X patři do K). 

D ó k a z . Uvažujeme / a DT ako zobrazenia Mn do K. Pretože sa anulujú 
na NT(M), existujú zobrazenia/a D také, ž e / = / . tpr a DT = D . ipT. Pretože 
/ a D zobrazujú jednorozměrný modul ET(M) do K, existuje také X, že 
/ = XD. Preto f = fyr= AIV = XD. 

Pre z\ ® . . . ® zn e V a řj = 0,1 nech Dli (zi, ... zn) je determinant pre 
ti = 1 a permanent pre ti = 0 dvojrozmernej matice, ktorej riadky sú z\, ... zn. 
Dťi je lineárna forma na Vn signatury U. Tenzorový súčin foriem I)ř. : Dfi ® 
® . . . ® I X je lineárna forma na Vn ® ... (x) Vn. Pomocou izomorfizmu 
cp\Mn na Vn ® . . . ® Vn definujeme lineárnu formu AT na Mn\AT(ui® 
® .. . ® un) = (Z)ři ® . . . ® I)ř*) . 99(̂ 1 ® .. . ® un). Přitom platí : 

Veta 8. Forma AT má signaturu T. 
D ó k a z . Nech u = ui ® . . . ® un eNT(M). Potom cpu patří do FT, a teda 

je súčtom prvkov tvaru yi ® . . . ® yk, pričom existuje i také, že yt E N1Í(VÍ). 
Preto [Dh ® .. . ® Dh] . [yi ® . . . ® yk] = IX ( f f l) . Z)t2 (i/2) . . . Dh (yk) = 0. 

Preto DT = XAT. Pretože DT(ei . . . 1 ® . . . ® Dl,...n) = 1 a AT(ei . . . 1 ® 
® .. . ® e w . . .„) = D^íei) ® . . . ® en) ... Dh(ei ® . . . ® en) = l, X sa musí rov
nať 1, a tým je dokázaný 

Dósledok. DT(ui, ..., un) = (IX ® . . . ® IX) . <p(ui ® . . . ® un). 
Uvedieme ešte dve charakteristiky formy DT 
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Pre tenzor x e 3In definujeme jeho jT-symetrizáciu aTx následovně: 
aTx = ^[(at, ® ... ® atk)(px]. Ak x patří do NT(3I), cpx eTT a teda je 
súčtom tenzorov tvaru y_ ® ... ® y^ pričom existuje i také, že y% e N^CVt). 
Preto (ah ® ... ® atk) . (y_ ® ... ® yk) = atl y_ ® ... ® ati yt ® ... ® atk yjc = 0, 
preto aTx = 0. A k / je polylineárna forma na 31 X ... X 31, (lineárna forma 
na Jfw), formu aTf na 31 x ... X M (na Mn) definovánu vzťahom (aTf)(x) = 
= f(aTx), pre x e 3In, nazvime T-symetrizáciou formy /. aTf má signaturu T 
pretože (aTf)x == f(aTx) = / ( 0 ) = 0 pre xeNT(M"). Nech p je forma na Vk 

definovaná vzťahmi: /^(e^ ® ... ® ej,k) = fl(en) je rovná jednej, ak II = 
= {i, ... i}, inác je rovné nule. Potom formu DT charakterizuje nasledujúca 

Veta 9. Forma DT je T-symetrizáciou formy f: 

f(Xl, ...,Xn) =f1(x1) fn(xn), XiE3I. 

D ó k a z . Nech cpf je forma na Vn ® ... ® Vn definovaná tak to : (cpf)(yi ® 
® ...®Vk) = /(^"Myi ® .• • ® Vk)). Alebo: f(x_ ® ... ® xn) = (<pf) [<p(xi ® 
®...®xn)]. ((pf)[eN® ... ® eN] = P_(e_®...®e_)®...®f»(en®...® 
X en) = 1. 
(aTf) (Xl ® ... ® xn) = f[aT(X! ® ... ® xn)] = f[aT 2 xlHi • • • XnHn• eHl ® 

Hi...Hn 

® ...®eHn)]= 2 xiHí...xnHn.f[aT(eHl® ...®eHn)] = 2 XIH, ...xnHn X 
Hx...Hn Hx...Hn 

X ((pf)[aT(eHl ® • • • ® eHn)] = 2 x™x . • • xnHn X f(atleH
x ® • • • ® citkeH

k) . atlew 
Hx...Hn 

je nula, ak množina W má dva rovnaké prvky. Preto (aTf) (x\® ...® xn) — 
= y (XIH> - - -XnHn) •/( 2 Q^Y^OH, ® . . . ® 2 Q(a)tkeoHk). 

Hx...Hn oeSn o 

Forma / je nenulová (a rovná sa jednej) len vtedy, ak aW = N a pre tuto 
permutáciu a : o(a) = Q(W). Preto 

(aTf) (Xi®...®Xn)= 2 e^1)*1 ' ' ' 2(Hk)tkXiHx. • • XnHn = DT(Xl ,...xn), kde 

sa scituje cez všetky permutácie W množiny N. 

m-tý rez orientácie a = 0,1, ... k, (k -\- l)-rozmernej matice U je k-rozmerná 
matica Um = \\ut0f il...ik\\, pričom i a = m. Každému řezu Um možno jedno
značné priradiť tenzor 2 UUÍX...U - eio ® ... ® eia_x ® eia(+l ® ... ® eik, ktorý 

?0...ř'fc 

označíme tiež Um. Matica U je zrejme určená udaním jej všetkých rezov nie-
ktorej orientácie. 

Ak / je forma na 31 X ... X 31, nech pre y_, ...yn e31fx(yi, . . . yn) = 
= f(x±, ...xn), pričom x_, ...xn sú řezy orientácie 0 matice X, ktorej řezy 
orientácie oc sú y\, . . . yn. Zrejme f°(yi, ... yn) = f(yi, ... yn). Budeme hovoriť, 
že f o r m a / m á na rezoch orientácie oc vlastnost V, ak forma fx má vlastnost V. 
Pre formu DT platí : 
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Veta 10. Forma DT je polylineárna na rezoch všetkých orientácií. Na rezoch 
orientácie cc = 1, . . . k je t-symetrická, na rezoch 0-orientácie je ET = t-symet-
rická. 

(Poznamenajme, že O-symetrická značí symetrická v obvyklom zmysle, 
1-symetrická má význam — alternujúca.) Uvedená veta (v inej formulácii) 
je dokázaná v [3]. Našou úlohou je dokázat, že uvedená vlastnost charakteri
zuje formu DT. Presnejšie: dokážeme, že platí : 

Veta 11. Nech f je forma na Mn polylineárna na rezoch všetkých orientácií, 
tocsymetrická na rezoch orientácie oc pre oc = 1, ...,k. Potom f= XDT, kde 
T = (h,...tk). 

D ó k a z . Z lineárnosti formy/vyplývá, že ak niektorý rez matice asociovanej 
s ui ® .. . ® un je nulový, tak f(ui, ... un) = 0. f(ui ® . . . ® un) = 
= f&uiH, • eHl ® .. . ® ^UnHn • eHn) = /( 2 UlHi • • • UnH" • (6^i ® • • • ® eHn)) = 

H! Hn Hl...H„ 

— 2 UlHi • • • unHn -/(eHx ® • • • ® eHn). Ak množina Hx má aspoň dva rovnaké 
HL.-Hn 

prvky, potom existuje číslo m e N také, že mě Hx, a preto v matici asociova
nej s tenzorom eHx ® ... ® eHn je m-tý rez orientácie a nulový a/(e^ x ® ... ® 
® eHn) = 0- Preto forma / má nenulovú hodnotu len vtedy, ak Hx sú per-
mutácie množiny N. Výměnou rezov orientácie a možno docielit, aby Hx = N 
(prirodzene usporiadanej), pričom sa iba móže změnit znamienko formy, ak 
orientácia je alternujúca (ta = 1). Ak urobíme také výměny pre řezy všetkých 
orientácií a = 1, . . . k, dostaneme: 

f(ui ® ... ® un) = 2 Q(HlYl ••• Q(Hk)ta • ^l//i ••• UnHnf(ei...l ® ... ®en...n) = 
H!...Hn 

= XDT(Ui,...,Un). 

Nech U = \\uilm..ik\\ je k-rozmerná matica rádu n asociovaná s tenzorom 
ui ® ... ® un G Mn = V*"1 ® .. . ® V*-1. T nech je signatura {h, . . . , fe-i}. 
Matici U možno jednoznačné přiřadit tenzor U = 2 uh...ik • (etx ® . . . ® e\h) 

l\...ik 

z M' — Vk. Potom DT je forma na M'. Dokážeme, že pre ňu platí nasledujúca 

Veta 12. Existuje polylineárna forma f na M' X ... X M' signatury T' = 
- (^T, h, ...,tk_i) taká, ze DT(U) =f(U, . . . , U). 

D o k a ž . Nech U A ••• A U patří do Kf (JF). Potom n(U A ••• A U) = 
DT'(U, ..., U) . (eN® ... ® eN) = DT'(9l) . eN ® ... ® eN, kde W je 

(k -+- l)-rozmerná matica asociovaná s tenzorom U ® .. . ® UeM'n: Na 
druhej straně: U f\ ... /\ U = 2 MŮH1 • eílHl A . . . A 2 Uí-H- • e*»H* = 

= 2 uhHi ••• ninHn(ei1H1 A ... A einHn).eílHl A ••• A 6ť„_-/„ je nenulový len 
H!.'.'.'H„ 

vtedy, ak / = {ň, ... iw} je perniLitáciou množiny Nav tom případe je rovný 
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Q(I)*Te1Kl A . . . A enKn = e1Kl A ... A enKn, p r e t o ž e ^ L" = 0. Teda 
n(U A . . . A U) = n\ V u1Kl ... unKn)n{elKxf\... AenKn) = n\ J>^ u1Kl... 

Kl...Kn Kí^.Kn 

..<unKn • (ei...n®eKi® . . . ® e**) = w! . DT(u1, ... un) . (eN ® . . . ® e^) . 
1 1 

Vveto DT(U) = DT(uu ... un) = — (DT(U,... U)) = —DT (W). Forma / = 
n\ n\ 

1 
D27' na M' X ... X -M' je hladanou formou. 

n\ 

5. Nech U = ||Wí,ť1...ťfc|| je (k + l)-rozmerná matica rádu n, M, N1, ... Nk 

sú podmnožiny mohutnosti h množiny N, prirodzene usporiadané. Potom 
determinant signatury T(k -f 1)-rozměrnéj matice \\ui,ilm..ik:||, kde ieM, 
i^eN0*- je minor matice U rádu h a signatury T7. Označme ho UT

IX1 Nk. 
Vzhladom na definíciu determinantu platí: 

UM,NK..N« • (e^rl ® «.. ® eNfc) = 2 *W- ••• U^in(eil ® ... ® e/*), kde F* sú 

všetky permutácie množiny Na. Pojem minora nám umožňuje určiť súrad-

nice wi A .. . A uh z ET(M), lebo:u± A -•• Auh = 2 ^1 7- • • • ^L*(eA A • • • A 

A e/J, TT(^I A .. . A uh) = 2 uUl...uhIh.(eť® ...®eIk), kde F* sú per-

mutácie všetkých podmnožin Na mohutnosti h množiny N. Preto 71(1^ A • • • A 
A uh) = 2 ( 2 UlIi ••• UflI» - ejl ® ••• ® e'fc))> kde s a c i tu je cez všetky pod-

Nx...Nfc z1.../* 

množiny Na množiny N a všetky permutácie L* odpovedajiíčich množin Na. 
Odtial dostaneme: 
:/T(WI A ••• A Uh) = 2 UH,NK.N* • (e-vx ® ... ® eNfc)> kde H je množina 

NÍ...N* 

{1. 2, . . . h}. Výsledok móžeme sformulovať tak to : 

Veta 13. Súradnice wi A ••• A % eET(M) v báze {eNi A . . . A eNfi} sú rovné 
minorom u

H}Ni„.N>c, kde U je matica asociovaná s tenzorom u1 ® .. . ® uh. 
Nech je u lineárně zobrazenie VdoM a ^_T = 1. Potom ET(u) je lineárně 

zobrazenie E\( V) do ET(M) . E^(u) eH = uehl A ... A ^ p = wi A •. • A uv = 
= 2 UH,N\..N* • Kv. A ... A eNJ. Teda platí 

Veta 14. Maticou zobrazenia ET(u) : E\(V) do ET(M) v bázach {eH} a 
{eNl A • • • A eNp} je (k + 1)-rozměrná matica \\u

H)Nl_Nk\\, ktorej prvky sil 
minory rádu p matice U zobrazenia u. 
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К ТЕОРИИ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ ОПРЕДЕЛИТЕЛЕЙ 

Вильям Хвал 

Резьюме 

Пусть М—тензорное произведение модулей VI,..., I V В статье показана конструкция 
некоторой алгебры ЕТ(М), которую автор называет Т-внешней алгеброй модуля М, 
и доказаны некоторые ее основные свойства. С ее помощью дано определение определи
теля пространсвтенной матрицы. 

Далее доказан ряд свойств, характеризующих определитель пространственной 
матрицы как полилинейную форму Вт, из которых упомянем лишь следующее: 

Теорема. Если / полилинейная форма сигнатуры Т на М X . . . X Л4, то / = /,ВТ 

(Я принадлежит основному полю). 
Доказаны также две теоремы, показывающие геометрическое значение миноров 

пространственной матрицы. 
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