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Matematický časopis 23 (1973), No. 1 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ 
С ЗАПАЗДЫВАЮЩИМ АРГУМЕНТОМ, АСИМПТОТИЧЕСКИ 

ЭКВИВАЛЕНТНОЕ С УРАВНЕНИЕМ у<»> = о 

ПАВОЛ МАРУШИАК, Жилина 

Рассматривается дифференциальное уравнение тг-того порядка (п > 2) 

с запаздывающим аргументом (в дальнейшем: д. уравнение) в виде 

п п 

(1) ум(1) + 2 рк№
п-щ) + 2 Як{ьып-щ) = л*), 

к=1 к=1 

где уА<*-*>(0 = У ( я ^[А(0], к = 1,2, ...,п. Функции .?*(*), &(*) (к = 
= 1, 2, . . . , п), Ь(1)(< I), /(*) непрерывны на интервале I = [а, оо). Кроме 
того, Н т Ь,(1) = + о о . 

г-»оо 

В этой работе мы будем заниматься асимптотическим свойством реше
ний д. уравнения (1) и их производных. Импульсом для написания на
стоящей работы послужила работа Т. Г. Г а л л а м а [1]. 

С функцией 1г(1) свяжем функцию у*(1) следующим образом: у*(1) = 
= зир {х; а < х, Ь(х) < I)}. С. Б . Н о р к и н [2, стр. 35] показал сле
дующее: Если П т А(1) = оо, то 

(2) у*(1) < о о , 1е1 

10. А. В е д ь в работе [3, стр. 147] привёл лемму: 

Пусть для скалярных функций и(1), щ(1) и V^(^), (I = О, 1, . . . , т), 

неотрицательных и непрерывных на полуинтервале /, выполняются со

отношения 
I т 

и(1) < гохЩС + ^ 2 ^(«ММ*)]^*}* г Е 1 

а г=0 

и(1) = рх(1), I Е Еа = {з; 8 = Тг(1) < а, I е 1} и {а}, 

где С — неотрицательная постоянная; р?(1) — неотрицательная и не

прерывная функция на Еа. 

Тогда при I Е I спаведливо неравенствор 

и(1) < юх(1){С ехр [ ^ 7(*)<Ь] + ^ Щв) ехр [ ^ V(^)Л^] Лз}, 
а а а 
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где 
т т 

v(t) = _ t4(t)w[ht(t)], w(t) = 2 ЧШШ1, 
г = 0 

^ШtyєЫ p(t)_lPí(t),tєEa 
Ц ( 0 , 1е1 /' ™ \р2(Ь), 1е1 

^2(0> Р%{1) — произвольным образом выбранные функции, неотрицатель
ные и непрерывные на Еа и / соответственно, причем и^(а) = гох(а) и 
р_(а) = рх(а). 

В предлагаемой работе нам достаточно сформулировать лемму в более 
простом виде. Мы приведём её как 

Следствие: Пусть для функций и(#), а(1), Ъ(1), неотрицательных и не
прерывных на I = [а, Ь), выполняются соотношения 

$ 
(31) и(Ь) <Сг +С2 \ {а(з)и(з) + Ь(в)и[А(*)]}еЬ, 

а 

(32) и ( о - ф ( 0 , ^ г а , 

где С]., Сг — неотрицательные постоянные; Ф(1) — неотрицательная 
и непрерывная функция на Еа. 

Тогда при I е I справедливо неравенство 

и(1) < А ехр С2 ]* [ ф ) + Ь(*)]йв, 
а 

где 
УЧа) 

А = Сх +Съ\ Ъ(8)и[Ц8)]Л8. 
а 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Если мы положим 

г 
Щ1) = С± +С_ \ {а(з)и(з) + Ь(*)и[Л(*)]}йв, I е 7, 

а 

то (З1) мы можем писать в виде 

(3;) »(<) < Щ1) 

Легко видеть, что ^(а) = С\ > 0, ^(^) > 0, !?(*) > 0 для I е / и дальше 

17(*) = С2{а(1)и(1) + Ъ(1)и\Ь(1)] < 
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Проинтегрировав обе части в последнем неравенстве от а до /, мы полу
чим 

У*(а) I 

Г7(#) < Сх + С2 / Ь(1)и[Ць)]йг + С2 \ [а(з) + Ъ(8)]11(8)(18 
а а 

У*{а) 

Если мы обозначим С\ + С2 [ Ъ(1)и[Ъ,(Ь)](1Ь через А и используем не-
а 

равенство Гронуолла, из последнего неравенства получим 

I 

11(1) < А ехр С2 | [а(з) + Ь($)]Й5 
а 

Отсюда и из (3[) получаем утверждение следствия. 
Пусть аг- > 0, Ъг > О, I = 1, 2, . . . , п. Тогда имеет место 

(4) 
П П 

2^<(2«0(2^) 
г = l г = l г ' = l 

Теорема 1. Пусть 

(5) /° |/(0|Л < оо, \° 1*-ЦРк(1)\й1 < оо, /° ту-ЦЯъШг < со 

(к = 1, 2, . . . , п). Тогда для всякого решения у(1) д. уравнения (1) суще
ствует число а\ такое, что имеет место 

у(п-к)(1) ах 

lim 
^oo f*-i (fc — 1 ) ! 

fc = 1, 2, . . . , n 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть к — произвольное натуральное число, 

1 < к < п. В силу (2) у*(1) < + о о . Проинтегрировав обе части д. урав

нения (1) к раз от (о = мах {а, у*(1)} до I, мы получим 

(6) y»-Ңt) = (co +dt + ... + c*-ií*-i) + 
(t — s)*-i 

(k — 1)! 
/(*)<& 

(* — s)*-i 

( & - ! ) ! 
^ ( s ^ - O í s ) + Qi(s)yhl«-t)(s) \ds 

г = l to 

Если умножим уравнение (6) на Р--к и положим 

A* = (|co| + \ci\t0 + . . . + Ic^l í íTX 1 - -* + 
l/(«)l 

( f c - 1 ) ! ' 
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то из (6) получим 

У&-Щ1) 

1к-1 
<Ak 

1 

1 
t n 

(k — ì)\ 
>««-i |p.(«)i 

y(n-iЩ 

to ѓ = l 

(fc—l)l 
lAWI'-1.^*)! 

УГ» 
[A(*)]'-i 

o г - 1 

efe 

to г = l 

Если просуммируем последнее неравенство от к = 1 до к = п и потом 
используем (4), то получим 

yfr-Щt) 

tk-i 
<S- ' 

k=l 
'ZЛ*-i)i 

& = 1 to г = l 

^- iM*) 
yin-tҚ8) 

oІ-1 

I «/»-*), г/Г"г,(^) 
tадľ- 1 + 11 > |А(*)«-11е(*)| 

1*о г = 1 г ' = 1 

На основании следствия из последнего неравенства вытекает, что 

| ds + \ Ak 

(7) 
yln-Щt) 

џ-i 
< A exp 

к=l 

n t 

( * — l ) I y 
X 

к=l 

x 2 /{-'-HЛWI + |Ä(*)|*--|gt(в)l}A»], 
г"=l to 

гдe 

=1 (*—1)1 21 
ѓ = l to 

Г*(to) 

I^WIlivř-WK*-

Из (7) в силу (5) получим 

(8) 
yi"-Щt) 

tк-i 
<D< +oo, t > t0l 

к=l 

О — некоторая постоянная. 
Из (6) для к = 1 получим 

+ 
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n t 

2 J 
г=lto 

t П l 

yl—Щt) = co + jf(s)đs— _> J {Ą(в)y<»-*>(_) +Q,(в)yg-*)(в)}(íв 

Отсюда в силу условий (8), (5) следует, что существует НтуС»-1)^) при 
1-> оо и он конечен. Пусть Нт у&-Щ1) = ах. 

_->00 

у <»-*)(*) 
По правилу Лопиталя существует Нт при I-> оо, & = 1, 

^ & - 1 

2, ...,тг. Методом математической индукции легко докажется, что 

ш — = , к — 1, 2, . . . , п. 

(^со **-- ( * — 1 ) 1 

Теорема доказана. 

Теорема 2. Пусть существуют числа т > -—1 и $тф 0 такие, что 

(9) Нт .ч»/(.) = / т 
.-г» оо 

и пусть для каких-то рь > ъ, ^^ > I, I = 1, 2, . . . , гс существуют по

стоянные Ь_, с_, & == 1, 2, . . . , п, такие, что 

(10) Нт *"_?,(*) = 6,, Нт **&(*) = с. 
$-*00 _-»оо 

1) _Бсли га > — 1 , то для всякого решения у(*) д. уравнения (1) имеет 
место: 

Ът- — = — / т , 4 ^ 0 , 1 , . . . , и 
<->оо «*+»» ( г а + 4 ) ! 

2) 5 случае /?г = —1 для всякого решения у(1) д- Уравнения (1) имеет 

место: 

Мт 1у(пЩ) =_=/_!_ 
<->оо 

н-оо №-Щп1 (4 — 1)! 

Д о к а з а т е л ь с т в о : 1) Пусть га > — 1, 4 ^ произвольное натураль
ное число, 1 < 4 < г г и / 0 = мах {а, у* (1)} 

Из (6) после умножения на Ь-к~т получим 

У^±_=1^п[Сй + С1, + . . . + <*-1^] + 
1к+т 
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+ t~k~m 
U — s)*-1 t-k-

f(s)ds — — 
(k—l)\ (k 

П 

-k -m Г̂~~* í 
(t — s^-ЧPiWyn-Қs) + 

+ (гг(8)у(Г%)№ 

Так как т > — 1 , то справедливо следующее: 

(12) Шп [со + схЬ + . . . + ск-11к-1]1-к-т = О 

Если мы применим правило Лопиталя к раз к второму члену правой 
части (И) и используем (9), получим 

(13) 
Í̂ OO Џ+m I (k — ì)\ 

f(s)đs ml 

(k + m) 
•fm^O 

Из (12), (13) следует существование постоянной Ак и к ней числа 1к > к 
такого, что для I > 1к имеет место 

t-k-m{\Co +dt + ... +Ck-1t><-1\ + 
(í —*)*--

( * - ! ) ! 
\f(s)\ds}<Ak 

В силу (10) для любого а > 0 можно указать такое 1к > #о, что для 
всех I > 1к будет иметь место Р1\Рг(1)\ < \Ъг\ + а, 1д'\Яг(1) < М + а, 
I = 1, 2, . . . , п. Если мы положим Л = т а х {16*| + а, \ск\ + а} Т = 

к 
= т а х {1к, 1к}, к = 1, 2, . . . , и, то из (11) для I > Т получим 

(14) 
y(n-k)(t) 

Џ+m 
<Ak 

d 
Ł n 

(*-D! U 
I y^-tЦs) 

j ť - w - i | i i-i-
I si+m ãs + 

+ 

t n 

УГЧS) 

[*(*)] i+m 
ds). 

Т г = 1 

При написании последнего члена в (14) мы применили: 1 < Ть(1) < #, 

т > — 1 [так что [Ц1)]*+т < ^ + т , I = 1, 2, . . . , п]. 

Если мы просуммируем неравенство (14) о т & = 1 д о & = тги потом 
используем (4), получим 
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n n 

s?\y(n-m\ < y 
/ \ tk+m ~ / / 
&—1 i = l 

t n 

_4 . i á y j 4 , + y__ 
* =1 T *=1 

8*-*1'1 X 

X 
y(n-i)(s) 

si+m 
\ds + 

i-1 

t n n 

. \Z/ " ]u_ ІÄWF" ГІ 
ѓ = l ѓ = l 

Если мы используем следствие в последнем неравенстве, то в силу 
рь > I, <7г > . ь = 1> 2, . . . , и- существует такая постоянная _), что имеет 
место 

(15) 
y(n-k)(t) 

tk+m 
< D < oo, * > T. 

После умножения д. уравнения (1) на 1~т мы получим 

1-туп{1) = 1-т;(1) _ | 1-трк(1)уп-Ц1) _ | «-«^(«^"""(О 
fc=l fc=l 

В силу (9), (10), (15) существует Нт 1~ту(п\Ь) при ^->оо и имеет место 

Г У(П){1) <т 
Нт = тт. 

,->00 ^ 

По правилу Лопиталя существует Нт при I -> оо, & -= 1,2, 

. ..,га, и методом математической индукции докажется, что 

у(п-к)(1) т\ 
Нт = / т . 
^оо №+т (к +т)\ 

2) Пусть т = — 1 , к — произвольное натуральное число, 1 < к < п. 
Из (6) после умножения на [1к~г 1п^]-1 получим 

y(n-k)(t) 

(16) = [ß-Чnt]-Ц[c0 + dt + ... + ck-гt*-i] + 
tk-Чnt J 

<0 

(t — S)k-l 

(k-í)l 
X 

n t 

Xf(s)ds} — [ť*-il_]-
( í _ s ) f c - i 

( * - ! ) ! 
{PІW»-ЦS) + QІWГЧWS. 

í = l . 

Для первых двух выражений правой части (16) имеет место 
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(17i) 

(172) 

lim [c0 + Cit + . . . + c ц í M J I ^ - Ч n ř ] - ! = 0 
ř->co 

lim 
^oo ß-Пnt 

(t — * ) * - ! 

( f c - l ) l 
/(«)*» = 

/-

0-1)! 

Равенство (17г) можно доказать методом математической индукции. 
Повторая рассуждения, проведенные при доказательстве 1), мы по

лучим 

(18) 

„ = 1 

yl*-*)(t) 

ß-Чnt 
< D < oo, t > T. 

Если умножим д. уравнение (1) на I и учтем соотношения (9), (10), (18), 
легко увидим, что существует Нт I у(п^(1) при 1->оо и имеет место Н т Ь 

у{п-к)(1) 
у(п)(1) = / _ 1 . Согласно правила Лопиталя существовует Нт 

^- 11п^ 

при ,-> оо, & = 1, 2, . . . , /г. ПОТОМ методом математической индукции 

докажется, что 
у(п-Щ1) /_-_ 

lim , fc-1,2, . . . , n. 
^оо **-1_п_- (й — 1)1 

Теорема доказана. 

Теорема 3. Пусть сугцестеуют числа 7?г > О, Ь > 0, / т ^ О такие, что 

(19) Н т *-™ в-м/(*) = / ш 

и имеет место (10), где ^^ > п, рь > п, I = 1, 2, . . . , гс. 
Тогда для всякого решения у(1) д. уравнения (1) имеет место 

Нт •—— , к = 0, 1, . . . , п. 
^оо 1теы № 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть к натуральное число, 1 < к < п. Из (б) 
после умножения на 1-те~ы получим 

(20) 
y(.n-Щ) 

tmeы 

1 , Г (' — s ) * - 1 

{[co +at +... +cJfc_1ífc-1] + — — / ( * ) „ } — ^Wg&í 

t-me-Ы 
(t — «)*"-

( * — 1)1 

(fc — 1)1 

(_M*)y<«-0(в) + oг (%<*-'> (s)}cíS 

ѓ = l t0 



Первые два члена в правой части (20) ограничены. Поэтому существует 

постоянная Ак и к ней число 1к > 1о такое, что для всех I > 1к справед

ливо неравенство 

1 
(21) 

tmeы 
{|C0 + Cit + ... +CS-1Í*- 1 ! + 

(t — в)*--

(* — 1 ) 1 
\f(s)\ds <Ak 

В силу (10) для любого а > 0 можноуказать такое 1к > #о, что для 

всех I > 1к справедливо неравенство 

(22) ПРШ < 1Ь«| + а , *"|0.(*)| < Ы + а , / = 1, 2, . . . , п 

п — т — 1) 
Положим Л = мах {\Ьк\ + ос, \ск\ + а}, Т0 = мах {1к, 1к, V 

к к Ь ) 

к — 1, 2, . . . , п. Функция ]?(1) = №-т-1 е-ы е с т ь убывающая при I > Т0, 

и поэтому в силу (21), (22) из (20) следует, что 

(23) 
yin-Щt) 

tmeu 
<Ak + 

ã 

(k — í)\ 
k-l-Pi 

+ s*-1-* 

ѓ = l To 

У{Г\s) 

y(n-г)(s) 
ds + 

\h(s)]mebh(s) 

где при написании последнего члена в (23) мы применили неравенства-

[Цб)]т < зт, еьп(з) < еы. 

Если мы просуммируем неравенство (23) от к = 1 до к == п, исполь: 

зуем (4) н следствие, то в силу р^ > п, ^^ > п, г = 1,2, ...,п получим 

неравенство 

£ = 1 

y(n-k(t) 

tmeы 
< D < ao, t > T0. 

Аналогично, как при доказательстве теоремы 2, докажем прежде всего, 
что 

у(п)(1) 
lim 
Í^OO tmeu 

— Jm 

у(п-к)(1) 
Согласно правила Лопиталя существовует Нт при Ь -> со к = 

= 1, 2, . . . , п и методом математической индукции докажется, что 
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,. у'п-ю(() и 
ит = — , 
*->«> 1теы Ьк 

е 
Теорема доказана. 
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а йезкггрйтщ деоте1гге 
РакиЫу 81го]по-е1ек(го(ес1г п 1ске} 

Уузоке] вко!у йоргагте} 
ЁШпа 

THE DIFFERENTIAL EQUATION WITH RETARDED 
ARGUMENT ASYMPTOTICALLY EQUIVALENT TO THE EQUATION 

y(") = 0 

Pavol M a r u s i a k 

S u m m a r y 

The paper is concerned with asymptotic properties of solutions and their derivations 
of the equation 

(i) y^(t) + f Pk(t)y^m + 2 Qrtw-'wm =/w, * -> 2 
Jc=l k=l 

where Pfc(t), Qk(t) (k = 1,2, . . . , n ) , h(t)(< t), f(t) are continuous functions in I 
[a, co) and lim h(t) = -f-co as t -> oo. I t has been proved that under appropriate con
ditions for the functions Pjc(t), Qk(t), (k = 1, 2, . . ., n), f(t), equation (1) has solutions 
which approach those of u(n)(0 = 0 as t ->oo. 
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