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Matematický časopis 17 (1967). No. 4 

ЗАМЕТКА ОБ АБСОЛЮТНО СХОДЯЩИХСЯ РЯДА& 

ПАВЕЛ КОСТЫРКО (РАУЕЬ К08ТУВКО), Братислава 

оо 

Пусть 2 ап является сходящимся рядом и пусть ап > О, ап > Вп = 
п-1 

= я*+1 + «я+2 + •.. для п = 1,2, . . . Составим множество X всех рядов 
оо 

# = 2 ея0я, гД е вя (п = ^>2, ...) приобретают значения + 1 , или — 1 , 
П-1 оо 

На множестве X определим метрику следующим образом: Если х = 2 епйп 
оо п-1 

и х' = 2 спап> ж т-= #', то д(ху х') = 1/я, где п является наименьшим 
п-1 

натуральным числом со свойством еп Ф еп. Если для каждого п имеет 
место еп = еп> то полагаем (>(ху х') = О, 

Если обозначим через го = #(#) функцию, доторая относит каждому 
ряду х е X его конечную сумму, то из теории абсолютно сходящихся 
рядов вытекает (см. [2], теорема 1), что функция ги = 8(х) является гомео* 
морфным отображением пространства X на множество ТГ = /5(Х) (ТГ рас
сматривается как подпространство пространства Ег). Множество IV С Е^ 
является совершенным, значит оно является множеством второй кате
гории в себе* Далее будем для упрощения пользоваться символом х кщ 

оо 

для обозначения ряда ^епаПу так и для обозначения его суадмщ 8(х). 
п-1 

Если ряд х будем рассматривать как элемент пространства (X, р), то 
мы об этом упомянем. 

Пусть /(и, х) является функцией, которая определяет число чисел + 1 
оо 

в (конечной) последовательности е\, . . . , еп (х = 2 еп&п) и пусть {ап}'п 
п-1 

является множеством всех предельных точек последовательности {ап}|% 
.верна следующая теорема. 

Теорема 1. Для каждого х е IV за исключением точек множества'первой 
категории (в IV) имеет место 

1(Пч х)У 

- Ь п -<р.4>-
\ )» 



Следствие. Множество всех* Мех" х е IV, для которых 

/(п, х) _ 1 

п ~ 2 ' 
lim-

является множеством первой категории в ТГ< 
Введем для любого | е <0, 1> и для каждого к е Р (Р — множество 

всех натуральных чисел) множества М* и М^к следующим образом: 

м ( 

Mţ.k = 

IxeW | f e 
/(n, Æ) 

J>-1 w--p 

Очевидно 

(1) 

n 

f(n, x) 

n 4 
д/{ = n ̂ í,*-

£-1 

Лемма 1. Множество \х е \У /(»»*)l = <0, 1> } непусто. 

Доказательство леммь! 1. Пусть В является множеством всех ра-
р 

циональных чисел г = — № > 0), (р, _) = 1, 0 < г < 1. Составим эле-

менты множества В в последовательность {п}™^ и построим последова
тельность {еп}™ (еп = + 1), удовлетворяющую условию: Существует 

Дпк, х) ~ 
выбранная последовательность {е }̂̂ -. так, что = г* (х = 2 «»я»Ь 

Л * п-1 

Последовательность {«п}Г построим по частям следующим образом: 
Р1 

ПуСТЬ П ~ (Р1 < ^1)^ ПОЛОЖИМ 61 = . . . 
?1 

Л г- . Л л 1 > Ж) Л 
= еа = — 1 . Тогда для щ = ^1у очевидно, верно = — = п> 

П1 _1 

Если Элементы ег,...,еПк Построены, то элементы е% 

^px 1 и єpi+1 = . . . = 

Пk+1 » ' J є n ШЯ 

P*+l 
строим следующим образом: Пусть п+1 = (Рк+1 < ^к+^)^ Из свойств 

^к+1 

упорядочения вещественных чисел вытекает, что существуют натуральные 
числа т так, что 

т^к+1 — Рк+1) > Пк— /(Пк , х), 
трк+1 > ДпкуХ), 
т^к+1 > Пк. 
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Наименьшее из чисел т , удовлетворяющих вышеприведенным неравен

ствам, обозначим через /п0 * Положим пк+1 = ^к+1то и определим еп «= 1 

для Пк < п < Пк + торк+г — }(пк, х) и еЛ = — 1 для оставшихся /г 

, ^ ^ < _ /(И*+1У#) то^Л+1 
(Л < Й*+1)« ОчеВИДНО, — = * = Гк+1. 

Пк+1 то^к+1 
Если выберем любое { 6 <0, 1>, то, очевидно, существует возрастающая 

1(пкг > Х ) 
последовательность {к^г так, что гь->%. ^Значит, ->?.* итак, 

' * * | ' - < М > . 

Лемма 2. Множество М$—типа Об в ТТ. 
Доказательство леммы 2. Если обозначим 

Mţ,*,P = 
f(n,x) 

(2) ^ť.* = П M(,k,p 
Î > - 1 

^ T ' 1 0 

О множестве М*,к,р покажем, что оно открыто. Если выберем произволь

но хо е М$,к,ру то существует п > р так, что 
f(n, x0) 

n 

1 
< -г« Бели 

рассматриваем ряд я, как элемент пространства (X, е), то для всякого 
1. 

ряда #, для которого верно (>(Х) Хо) < <5, (5 = —, выполняются равенства 

«< = е<0) (г = 1, . . . , п) (х = 2 ^«я, х0 = 2 4°Чг)- Поэтому 
f(n, x0) 

i 
n л я-1 л-1 

< — , т. е. существует окрестность К(хо, б) (б = б(хо)) 

точки хо в смысле метрики @ так, что для хеК(хо,б) имеет место 
8(х) е М*,к,р. Так как упомянутое отображение го = 8(х) является 
гомеоморфизмом пространства X на пространство ТГ, то множество 
8(К(хо, д)) ( с : М^,к,р) является окрестностю точки #(#о) е ТГ (окрестностю 
в пространстве IV). Значит, каждая точка множества М*,к,р имеет окрест
ность в ТГ, которая является подмножеством М*,к,р, итак, М^,к,р является 
открытым множеством в IV. 

оо оо 

Из отношений (1) и (2) вытекает М^ = П П М^,к,р- Поэтому множество 
к-\ р-1 

Л/$-типа Об в ТТ. 

Лемма 3. Множество М$ всюду плотно в ТТ. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о л е м м ы 3* Пусть хо е IV. Покажем, что в каждой 
д-окрестности (д > 0) точки хо (в смысле метрики в IV) существет точка 
х 6 М$) 

°° д 
Так как ]> ап < + °о, то существует щ так, что аЛ о < —* Пусть х' =-

*** .2 е А 6 ^ (согласно лемме 1 такое х' существует). Построим элемент 
п-1 

оо 

х = 2 е » а л следующим образом: Пусть гЛ = 4 0 ) для п = 1, 2, . . . , по 
п-1 

оо 

(жо = 2 е л > а я ) и г " = еп Д л я л = ло + 1| ^о + 2, . . . Очевидно, х е М* 
п-1 

(так как самое более для конечного числа индексов п может иметь место 
оо оо 

еп ф еп) и \х — х0\ = | 2 (е» ~ 4 0 ) К 1 < 2 2 а " < 2 а^о < <5. 
»=Л0+1 й-Пд+1 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 1, Так как множество М* ($ е <0, 1 » 
является множеством типа Об и всюду плотно в IV (лемма 2 и лемма 3), 
то его дополнение IV — М* является множеством т и п а ^ и граничным в IV. 
Значит IV — М^ является множеством первой категории в IV (смотри [4], 

оо оо 

стр. 88). Множество и ( I V — М Г к ) = IV — П МГк ({п}ъ-1 — последо-
А - 1 * - 1 

вательность рациональных чисел интервала (0, 1)) является опять мно-
оо 

жеством перрой категории, значит, П МГк является остаточным мно-
А - 1 оо 

жеством в IV* Легко можно убедиться, что множество П МГк является 
ьл 

ш (/(*»*)]' / л , ч множеством всех тех х е IV, для которых | 1 = <0, 1>. 

З а м е т к а 1. Множество 

которого касается утверждение теоремы 1, является множеством первого 
мултипликативного класса с точки зрения борелевой классификации 
множеств* 

Действительно, из проведенных рассуждений вытекает 

oo oo oo oo 

xeAoЦUUl 
fc-1 ř - 1 p - l W-2> 

f(nђ x) 
Гk 

1 
< — 

l 

({тк\1с-1 — последовательность всех рациональных чисел инетрвала (0, 1)). 
Имеет место 
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oo oo oo oo 

-*-wnnri2 
I *-l t-l p-l n-v 

f(n, x) 

П 
ГJC 

oo oo oo-

< 1 / » = П П П № 

< 1/П. О множестве -4*,*>2, = *I2" 
л-p 

/(n, s) 

^ 
Гjc 

f(n, x) 

n 
Гjc . < 

<1/Л легйо'можно убедит* 

ся,также как в лемме 2 о множестве М^к,р, что оно октрыто в ТТ. Поэтому 
со оо оо 

"-4 = Г) П П Лк,г,Р 
*-1г-1р-1 

типа Об в ТУ. 
Заметка 2. Доказанная теорема 1 является аналогией теоремы, до

казанной в статье [3], касающейся нормальных чисел. 
В статье [1] доказывается теорема 1, которая утверждает, что для дочти 

всех х 6 IV (с точки зрения меры Лебега) асимптотическая густота чисел 
/ /(п, х) 

+ 1 и —1 одинакова I (т. е. для почти всехя е ТГ верно 1нп ì} 
Из следствия теоремы 1 доказанной в этой статье вытекает, что с тополо
гической точки зрения множество х е IV с одинаковой асимптотической 
густотой чисел + 1 и —1 является только множеством первой категории. 

Далее будем рассматривать множество всех предельных точек последов 

(/(п,*))~ 
вательности {—• / , причем о функции дз, ' определенной на мно-

1 <р(п) ]я-1 
жестве Р всех натуральных чисел будем предполагать: у(п) > 0 (п = 
= 1, 2, . . . ) , 1пп (р(п) = +оо й Ит (р(п)\п = О, 

П-»оо П-.~оо 

Теорема 2. Для каждого х е IV за исключением точек множества первой 
категории (в IV) имеет место 

\f(n,x)\ 

{ <p(n) "J 
= <0, oo> 

«0, oo> = <0, oo) U {+oo}). 

Заметка 3. Если обозначим \р(п) = 
1(п, х) /(п,х) 

-, то = У>(п). 
(р(п) (р(п) п 

Из теоремы 2 вытекает, что для всех х за исключением точек множества 
первой категории имеет место: Для любого а > 0 существует {пк}, п\ < 

Дпк, х) 
</1-2 < . . . так, что сходится к нулю в определенном смысле 

Пк $ 

с предписанной скоростью, т. е, так, чтобы произведение/(л*, х)\пк с рас-
ходящейстя последовательностью \р(пк) -> оо стремилось к данному числу а 
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(последовательность гр(п) должна удовлетворять условию у(и)/и->0; это 
вытекает из отношения у>(п)/п = 1/<р(п) -> 0). 

Теорему 2 докажем аналогично теореме 1. Д л я любого | е <0, оо> и для 
каждого к $ Р определим множества М\ и М'^: 

M'f = \xeW\g G 

м;,ł= æ є iғ iП2 
I p-1 n=p 

— f если | б <0, оо) и 

Очевидно, 

(3) 

I oo oo f(n x) I 

i i>=i w=p < P W J 

-и; = n ЛҐM. 
jfe-i 

Лемма 4. Множество \х е ТГ | 
ÍЛ». *) 

= <0, оо>} непусто. 
<Р(п) )г / 

Доказательство леммы 4. Пусть {г^}^ является последователь
ностью всех рациональных чисел интервала (0, оо). Покажем, что су-

оо 

ществует х = ^епап е ТГ так, что для определенной возрастающей после-
п-1 

довательности натуральных чисел {пк}кТг имеет место: 

\Нп,х) 

<p(nk) 

1 
< — . 

k 
Сначала покажем, что существуют последовательности натуральны* 

чисел {%}̂ .1 и {ск}™ж1) удовлетворяющие условиям: 
(4) а) пк_г <пк (к = 2 , 3 , . . . ) , 

б) Ск-1 < ск (к = 2, 3, . . . ) , 
В) Ск — Ск-1 <Пк Пк-1 (к = 2, 3 , . . . ) , 

<г'к + ^г (* = 1,2, ...), т) rk < 
k cp(nk) k 

Д) С1 < П±. 

Последовательности построим по индукции. 
к = 1: Пусть для п > т^ верно <р(п)\п < (г[ + 1)--», пусть для п > т (

2

1 } 

верно <р(п) > 1/2 и пусть для п > яг^ имеет место <р(п) > (г^ + I ) - 1 . 
Пусть. Их = шах { т ^ } . Так как т > #4Х ), т 0 существует целое число с 

t-1,2,3 

тaк, чтo <p(n\) (r[ — 1) < ć < <p(ni) (r[ + 1), т. e. 

Ź92 



(5) г[-1 < - ^ ~ <г'г + 1. 
<р(т) 

Из неравенства щ > т{^ вытекает отношение <р(п1)}т < (гг + I ) - 1 , от
куда (с использованием неравенства (5)) с\п! < <р(п{) (г[ + 1)/п1 < 1, итак, 

(6) с <пх. 

Так как П1 > т$\ то имеет место <р(п{) («у + 1) > 1. Прэтому в качестве 
с можно выбрать Натуральное число. Натуральное число с, выбранное 
таким образом, обозначим через сь Тогда, очевидно, соблюдены условия 
ч4) г) и д). Это вытекает из отношений (5) и (6). 

к > 1: Предположим, что мы уже построили к — 1 элементов искомых 
последовательностей {пк}™ и {ск}™. Построим пк и ск. 

тт ^ (*) я*-1 ~~ Ск'г о. ^ п ) ( ' л. * \ ^ А 
Пусть для п > т{*} верно I \гк Н 1 < 1, пусть 

п п \ &) 

для 

(п > т^ верно <р(п) > — к и пусть для п > т{^ имеет место <р(п) > 

( ^ ) 
- + \rk-i + ~ -r\<p(nk-i) \"+т • 

Пусть пк = юах {шах {т^} , и*-1 + 1}. При этом выборе, очевидно, 
г-1,2,3 

выполнено условие (4) а). Так как пк > т{%\ то возможно выбрать целое 

исло с так, что <р(пк) [г'к Н < с < <р(пк) 1гк + — I, 

1 с , 1 
(7) г ; _ т < — < г ; + - . 

т. e. 

Так как пк > т>*\ то имеет место 1 \гк + — ) < 1, 
пк пк K) откуда вытекает пк-1 — Ск-1 + ^(и*) \гк + — ) < я * . Значит (с использо 

ванием неравенства (7)) 

(8) Пк_1 — Ск-1 + с < пк. 

Из отношения пк > т^ вытекает неравенство 

1 + К - 1 + ^ ~ л ^и*- 1 ) < К + "^) ?(**)• 
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Поэтому мы можем целое число с выбрать так, что 

(9) с > с*-ь 

Это следствие того,^что число Ск-л. удовлетворяет неравенству (4) г) с*_1 < 

<р(пгс-1). Число с, выбранное таким образом, обозначим ( f « + iз i )* 
через с*. Из отношений (7), (8) и (9) вытекает, что Ск удовлетворяет усло
виям (4) б), в )и _?). 

Пользуясь последовательностями {щ}^ и {с^^, легко можно по-

строить по частям последовательность {е,,}^ (еп = ± 1 ) так, что х =. 2 *л#» 
п-1 

удовлетворяет'условию /(й*, #) = с*. Из свойств (4) вытекает, что ряд, 
построенный этим образом, имеет свойство 

. |/(л*.я) 

ç?(re„) 
4 

1 
< — • 

k 

Выберем произвольно | Е <0, ОО). Существует возрастающая последо
вательность натуральных чисел {кг}^г так, что \гкг— %\<Ц1. Поэтому 

/(«*,, *) 

^("ь) 
— I 

/K,» x) 

Фh) 
— Гu 

. , . 1 1 2 

+ l 4 - í l<r + T<T' 
ki l l КПк1) х ) 

?• * дг. у> I*.: Легко* видеть, что и в случае | = + оо существует воз-
Ф ь ) п . - • 1<П-"Ж> 

растающая последовательность |^}П1 т а к > ч т 0 — " — г ^ - * 0 0 * 
Лемма 5. Множество М\—типа вб в ТТ. 
Доказательство леммы 5. Пусть 

!(п, х) 

<p("k>\ 

M't.ъ,v = vєW 1 2 
n-p <p(ц) 

— ř < & 

Тогда Д / ^ = П М'$кр и имея ввиду отношение (3), имеет место 
р-\ : 

(10) ' Ař, = П П Лřiд_, 
*-i p-i 

Аналогически как в лемме 2 можно убедитсься, что множества М\кр 

открыты в IV (только вместо неравенства 

/(/г, х) 
ваем неравенство | —- | 

<р(п) 
вытекает утверждение леммы. 

< 
. ) 

л«, ж) 
И 

< — рассматри-
к 

Затем из отношения (10) 
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Лемма 6. Множестео М\—всюду плотное в ТТ. 
Лемма 6 доказывается аналогически лемме 3. 
Доказательство теоремы 2 является опять аналогическим доказатель-

оо 

фтву теоремы 1. Множество П Л-С'** которое является остаточным в IV, 
* - 1 

[ /(п, х) 1 
есть множество всех тех х е IV, для которых ГТТ = = ^0» ° ° ) ' 

. ? ( " ) . 

З а м е т к а 4. Множество 

A' = xeW\ 
íf(n,x)У 
{ <P(П) ) 

= <0, oo> . 

которого касается утверждение теоремы 2, является множеством первого 
мультипликативного класса с точки зрения борелевой классификации 
множеств. Для этого достаточно принять во внимание (подобно как в за
метке 1), что 

oo oo oo 

jfc-1 í - l p - 1 I n - p 

f(n, x) 

\ <p(n) 
Гг 

1 
< 

({г*}ь.1 — последовательность всех рациональных чисел интервала (0, со)), 

причем множества А'к1 р = xeW 1 2 
w«p 

f(n, x) 

<f(n) 
< — | открыты. 

Так как пересечение счетной системы остаточных множеств является 
остаточным, то при помощи теоремы 2 можнио легко доказать следующую 
теорему: 

Теорема 3. Пусть {^}Г — последовательность положительных веществен
ных функций, определенных на множестве всех натуральных чисел и пусть 
для каждого натурального к щ(п) = о(п) и И т щ(п) = + со. Тогда для 

П->оо 

всех х € IV за исключением точек множества первой категории в IV' имеет 
место 

\f(n,x)\ 

{ <pk(n) )n 
= <0, oo>, ł = l , 2 , . . . 
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