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Matematický časopis 17 (1967). No. 4 

БЕСКВАДРАТУРНАЯ НОМОГРАФИЯ. 
АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ НОМОГРАФИЯ И ПРОБЛЕМА 

АНАМОРФОЗЫ ФУНКЦИИ В ДВУХМЕРНОЙ ПЛОСКОСТИ 
ПРИ п = 6 ПЕРЕМЕННЫХ II 

ИОСИФ АЛЕКСАНДРОВИЧ ВИЛЬНЕР, Москва (СССР) 

ГЛАВА II 

ОСОБЫЙ СЛУЧАЙ БЕСКВАДРАТУРНОЙ АНАМОРФОЗЫ ФУНКЦИЙ 
ТРЕХ ПЕРЕМЕННЫХ 

§9.(1) Если условия (1.15) или что то же А{\ Ф О или А% Ф О (см. теоре
му 3 в начале §3 (или (8.5)) не могут быть удовлетворены ни при каком 
„дифференцировании", т. е. имеем тождественно 

(9.1) (Ьс12 1Ь,си86) ЕЕ О, 

то векторы Ь, йг.5, АгТЬ компланарны и вектор-функция Ь двух аргументов 
21, 22 в пространстве описывает коническую поверхность, на которой сеть 
линий 21 = сопвй и %г == сопз^ будет координатной. 

Если же присоединить сюда и первые два условия (8.5), выражающих 
условия того, что линии 22 = сопвЪ и 21 = сопвЪ лежат в плоскостях, 
проходящих через начало, то получим, что вектор-функция Ъ описывает 
плоскость, проходящую через начало. 

Мы легко можем переписать условие (9.1) в виде (см. (1.15)) 

(9.2) 
B s 

F * : *ч 
*ч •-^-.-i -**.!-. 

* - . 
Fг,г, 

ғ*l*. 
s 0. 

Если ранг определителя (9.2) при любом ,,дифференцировании не выше 
двух, то мы еще не можем отсюда сделать заключение о неприменимости 
нашей теории, поскольку определитель (9.2) (или (1.15)) получен в резуль-

(*) Излагаемое в этом параграфе ниже вошло в доклад автора [21]. Мы будем теперь 
считать 2< принимающими значения из непрерывного числового поля. 
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тате частного выбора дифференцирований, фигурирующих слева в окай.* 
мленном определителе (8.7). > 

Поэтому неприменимость теории будет иметь место только в случае 
тождественного равенства нулю окаймленного определители й (8.7) при 
любом дифференцировании, т. е. при 

(9.3) F 
FZlгt 

Fг\гì 
^ZaZ1Zz 

FzAz\zl 
Fгlгxгt 

FгUUІ 

- - 0 , 

где слева имеем функцию девяти абстрактных измененных 

*1>
 г
1? г\*

 2
2> г\1 г2л %3Л 23>

 г
3 * | 

Пусть ранг этого определителя равен двум, т. е. .существует такое 
дифференцирование, т. е. набор значений этих девяти абстрактных пере
менных, при котором ранг определителя, получаемого из (9.3) при этих 
значениях, равен двум. 

Легко видеть, что можно считать ' 

(9.4) Ò = 
Fг^гìгl 

Fг\гlZг 

Fг\г\г\ 
9 - 0 . 

Это дифференцирование мы и зафиксируем в (9.3). | 
Раскладывая определитель (9.3) по элементам первой строки и деля 

затем получившееся тождество (по %\, 22, 2з) на отличный от нуля опре
делитель <5, мы найдем следующий виД функций, к которым наша теорий 
неприменима: 

(9.5) Р = <РЗ(23)Ы21; ?*) + Щ(Ъ)Г1Ы?1\ 22) , 

т. е. эти функции представимы билинейным разложением (9.5) длины 
равной двум и строго двум. 

Если бы мы предположили, что ранг определителя (9.3) равен единице, 
например Рг3г1г2 ф 0, то определитель 

Рг1г, 1?ггг1г, 
(9.6) = 0 

при таком выборе дифференцирования равнялся бы нулю тождественно 
по «1, гг, гз, и мы получили бы тривиальный случай 

(9.7) F = <pг(z3)ši2 (21; z 2) . 

Случай функции (9.5) отнюдь не тривиальный. Он охватывает уравнения 
третьего номографического порядка, когда анаморфоза возможна, и когда 
нецелесообразен подход теории анаморфозы функций, а целесообразен 
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подход теории анаморфозы уравнений. Но все же это не снимает вопроса 
о представлении (9.5) с точностью до множителя оп в виде определитела 
Массо, 

Мы ограничимся указанием подхода. 

Строим функцию 

(9.8) Ffiv = <p3ŠVL + ^3^12 + ^3^12 

с неопределенными функциями <5з и пг, причем Р = К т Рд?. 

Условие (2.1) или (8.) априори тождественно удовлетворено. Легко 
найти(2) 

(9.9) Aзз = 

І12 

f l 8 2* 

^712 
ГҪl-21 

971-2-

n2 
Vli2-

n«2-

993 ^ З 1 

гpз yз1 

ôз <5з- ðз* 

s CÃ 

fia 9712 П2 ÇЪ1 çlз* <?з 8 

Æx = І121 rçiг1 П2 1 ^ З 1 гpз* ^ З 8 s ÃA, 
(i) 

f l22 ^12* П 2 ' <5з- <3з* <5зз O) 

íia 9712 П2 ^з1 9>з8 ç>з 8 

Aг> = f l J 2 ГJli'2 ľi»a yз1 y>з2 ү>з 8 = ÃA, 
i-O l l 2 2 У]Щ П 22 <5з- <5з« <5з8 (2) 

Условия (8.25) и (8.26) дают соответственно 

(9.10) 

(9.11) 

где через А обозначен второй сомножитель в (9.10) и (9.11), а через А — 
второй сомножитель в (9.9), причем, очевидно, А = Аг„ где условная 
производная берется по зз с повышением индекса. Отметим — нам 
это понадобится ниже в §10 — что равенства (9.9), (9.10), (9.11), 
как они написаны, верны не только в смысле тождественного равенства 
приравненных в этих равенствах определителей, но и в матричном смысле, 
что легко проверить, если принять во внимание (9.8) и (2.5), (2.6) (доста
точно в (2.5), (2.6), как в матрицах, заменить Р на выражение 1*др из 
(9.8)). 

Уравнения шкал напишутся по формулам (3.1)—(3.3): 

(9.12) xi = 

X2 = 

<p3*£l2 + Y>32?712 + (53-^12 9?3>£l2 + ^38^12 + <538Vl2 
9>38fl2i -+- ^327712- + 63^12^ <p3*$12* + ^33»7l21 + <538V128 

9^3^12 + ^3^12 + <53!n2 <p3*Šl2 + ip3st}12 + <538n2 
^S1!^1 + V* 1 ^ 1 + á s 1 ^ 1 <p3*£l2l + V,38íll21 + fovw 

(8) Условные производные от </?8, . . ., { 1 а, 
12, . . . » 11« 2 », . . . И Т . Д . 

.. мы обозначаем через <р31, . . ., ^ ^ , .. 

208 



xз = 

(9.13) x\ = 

xг = — 

xз = 

(9.14) 
X\ = 

#2 = 

xз = 

ç^fiг + ^3^12 + óVnг ç^fiг + y>з*rj\2 + <5з-П2 
ç^fiг1 + yз^iг1 + <5з-П2- g^fiг1 + ү^fiг1 + <5з-ľi2-

9?зяfi2 + y>зя?7i2 + <5з*П2 ^33fl2 + ipз*rj\2 + <5з8П2 
<pv£v2 + y>з*r]v2 + ðz*vv2 ç>з8fiг2 + ipз*rjv2 + ðг*vv2 

ÿ^fiг + үlз^iг + <5з-vi2 Ç^fiг + y>з*rj\2 + <5ззП2 
Çtø-flrø + VЗ1 !̂1-- + ðз-Vl-2 Ç^fl^ + У>3*ГJV2 + <5з8Vl-2 

çlз f̂iг + yз-412 + oVnг ç^fiг + yз^iг + <5з-П2 
ç^fi^г + yз-41-2 + ðз-vi-2 yз-fi-2 + ipз^rjvz + ðз«vi-2 

VV21 

VV2* 

W2* 

<pз ipз 

<pз* ipз* 

<pз* y)3t 

<pз Ҷ>3 

<pз* гpгi 

9>з* з 

<pз У>з 

q>3i щi 

ðз 
<5з-

(5з8 

ðz 

<5зi 

SV21 ГҪl-21 

fl«2- ГҪlя2я 

f lз 2s ГҪl828 

fl-21 ^ l ^ 1 

fl-2- ГJV2* 

f l 8 2 3 9 7 l з 2 з 

fl-2- ГJV21 

fl8

2

я 
ГҪlя2* 

f lз 2з 7 y i з 2 з 

VV21 

V\*2* 

^1823 

VV21 

V\*2* 

V\*2* 

Для нас имеет решающее значение, в смысле универсальности бес 
квадратурного метода для анаморфозы функций и охвата особого случая 
В = 0 (если Б = 0, то и В' = В = О, и обратно, если при произвольном 
гз — В' = В = 0, то и В = 0) то, что функция пг, которую мы будем 
стремить к нулю, в формулах (9.14) входит лишь во вторые -множители, 
одинаковые во всех трех однородных координатах, на которые мы, таким 
образом, можем до перехода к пределу сократить, и, следовательно, после 
перехода к пределу шкала переменной 2з останется прежней. Однако, 
функция V\2 входит в координаты переменных %\ и з2 и недопустимо, чтобы 
в пределе все три координаты для %\ или 22 обратились в нули. 

Заметив это, перепишем теперь формулы (9.12) — (9.14) в более нагляд
ной форме. Для x^ и x^ мы введем символическую запись определителей, 
стоящих в правых частях (9.12), (9.13), в виде произведения прямоугольных 
матриц, не требующего особых разъяснений. 

Получим 

(9.12') X\ = 

X2 = 

fl2 í?12 V\2 

fl2< Гj\2г П2 1 

Ѓ12 ГJ\2 V\2 

fiг1 
ГJ121 П2 1 

Ç?зя 
<PЗ* 

Y>3Я У>з* 

<5зя <5зз 

ç>зз ç^з1 

з* yз1 

<5з3 áз1 
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(9.13') 

(9.14') 

xг = 

xi 

X2 = 

xг = 

xi 

xг 

f l2 

Í121 

Г,12 

Г)12* 

П2 

П2 1 

Ѓl2 

£v2 
Г\12 

Г\V2 

П2 

ПŁ2 

fl2 
fl l2 

Г\12 

ГJV2 

Уl2 

VV2 

f 12 
fi^г 

Г)12 

ГJV2 

П2 

n^ 

Ç>3 

Ç > 3
8 

<řз 3 

гpг , 

^ з 8 

У>33 

<5з 

<5з8 

<5з3 

< 3̂ 

ç?з8 

г 

Уз1 

^з 8 

Sz 1 
ðз1 

<5зa 

9931 ç?з a j 

y з - ү>з8 

<5з- <5зa 

ç>зa Ç>з3 

Щz Щz 

<5з8 <5зз 

ç>33 <pzx 

Щ* Ytø1 

<5зз <5зŁ 

<pгl Ç>38 

y з 1 ^ З 8 

1 -ôг1 <5з8 

X2 = 

(pг* ^31 öз1 

<pг yъ <5з 
9>з8 yз8 <5зз 

цричем в выроженном случае из1, <5за, <5зз — произвольные числа, а <5з = О. 
Для составления выражений для однородных координат переменной гз, 

очевидно, достаточно в определителе 

(9.15) 

по очереди замещать первую, вторую, третью строки строкой срз, уз, <5з. 
Можно, конечно, переставить в (9.14') и в (9.15) строки и столбцы. 

Перепишем теперь формулы (9.12) и (9.13) в их предельном виде, когда 
П2 стремится к нулю. Получим 

<Pгl ^з1 <5з 

<pзa yзa <5з 

<1>33 ^з? <5з 

(9.12") Xl 

X2 = 

xг = 

Ç>Зafl2 + ^Зa?7l2 Ç>33fl2 + y>г*rji2 

ç>зafi2- + yгtrjw <pг*Ši2l + ^ з ^ i г 1 

<pггІi2 + чpг^rju <pгзši2 + y>г*rji2 

ў^fiг1 + ^з^iг1 ç^fiг1 + yз^iг1 

9>Зlfl2 + ^3^12 ?>Зafl2 + 3̂8 1̂2 
ÿз f̂iг1 + yз-ГҪiг1 cpг^n1 + yз^-21 
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(9.13") xi = 

X2 = 

xг = 
9 

0>3afl2 + y>3»*7l2 <PZ*£l2 + ^3^12 

?3afl-2 + V*"1?--1-- ffeffm + VS^M 

?3-fl2 + ^3^12 9>33fl2 + ^3^12 

<P21(V2 + V311?!1-- ys 'f l^ + V3tf?l-2 

y s 1 ^ + ^3^12 9>32fl2 + 3̂2>?12 
fl^fl^ + ^r]V2 f?3-£l-2 + y^«^l-2 

Или, что то же самое, но в форме, аналогичной (9.12') — (9.14') 

(9.12"') 

(9.13'") 

XI = 
1 

£l2 
&21 

ГҪ12 

ÎД2 1 

ç?зa g?з3 

X2 = 
i 

І12 

fl2-

^12 

ГҪ121 

Ç?3з ç?з l 

y з - y з -

xг = 
i 

f l2 

f l 2 l 

ГҪ12 

ГҪ121 

9>зl 9>зa 

y з 1 ү>зa 

Ф-І — 
Í l2 Г)12 ç?зa ç>з8 

U/l 
8 Sv2 ГJV2 y>зa yз* 

X2 = 
8 

Ѓ12 

fl»2 

Г)12 

Г)V2 

ç?з8 ç^з1 

У>38 ^ З 1 

xг = 
8 

Í l2 

fl!2 
Г)12 

r)vг 
ç?з- ç>зa 

^ з 1 y>зa 

Сразу видно, что шкалы г\ и %2 вырождаются в одну точку и никакого 
представления Массо мы не получаем, т. к . определитель Д1ассо превра
щается тождественно в нуль. 

Формулы (9.12)—(9.14) равносильны формулам (9.12')—(9.14'), хо
тя последние предпочтительнее для вычислений. 

Эти формулы дают номограмму уравнения (8.8) при любых ^з, уз, из, 
112, ^12, П2, если только выполнены условия (9.10), (9.11) и (9.9). 

В случае же уравнения (9.5) эти формулы не заменяются на (9.12'") 
(9.13'") и (9.14') по причине отмеченного выше вырождения. 

Допустимость номограммы для (9.5) уже определяется не условиями 
(9.10), (9.11), (9.9), которые делаются тривиальными при замене пг или <$з 
нулями; а возможностью определения такой неизвестной функции г±2у 

которая обращала бы одновременно в нули вторые множители левых 
частей равенств (9.10) и (9.11), поскольку обращение в нуль первого 
сомножителя означало бы линейную зависимость <$з от <рг и уз и, следо
вательно, одновременно обращало бы в нуль все три однородные коорди
наты 2з согласно формулам (9.14'). 
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Мы приходим к необходимому и достаточному условию анаморфозы 
вырожденной функции (9.5) в форме разрешимости системы (9.18) (см. ниже) 
относительно неизвестной функции VII (и, казалось бы, возможности ее 
последующего стремления к нулю (пг = 0 есть тривиальное решение), 
не нарушая в процессе стремления пг к нулю обеих равенств (9.10), 
(9.11) и неравенства (9.9), на которое, впрочем, можно не обращать вни
мания, поскольку формулы для расчета номограмм (9.12'"), (9.13'") 
и (9.14') тогда бы утратили смысл, не определяя номограмму (принцип 
игнорирования критериев). Мы увидим, однако, что это нельзя делать 
(стремить пг к нулю)). 

Точно также мы бы выяснили неправильность стремления к нулю 6$. 
Из изложенного, основанного на анализе пределов х\, #2, #з (г = 1, 2) 
при (5зпг -> 0, вытекает непригодность предельных формул (9.12), (9.13) 
и (9.14') и качественно иное решение задачи анаморфозы вырожденного 
случая (9.5), основанное на том, что мы не требуем ничего, кроме одно
значности функций. 

Мы фиксируем некоторую систему значений г\, ъ\, г\, не находящихся 
в области изменения переменной 2з-

Этим значениям ставим в соответствие девять произвольных чисел 
матрицы 

Щх Щ1 <5з* 

(9.16) ^за уза <5за 

>з2 ^з3 ^з3 

так, чтобы р&нг этой матрицы был равен нулю (см. (9.9)) и, следовательно 
Бе все значения бз равны нулю. 

Полагаем теперь 

( 0, если 2з ф 4 , г\, г\, 

* . , если 2з = 4 
^за, если 23 = 23, 
Ь&у. если 2з = 2з-

«Даже при любом выборе функции пг теперь обеспечено превращение 
вырожденного уравнения (9.5) в невырожденное уравнение (9.8)! Однако, 
мы обязаны брать лишь такие функции пг, которые гарантируют выпол
нение условий (9.10), (9.11) при выполнении неравенства (9.9). 

Следовательно, должны обращаться в нуль вторые множители ра
венств (9Л0) и (9.11). 

Таким образом в случае (9.5) приходим к неполной системе типа Аппеля 
(см. стр. 147 работы [15]) следующих „дифференциальных" уравнений: 
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(9.18) Ã = 
(i) 

fl2 ГҪ12 V\2 

Í121 ГҪ121 П2 1 

| l 2 - Г712- П2 2 

o, 
І12 Îll2 V\2 

Ã = 
(2) 

li^г 

cfi-2 

ľ]V2 

ГJV2 

VV2 

П 2 2 

= 0 

с неизвестной функцией V\2 двух переменных, которая система легко 
разрешается, если задача имеет решение. 

Если разложить уравнения (9.18) по элементам последних рядов, 
то получим 

(9.19) Vl2« = <Wl2 + ЪviZ1, П*2 = Cł»l2 + đľl'2-

Можно толковать эту задачу и на языке обычного дифференцирования, 
когда задача приводится к системе уравнений в полных дифференциалах, 
рассмотренной автором на страницах 145—148 работы [15]. 

Можно спросить, что означает ограничение (1.15) или (5.105) на стр. 149 
работы [15] при обычном дифференциальном толковании производных. 

Здесль мало что можно добавить к той геометрической картине, которую 
мы выше дали в терминах бесквадратурной номографии, истолковывая 
равенства (9.1) и первые два равенства (8.5). 

Первые два равенства (8.5) попрежнему означают, что координатные 
линии на поверхности, определяемой радиусом-вектором 6, лежат в плос
костях, проходящих через начало. 

Нарушение одного третьего неравенства (8.5) означало бы, что поверх
ность радиуса вектора Ъ есть конус, а все три вместе означали бы, что 
имеем плоскости, проходящие через начало для каждого 2. 

Билинейного характера функции опять удовлетворяют уравнению 
(9.3). Однако, на этом аналогии кончаются и ясно выступают преиму
щества бесквадратурного метода, как только пытаемся выяснить вид Р. 

Для нас удобнее рассматривать систему (9.19) в форме 

(9.20) V\2 = an j 2 + /frl-2, V\2 = yV\2* + oVl22-

Отсюда 

( 9 . 2 1 ) V\^2 = <Х1-2 1112 + 01-2 П 2 2 , У1-2 

V\2X = 0С121 У1-2* + 0121 У1-21- V\21 

У1121 = 0С1121 VV2X + 01 12 1 V\*21у VV21 

Из 8 уравнений (9.20), (9.21) надо найти 

УV2 VV21 + ÔV2 Vl-2«, 

У121 V\2X + (5121 П 2 2 , 

УV21 VV21 + ÔV2X V\i2з. 

VV2^> V\21у У1-21, П 2 2, П 2 2 , V\2. 

Из (9.21г) находим 

(9.22) V\12 = У1^\г21 + д\^\12г. 
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Из (9.21з) находим 

(9.23) П21 = а12-У1-2- + Р12ХУ1*21. 

С помощью (9.22) из (9.211) и с помощью (9.23) из (9.214) найдем 

1 — а1-2 
(9.24) n22 = (yi-2^21 + 0V2W22) 

(9.25) ri22 = {QLI&VIW + i8i2in221) 
1 У121 

Й121 

Из (9.215) и (9.216) находим 

1 — ацг1 

(9.26) ург1 = Пг21 

(9.27) W22 = n ^ 1 

ßiw 

1 — УP21 

Й1-21 

С помощью (9.26) и (9.27) уравнения (9.22) и (9.23) примут вид 

1 — у1-2- у^г^-г1 + Й1-2 — ?1хгУ1х& 
(9.28) пх2 = ург^г1 + 01-2 п ^ 1 = П'21 

Й1-21 Й1-21 

1 — а^г1 а121/81121 + 0121 — адо/Зде 
(9.29) П21 = а121У1121 + Р121 П^ 1 = П^1* 

/грг1 ^ г 1 

Находим с помощью (9.26) и (9.27), что 

1 — УР21 

(9.30) у^трръ1 + йг-г^г- = У112̂ 1121 + Й1-2 п-21 = 
Й1121 

У112Й1121 + <5р2 — ург^-г 
= П 1 * , 

01^ 

1 — а^г1 

(9.31) а ^ п ^ 1 + /З^п-г1 = ам-п^1 + ^г 1 ^Рг1 = 
^1121 

а121^1121 + /7121 а^г1/?^1 

= УМ1* 
РР21 

После этого с помощью (9.24) и (9.25) находим 

(1 — а1-2) (У1-2Д1-21 + &-2 — ург^Рг) 
(9.32) п п = — П'г1, 

Р1-2&121 
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(1 — yiг1) (aiг^i-г1 + ßiъ1 — ai-г-ßiг1) 
( 9 . 3 3 ) П2 2 — Vl-21-

ßiwàvя 

С помощью формул (9.28), (9.32) и (9.29), (9.33) завершаем согласно 
(9.20) определение неизвестной функции пг, причем оба результата должны 
быть тождественны, что и дает условие ,,интегрируемости системы (9.20). 

Получаем 

(9.34') П 2 : 
yiчôiw + ðiч — ðiiгyi-21 , 

a Һ 

или 

(9.35') 

+ ß 
(1 — ai-2) (yi^ái^1 + $V2 — yiwdví) 

jSцгáiiг1 
Г1121 

(У112Й1121 + &12 &-2У1-2-) («/5112 + /3 — /?а112) 
(9.34) П2 = П^1, 

V\2 

jffi-гði-г-

аiг fti-г- + ßvi1 — аiiг-ßiг1 

jвli2i + 

+ å 
(1 — yiг1) (аiг1/?!^1 + /Î121 — аi^^iг1) 

ßiwðw 
VV21 

или 
(а^^рг1 + &21 — а^г-^г1) (у&г1 + 5 — йугг1) 

(9.35) П2 = П-2-. 
/51121^121 

Мы „проинтегрировали" систему (9.20) в общем виде, не предполагая, 
что иь1еем специфическую систему (9.18), когда 

(9-36) a = 4 2 3 

-4iз 
<2) 

f l2 ^12 

f l 2 2 ?L122 

f l i2 ГҪl-2 

f l 2 2 ?ll?2 

f l2 ^12 

_ 4)23 _ fiг1 ^iг1 

I 1 3 fl2- TJ121 

fl2*- ?ll22 

, ß = 

, ô-

A 23 
(2) 

-413 
(2; 

123 

f l2 ??12 

fli2 ГJV2 

Oì 

-4iз 
(i) 

fl i2 Іlli2 

f l 2 2 ?ll22 

f l2 ^12 

f 121 ^12-

fiг1 fliг1 

fl22 ^122 

предполагая, что 

(9.37) Ã13 ф 0, Л13 ф 0. 
(2) ^ ? (1) ^ 
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Нарушение хотя бы одного из этих условий означало бы, очевидно, 
что й.2 и г}12 пропорциональны функциям одной из переменных г\ или 22, 
когда уравнение (9.5) лишено интереса. 

Вернемся к общему случаю (9.20). Если условие „интегрируемости 
системы (9.20) выполнено тождественно по 21, г2, г^, .22-, то можно за
фиксировать любые значения* 

Уравнения номограммы (9.12), (9.13), (9.14) дадут номограмму урав
нения (9.5). 

Выпишем необходимое условие разрешимости („полной инегрируе-
мости") системы (9.20). С помощью (9.34) и (9.35) находим 

/г. ооч (утйю1 + <51-2 — 611271121) (а/?112 + Р — )8а112) 
(9.38) - х - — — П121 = 

(уЙ12- + д — дуи^) (а121/81121 + 18121 — ацг-/?^) 
Пх21 = П2. 

дпфт1 

При условии (9.38) оба выражения для названной функции совпадают. 
Поэтому, предполагая условие (9.38) выполненным, можем, в зависимости 
от того, что более удобно, пользоваться то выражением (9.34), то вы
ражением (9.35) для неизвестной функции V\2. 

Имея это в виду, ,,дифференцируя" пг, легко убедиться, что опре
деленная равенствами (9.34) и (9.35) функция пг удовлетворяет уравне
ниям (9.28) и (9.29). Но уравнениям (9.32) и (9.33), как показывает двух
кратное дифференцирование функции пг, т. е. образование V^*2 и пг», она, 
вообще говоря, не удовлетворяет. 

Это приводит дополнительно к (9.38) еще к двум условиям 

(9.38') а122|81-2 + /?1-2 /?1-2<Х112 = 1 а1-2, 

(9.38") У122 1̂21 + 1̂2а Й122У121 = 1 У121 

или соответственно 

(9.38') (Х1.20112 = (1 — «1-2) (1 — ^1,2), 

(9.38") У122<5121 = (1 — У121) (1 — Й12-). 

Необходимость двух условий (9.38) для полной интегрируемости (9.20) 
доказана. • 

Докажем их достаточность. 
Возьмем функцию пг в форме (9.34) и прямой подстановкой убедимся, 

что она удовлетворяет первому уравнению (9.20). 
Вычисляя ,,производные" пх2 и па2 и подставляя в правую чатсь (9.201), 

получим после очевидных упрощений 
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«П-2 + Рпч = (у1-2$1-2- + «5Р2 — й-гум1) (а&ч + 

У1121 

+ /?а1«2^112 + /8/?1-2 /8)(?1-2а112) = (у1»2Й1-2- + ^ й ^ У ^ 1 ) [«01-2 + 
^112Й1121 

Г1121 
+ /?(а1-2/?1-2 + /?1-2 /?1«2а112)] — — . 

Р11201121 

Упрощая квадратную скобку при помощи условия (9.38'), получим 

(у112<51121 + <5112 Й112у1121) (а^112 + Р ^а112) 
аПх2 + рУ1«2 = 'Г1121 = ^12> 

^112^112! 

в силу равенства (9.34). 
Вычисляя ,,производные" П21 и пгя, используя, однако, выражение 

(9.35) для функции пг, получим 

УП21 + <5П2- = (а121^1121 + /?121 У.1^фг^) [у^121 + 5(^12-^12- + ^12« 

П121 (а12-/?1-21 + ^121 а1121^121) (у<5121 + <5 <5у12и) 
— 012-У12О] — — : — = — • ПФ 

Р11210121 Р11210121 

что согласно равенству (9.35) совпадает с пг. 
При упрощении квадратной скобки мы использовали условие , интегри

руемости" (9.38"). 
Итак, наша теорема полностью доказана. 
Заметим еще, что для полной ,,интегрируемости'' системы (9.20) доста

точно, чтобы условия (9.38) имели место при некоторых фиксированных 
*1» «1> 4> г1« Но тогда интегрируема система (9.20). Но тогда, в свою очередь, 
опять будут иметь место все условия (9.38) при любом интегрировании. 
Поэтому эти условия должны иметь место тождественно по всем аргу
ментам, хотя для проверки условий достаточно фиксировать какие-нибудь 
определенные , дифференцирования''. 

Если условие (9.38) не выполнено, то вырожденная функция (9.5) не бу
дет анаморфозируемой. 

Но возможно, что по формулам (9.34), (9.35) получаются тривиальные 
нулевые решения или формулы делаются неприменимыми. 

В первом случае уравнение неанаморфозируемо. 
В связи со второй возможностью сделаем несколько замечаний. Для 

практического применения условий ,,интегрируемости'' (9.38) полезно 
отметить, что второе выражение для щ в (9.38) получается из первого так: 
снижается на единицу показатель условной степени при индексе 4 в первом 
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множителе и увеличивается на едницу показатель условной степени 
при индексе 2 во втором множителе. 

Отсюда следует, что если первый множитель вовсе не зависит от %\, 
а второй от 22, то условие интегрируемости (9.38) заведомо выполняется. 

Мы сейчас увидим пример применения этого полезного для избавления 
от вычислений правила. 

Но, прежде всего, мы сделаем еще два простых, но важных замечания 
по поводу условного дифференцирования. 

Мы уже знаем, что это довольно неопределенная операция. Пусть 
имеем выражение 
(А) Фг\ (гх,г\,%\, . . . ) . 

Мы можем понимать эту ,,производную" и как 

(I) 0 ( 4 , 4 , ^ , . . . ) , 
т. е. без изменения индексов при г\, 8 = 1, 2, ..., и как 

(II) Ф (4,4+ 1.4+ 2, •••) 
т. е. с изменением всех индексов при %\, или даже еще более произвольным 
образом (изменение одних верхних индексов и оставление без изменения 
других). 

Этот произвол ограничен лишь некоторыми неравенствами, в условиях 
наличия которых выбор „дифференцирования" произволен. 

Сейчаешы приведем пример, когда при толковании (I) условия (9.38) 
теряют смысл и не дают ответа, а при толковании (II) получаем положи
тельное решение. 

Из упомянутого принципа относительно произвольного толкования 
условного дифференцирования вытекает не менее важный принцип за
мены в окончательных формулах значений функций от аргументов г*, 
г*, . . . , все показатели которых к, I, . . . , положительны (г$ мы считаем 
равным г* т. е. самой переменной г%) (или даже комбинаций таких зна
чение-произвольными постоянными С\, Сг, . . . или а, Ъ, с, Л, е, д, . . . , 
как у нас ниже. 

Так, если в результативной формуле присутствует, скажем, /1-2-3-
но сами аргументы г\, г|, %\ в нее не входят, то можем заменить /1-2-31 

на произвольную постоянную С и т. д., и даже любые функциональные 
комбинации от таких аргументов, лишь бы только не нарушались ограни
чения решения задачи. 

Так, поскольку речь идет, скажем, о решении проблемы анаморфозы 
функций (теорема 3 работы [6]), таким ограничением является нера
венство А{\ ф О или, что равносильно, А% ф 0. 

А. Н. Колмогорову принадлежит методологически важное своей явной 
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формой уточнение этой теоремы, сделанное при представлении в ДАН 
статьи автора [6] в 1952/53 году, заключающееся в том, что „Если задача (8) 
разрешима, то условия (4) и (5) выполняются при любых г\, для которых 

Отсюда следует, что, если при одном выборе „дифференцирования" 
(плохом) формулы, скажем, (9.38) делаются неприменимыми (обращение 
в бесконечность или неопределенность обеих частей условия „интегри
руемости" (9.38)), то надо взять другое „дифференцирование". 

Рассмотрим теперь пример 

(9.39) Р ЕЕ /х + /2 + Аз = 0. 

Сравнивая (9.5) и (9.39), получим 

(9.40) &2 =-= Л + /г, 412 = 1, <рг = 1, щ = Ъг. 

С помощью (9.35) и (9.36) найдем 

= (/--/!'): (Л*-/-*), 

= - ( Л - Л 0 :(Л»-Л-), 

= (/2 — М : (/21 — /2»)> 

= — (/г — /г0 : ( ^ — /г^). 

Легко убедиться, что формулы (9.34), (9.35) делаются неприменимыми 
при толковании производных в смысле (I), между тем как система (9.20) 
сохраняет смысл при й.2, 412, уз» определяемых формулами (9.40). 

Ясно, что непригодность формул (9.34), (9.35) произошла из-за того, 
что делаются непригодными уже уравнения (9.21) при выбранном нами 
толковании ,,производных" (II). 

В таких случаях надо решать систему (9.20) при других ,,дифференци
рованиях", но идейно, т. е. в принципе, тем же методом, как это сделано 
нами при решении системы (9.20), или же решать ее в каждом конкретном 
случае. 
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