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Mat. Čas. 25, 1975, No 1, 11—21 

СТРУКТУРНО УПОРЯДОЧЕННЫЕ ДИСТРИБУТИВНЫЕ 
О - ГРУППЫ С БАЗИСОМ 

ОНДРЕЙ ДРЕВЕНЯК ^ 0 1 Ж Г О В Е У Е ^ А К ) 

Частично упорядоченные группы с операторами изучались в работах 
Ч е р е м и с и н а [5], С м и р н о в а [9], [10] и С и л а д и [11]. Архимедовские 
частично упорядоченные О-группы изучал Е. Г а б о в и ч [12]. Понятие 
Л}-группы определил А. И. Ч е р е м и с и н [5]; ^П-группа является обоб­
щением понятия ^-группы и одновременно обобщением понятия -Р-кольца 
{Г. Б и р к г о ф , Р. С. П и р с [2]). К о н р а д [4] доказал, что /-группа, удовлет­
воряющая условию 

(V): каждое ограниченное дизъюнктное подмножество из О конечное, 
может быть сконструирована из линейно упорядоченных групп с помощью 
последовательности операций кардинальных сумм и лексикографических 
расширений ([4] теорема 6.1.). В этой статье обобщается выше приведенная 
теорема К о н р а д а для дистрибутивных ^.О-групп; одновременно обоб­
щается и теорема А. И. Ч е р е м и с и н а , касающаяся дистрибутивных 
^П-групп с конечным числом носителей. Докажем, что структурно 
упорядоченная дистрибутивная ^.О-группа О является дискретной ле­
ксикографической суммой линейно упорядоченных .С2-групп тогда и только 
тогда, если она удовлетворяет условию (Е). 

1. Основные понятия 

Припомним в начале основные определения (сравни К у р о ш [8], Ч е ­
р е м и с и н [5]). Пусть дана группа О (не обязательно коммутативная) 
записана аддитивно; ее нейтральный элемент обозначается 0. Пусть в мно­
жестве О дана система операторов О, причем каждый оператор со е И — аг­
арный, где п = п{со) ^ 1. 

Определение 1. Группа О называется 0,-группой, если операторы из _Л 
и групповая операция связаны следующим равенством для всех со е О 

00 . . . Осо =- 0, 

где левый элемент 0 стоит п-раз, п = п{со). 
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Сама исходная группа О называется аддитивной группой соответству­

ющей ^-группы. Подмножество Н ^-группы О называется ^-подгруппо^^ 

в О, если И является подгруппой аддитивной группы О и если // одно­

временно замкнута относительно всех операторов оэ е ^ . 

Определение 2. п-арный оператор со е ^ группы О называется дистри­
бутивным, если для любых элементов Ъ, а\, а2, . .., ап е О и для каждого г, 
(1 й ь й п) выполняется соотношение 

а\а2 . . . а[-\(а[ + Ъ)аь+\ . . . апсо = 

= а\а2 . . . апоо + а\а2 . . . а[-\Ъ(1[+\ . . . апсо. 

Если каждый оператор со е ^ дистрибутивен, то С7 называется дистри­
бутивной ^-группой. В дистрибутивной ^-группе очевидно 

Х\Х2 . . . Х[-\( Х[)Х[^\ . . . ХпСО = Х\Х2 . . . Х[-\Х[Х[+\ . . . хпсо. 

Определение 3. Пусть О является ^-группой. Предположим, что на О 
определено частичное упорядочение такое, что 

(а) а, Ъ, с, й е О, айЪ=>с-\-а-{-с1йс + Ъ-\-с1; 

(б) для каждого оператора со и каждого упорядоченного множества 

п = п(со) элементов Ой а[ е О имеет место неравенство 

а\а2 . . . апсо ^ 0 . 

Тогда О называется частично упорядоченной ^-группой. 
Частично упорядоченная ^-группа О, в которой любые два элемента 

а, Ъ сравнимы, называется линейно упорядоченной. Частично упорядо­

ченная ^-группа О называется структурно упорядоченной ^-группой, 

если она является структурой относительно своего частичного порядка. 

Структурно упорядоченные группы мы будем просто называть ?-группы. 

Определение 4. Структурно упорядоченная 0.-группа О называется П1>-
группой, если 

а А Ъ = 0 => х\х2 . . . Х[-\аХ[^\ . . . хпсо л Ъ = 0, 

всякий раз, когда со е ^ , а, Ъ е О, х\ ^ О (1 й ь й п = п(со)). 
Каждую структурно упорядоченную группу О можно считать дистри­

бутивной /^-группой (если (2 = 0). 

Определение 5. Подмножество Н дистрибутивной О.-группы называ­
ется идеалом 0.-группы О, если 

(1) Н является аддитивной подгруппой 0,-группы О; 
(2) — д + Ь + д е Н всякий раз, когда Тг е Н, д е О; 
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(3) д\д2 ... дг-\1ьд1+\ ... дпсо е II всякий раз, когда ш е й , Ъ е II, д\, 
<72, . . . , д п ^ 0 и 1 й 1 й п = п(со). 

Под разложением й-группы О по идеалу II будем понимать разложение 
аддитивной группы этой ^-группы по Н в качестве нормальной подгруппы. 

П р и м е ч а н и е 1. Множество Р(0) = {х е О : х ^ 0}, где О частично 
упорядоченная ^-группа, называется положительным конусом О. Легко 
проверяется, что 
1. Р содержит 0; 

2. Р не содержит никаких двух противоположных элементов из О, от­
личных от нуля; 

3. Р есть нормальная ^-подполугруппа в О, т. е. подмножество из О, 
замкнутое относительно сложения в О и операторов из ^ и допустимое 
относительно всех внутренних автоморфизмов аддитивной группы О. 

2. Прямые, кардинальные н лексикографические ^-суммы 

Пусть в ^-групIIе О данные ^-Iтодгруппы Вг, г е I. Обозначим В% ^-под-
группу, порожденную в С7 всеми В$, где } е I, $ Ф г. Следующее опре­
деление прямой суммы ^-групп отличается лишь формально от опреде­
ления, приведенного в [8], стр. 164. 

Определение С. ^-группа О является прямой суммой своих 0,-подгрупп 
Вг, ье1, если удовлетворено следующим условиям (а\), (<х.2) п ((3): 

(а1) Если г е I, а е Вг, Ъ е В[, то а + Ъ = Ъ + а, 

(ос2) Если (о 6 ^ , п = п((о), г е I, а\, а2, .. . ,ап е Вг, Ъ\, Ъ2, . . ., Ъп е Вг, 

потом 

(а\ + Ъ\)(а2 + Ъ2) . . . (ап + Ъп)о = а\а2 . . . ап(о + Ъ\Ъ2 . . . Ъп(о. 

(Р) Наждый элемент 0 ф а е О можно (с точностью до порядка сла­
гаемых) записать лишь одним способом в виде суммы ненулевых элементов, 
из которых всякий принадлежит к разным из данных ^-подгрупп, т. е. 

а = а\ + а2 + . . . + а^, 

где а\ е Вц, 1=1,2, ..., к; ц ф 1т для I Ф т. 
При том же обозначентш как в определении 6, элемент а\ называется 

компонентой элемента а в подгруппе Вц\ если ] ф {г\, г2, . . ., 4}, по­
ложим а$ = 0. Пишем также а\ = а[2?^]. 

Понятие кардинальной ^-суммы частично упорядоченных ^-групп 
и лексикографического расширения структурно упорядоченной ^-группы 
ввел Ч е р е м н с и н [5]. 
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Определение 7. Частично упорядоченная О-группа О называется кар­

динальной О-суммой частично упорядоченных О-подгрупп Вг (ь е I) (сим­

волично О = 2 © Вг), если: 

(1) О-группа О — прямая сумма 0,-подгрупп В^ъ е I); 
(2) Р(0) состоит из есех тех элементов а е О, для которых имеет места 

а[Вг] е Р(Вг) для всех I 6 I. 
Кардинальную О-сумму О конечного числа частично упорядоченых 

.О-подгрупп В\, В%, •.., Вп будем записывать 

о = в±® в2® ... ® вп. 

Определение 8. Структурно упорядоченная О-группа О называется 
лексикографическим расширением структурно упорядоченной О-группы II, 
если: 
1. II — 1-идеал в О.-группе (?, 
2. О-фактор-группа О/Н линейно упорядоченная, 
3. каждый положительный элемент, принадлежащий О — II, больше 

каждого элемента из II. 

Если выполнены условия из предыдущего определения, потом обо­
значим О = ( I I ) . Говорим, что лексикографическое расширение О = II 
является не тривиальным, когда О Ф II. Всякая линейно упорядоченная 
группа О ф {0} является не тривиальным лексикографическим расши­
рением (можем писать О = <{0}>). 

Следующее определение дискретной лексикографической суммы линейно 
упорядоченных О-групп аналогично с определением дискретной лексико­
графической суммы линейно упорядоченных групп, введенной К о н р а ­
дом [4]. 

Определение 9. Структурно упорядоченная дистрибутивная ГО-группа 
О называется дискретной лексикографической суммой линейно упорядо­
ченных 0,-подгрупп С\ (уеГ), если существует последовательность Сп 

(п = 1, 2, . . .) 1-идеалов О-группы О такая, что 

(0 С 1 с С2 с . . . , у С» = ©, 

(и) С1 = 2® с\, 
уеГ 

(Ш) дляп > 1, С" = 2 © су, 

где каждая С" — выпуклая О-подгруппа О-группы С7, причем Съ

у — не­
тривиальное лексикографическое расширение конечной кардинальной О-сум-
мы двух или больше компонент Ср *, или Сп равно некоторому Ср г. 
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В дальнейшем будем считать, что О является дистрибутивной струк­
турно упорядоченной ^0-группой. :0-подгруппу В в (?, которая является 
одновременно подструктурой в О, будем называть Ю-подгруппой .в О. 
Элементы ах е О называются дизъюнктными, если они строго положитель­
ны и аг А а$ = 0 для г Ф ^. Для х е (?, А <= О будем писать х А А = О, 
если \х\ А \а\ = 0 для каждого а е А. Для А <= О поставим А6 = {х е 
е О : \х\ А \а\ = 0 для каждого а е А}. Множества А, В <~ О непересека­
ющиеся, если А ^ В6. Система множеств Л дизъюнктная, если любые 
два множества А, В еЛ непересекающиеся. Л является максимальной 
дизъюнктной системой, если Л не собственное подмножество ни одной 
дизъюнктной системы. 

Лезша 1. Пусть со е О, 61,62, . • •, Ъп е Р(0). Предположим, что хотя 
бы два из элементов Ъ±, &2, . . ., Ъп дизъюнктны; тогда Ъфъ . . . Ъпсо = 0. 

Доказательство. Пусть I, ^ е {1, 2, . . . , п}, г ф ,?, Ъ\ А Ъ$ = 0. Положим 

1̂̂ 2 . . . Ъпсо = х. Из определения .УП-группы вытекает х А Ъ] = 0 и из 

этого равенства следует х А Ъ\Ъ% . . . Ъпсо = 0, т. е. х = х А Х = 0. 

Лемма 2. Пусть со е I}, Ъ±, Ъ%, . . . , Ъп е О. Если для некоторых двух 
элементов 6$, Ъ3- имеет место \Ъг\ А |Ь;| = 0, (ь Ф ^), тогда Ъф^ . . . Ъпсо = 
= 0. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть д — любой элемент из О. Если обозначим 
д+ = д у 0 и д- = — (д А 0), то д = д+ — д~. Элемент 6162 . . . Ъпсо мо­
жем выразить следующим образом 

ЪХЪ2 ...Ъпсо= (Ь+ — ЪгЩ — Ъ2) . . . (6+ — Ъп)со. 

На основании дистрибутивности оператора со — элемент &1&2 . . . Ъпсо 

равен сумме элементов вида 

(*) (—1)*Ь5,1)Ь(

2

в1) . . . Ъ(*п)со, 

где вг е { + , — } и Тс — число тех элементов в выражении (*), которые 
равны символу — . Из предположения \Ъг\ А \Ъ]\ = 0 вытекает Ъ\ег) А 

Ъ(^ = 0. Потому по лемме 1 

Ъ™Ь$ш) . . . Ъ^со = 0, 

ПОТОМ II Ъ\Ъ2 . . . ЪпСО = 0 . 

Лемма 3. Пусть А является такой 1-подгруппой в Ст, -гто для каждого 
со е О. и для каждого а\, а2, . . ., ап е Р(А) имеет место а±а2 . . . апсо е А. 
Тогда А является 0,-подгруппой в О. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Ьт, Ь2, . . ., Ъп е А. Подобно лемме 2 эле-
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мент Ъфъ . . . Ъпсо равен сумме элементов вида (*). По предположению 
леммы 

Ъ™Ъ™ . . . Ь^О) Е А . 

Потом и элементы вида (*) принадлежат А и следовательно Ъф* . . . Ъпсо е 
Е А. 

Пусть {Ву} (у е Г) — дизъюнктная система выпуклых /-подгрупп /-груп-
пы Ст. Для ос е Г обозначим Ва /-подгруппу порожденную в О множеством 
и Д я , где р ф а. Тогда имеет место: 

Лемма 4. х л у = О для каждого О ^ х е Вгх и каждого О ^ у е ВЛ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Возьмем любые 0 < х е В^, О < у е 1?^. Элемент х 

можем выразить в виде 

X = Х01 + Хр2 + . . . + х0п, 

где 0 й % е 5 ^ ; /?* Ф а, /?г- е Г. Так как /-подгруппы /2^ и ВЛ дизъ­
юнктны, имеет место хр(- л ?/ = 0 и из этого следует (сравни [6], стр. 105) 
.я л у = 0. 

Теорема 1. Если {Ву} (у е Г) — дизъюнктная система выпуклых Ш-под-

групп дистрибутивной структурно упорядоченной 141-группы О и если 

1-подгруппа В порожденная объединением ВУ: то В является 0,-подгруппой 

в О причем она равна кардинальной &-сумме этих Ш-подгрупп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , (а) Пусть В /-подгруппа структурно упорядоченной 
^.О-группы 6г, порожденная объединением Ю-подгрупп Ву. По [4] (теоре­
мы 2.1) /-группа В является кардинальной суммой /-подгрупп Ву. До­
кажем, что В является Ш-подгруппой в О. Пусть ш е Й, 0 ^ ^ е 5 (1 ^ 
<; I ^ п = п(оз)). Существует конечное подмножество {71, у>, . • ., ут} с 

<= Г такое, что каждое Ъ{ еВ обладает записью вида 

где 0 ^ Ъут е Ву . Поставим х = Ъф^ . . . Ъпсо. По дистрибутивности опе­
ратора со мы получаем: элемент х можно выразить в виде суммы элементов 

y = ьàiÄ) • • • K0 ico. 

где а(1), а(2), . . ., ос(п) е {71, 72, . . ., Ут). Если существует 7; е {71, у2, 
. . ., ут} такое, что {6*(1), Ь*(2), . . ., Ъ"а{п)} с В у то у е ВУ} с Д и сле­
довательно у ^ О . Если в множестве {&«(1), Ь^)? • • • ? КОФ встречаются 
хотя бы два ненулевых элемента из разных Ву^ то согласно лемме 1 имеет 
место у = 0. Значит, элемент х принадлежит В. Из леммы 3 дальше сле­
дует, что В является О-подгруппой в О. 

(б) Обозначим Ву /-подгруппу порожденную в В всеми ВУ) для 7; Ф У, 
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которая согласно (а) является Ю-подгруппой в О. Если мы хотим дока­

зать, что В = 2 © Ву, достаточно проверить условие (аг) из определения 
уеГ 

прямой 12-суммы. Пусть со е й , п = п(со), у Е I7, а±, а%, . .., ап е Ву\ 
61,62, • • • - Ъп е Ву. На основании дистрибутивности оператора со и из 
лемм 4,1 и 2 получим 

(01 + &1)(а2 + 62) . . . (а* + 6я)а) = 

= #1^2 • • • #гай> + 6162 . . . ЪпСО . 

Значит, условие (а2) выполнено и В является прямой суммой .О-подгрупи 

Ву. 

3. Базис в структурно упорядоченной дистрибутивной ^И-групне 

Элемент 8 е О называется базисным, если 0 < 5 и множество {х е О : 
: 0 < х ^ з} является цепью. Подмножество $ <= (? является базисом 
в С?, если оно максимальным дизъюнктным подмножеством О и каждое 
«5 Е $ является базисным элементом. Пусть 8 = {0 < ау : у е Г} явля­
ется базисом структурно упорядоченной ^О-группы О. Пусть для каж­
дого у е Г Ау — выпуклая структурно упорядоченная подгруппа в С7, 
порожденная элементом ау. Так как интервал [0, ау] — цепь, то Ау явля­
ется линейно упорядоченной группой ( К о н р а д [4], лемма 2.1). Каждая 
такая линейно упорядоченная подгруппа Ау содержится в максимальной 
выпуклой цепи из О; последнюю обозначим Ау. Положим М = {Ау} 
(у Е Г). Следующая лемма дает конструктивное описание /-подгруппы Ау. 

Лемма 5. Ау = {ау}
дд для каждого ау е 8. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть уеГ. Обозначим {ау}
дб = А. Докажем 

сначала, что А <= Ау. Потому что Ау с: А, достаточно доказать, что А 
является выпуклой линейно упорядоченной /-подгруппой /-группы О. 
Согласно [6], теорема 12 (стр. 119) А является выпуклой /-подгруппой в О. 
Нужно еще доказать, что А линейно упорядоченная /-подгруппа, т. е., 
для любого 0 < #, у Е А справедливо х л у > 0. Исходя из противного, 
предположим, что в А существуют элементы х > 0, у > 0 такие, что 
х л у = 0. Согласно предположению ау является базисным элементом 
в О. Из неравенств 0 ^ х л ау <; а у , 0 ^ у л ау ^ ау следует х л ау й 
^ у ау или х л ау ^ у / ау. Если имеет место первая возможность, то 

х л (х л ау) й оо л (у А ау). 

Так как х л у = 0, мы имеем 

0 ^ х А ау й 0 л ау = 0, 
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и следовательно х л ау = 0. Тогда х е {ау}
6 и согласно предположению 

хеА, и поэтому х = 0, что является противоречием. Доказательство 
для второй возможности аналогично. 

Теперь покажем, что А является максимальной выпуклой линейно 
упорядоченной /-подгруппой в О такой, что А® <= А. Пусть В является 
любой выпуклой линейно упорядоченной /-подгруппой в О такой, что 
А°у <-= В. Мы хотим доказать, что В с: А. Пусть 0 < Ъ е В. Предположим, 
что Ъ ф А. Таким образом существует 0 < с е {ау}

д такое, что имеет место 

с А Ъ = С\ > 0. 

Так как 0 < с± й с, 0 < с\ ^ Ъ из выпуклости множеств {ау}
6, В полу­

чим с\ е {ау}6, с\ 6 В. Так как ау е А, а л ау = 0 и ау е А°у <= В, полу­
чается противоречие с линейной упорядоченностью В. Таким образом 
мы доказали, что Ъ е А и следовательно Р(В) <= А. Потом — Р(В) <= А, 
Р(В) и (—Р(В)) = В <= А. Из этого следует Ау с: А, и следовательно 
-Г1 Л.у . 

В качестве непосредственного следствия из леммы 5 получаем: 

Лемма 6. Для каждого у е Г имеет место (Ау)
6д = Ау. 

Лемма 7. Л является максимальной дизъюнктной системой выпуклых 

1-подгрупп в О. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно [4], Лемма 3.1, система Л дизъюнктная. 
Пусть 0 < д е О. Так как /5 — базис в (?, существует у е Г так, что ау л д > 
> 0. Потому что ау е Ау, Л является максимальной дизъюнктной сис­
темой в О. 

Лемма 8. Если X — максимальная выпуклая линейно упорядоченная 

1-под группа в О, то X е Л. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . В силу леммы 7 существует уеГ такое, что Ау 

и X не дизъюнктны. Согласно [4] Леммы 3.1 имеет место X <= Ау или 
Ау с X. Из максимальности цепей Ау и X получаем Ау = X. 

Лемма 9. Для каждого уо е Г справедливо следующее утверждение: 
Р(Ауо) — множество всех элементов х е Р(0) дизъюнктных со всеми эле­
ментами у е Р(Ау) для каждого у е Г, у Ф уо. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть х е Р(Ау0). Так как по лемме 7 ,// есть 
дизъюнктная система, имеет место х А у = 0 для каждого у е Р(Ау) 
и каждого у е Г, у Ф уо. Обратно, пусть элемент х е Р(0) дизъюнктный 
со всеми элементами у Е Р(АУ) ДЛЯ у Ф уо. Докажем, что [0, х] является 
цепью. Предполояшм противное, пусть [0, х~] не является цепью. Тогда 
существуют несравнимые элементы а, Ъ е [0, х]. Положим 



а± = а — а л Ъ, Ъ\ = Ъ — а л Ъ. 

Имеет место а± > О, Ъ± > 0, а± л &1 = 0. 

По предположению имеет место х л ау = 0 для каждого у Ф уо; это 
влечет ах л ау = 0, Ъ\ л ау = 0 для у ф уо. Поскольку $ является базисом 
необходимо 

аг = а± л ауо > 0, &2 = 61 л ауо > 0 . 

Элементы а2, 62 несравнимы и принадлежат Ауо, что является противо­
речием. Значит, [0, х] является цепью. Согласно лемме 3.1. ( К о н р а д [4]), 
существует максимальная выпуклая линейно упорядоченная ^-подгруппа 
X с: С?7 такая, что [0, х] <= X. По предположению и в силу леммы 8, 
X = Ауо. Таким образом доказано, что хе Ауо. 

Лемма 10. Пустъ {Ву} (у е А ) система выпуклых 1-подгрупп в С?, удов­
летворяющая условию: 

(с1) для каждого у е Го имеет место Р(ВУ) = {х е Р(0) : х л Р (5<?) = О 

для всех д Ф у в Го}-
Тогда каждое Ву является 0,-подгруппой в О. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть со е :0, 61,62, •. •, Ъп е Р(ВУ), Ъ е Р(В#) (уу 

д е Го). Для любого Ъ% имеет место 6* л 6 = 0 для каждого 6 е Р(Вб) и каж­
дого (5 ф у. Из определения ^О-группы 6? следует 6162 . . . Ъпсо л Ъ = 0 
для каждого 6 е Р(В#) и каждого д Ф у. Потом в силу условия (й) эле­
мент 6162 . . . Ъпсо принадлежит Р(ВУ). Дальше по лемме 3 Ву является 
П-подгруппой в О. 

Лемма 11 . Каждое Ау является ^-подгруппой в О. 
Утверждение вытекает из леммы 9 и леммы 10. 

Теорема 2. Структурно упорядоченная дистрибутивная ГО.-группа С? 
является дискретной лексикографической суммой линейно упорядоченных 
0,-подгрупп тогда и только тогда, когда она удовлетворяет условию (Е). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Предположим, что ^П-группа является дискретной 
лексикографической суммой линейно упорядоченных .О-групп Ау (у е Г). 
Тогда, очевидно, каждый положительный элемент из О больше самого 
конечного числа дизъюнктных элементов, и следовательно, О удовлет­
воряет (V). Обратно, пусть для структурно упорядоченной дистрибутив­
ной ^_Л-группы 6г имеет место (Е). Тогда согласно [4], О как /-группа 
является дискретной лексикографической суммой линейно упорядочен­
ных групп Ау (у е Г). Будем пользоваться обозначением из [4] (доказа­
тельство теоремы 6.1.). Пусть Ву такие, как в [4]. В силу леммы 10 все 
Ву являются :0-подгруппами в 6 , так как они удовлетворяют условию 
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((1). Согласно теореме 1 все Сп являются О-подгруппами в С и тогда по 
определению дискретной лексикографической суммы имеет место, что О 
является дискретной лексикографической суммой .О-подгрупп Ау. 

В случае, когда множество операторов С. пусто, теорема 2 редуцируется 
на теорему 6.1 ( К о н р а д [4]). 

Положительные элементы структурно упорядоченной группы О можно 
разбить на непересекающиеся классы относительно ортогональности сле­
дующим образом. Два положительных элемента х, у е О полагаем в один 
класс тогда и только тогда, когда {х}6 = {у}6. Эти классы называются 
носителями. Понятие носителя ввел П. Ж а ф ф а р в [7]. Пусть {хг} (г е I) 
является дизъюнктным подмножеством ?-группы О и для каждого Х[ 
пусть х^ является соответственным носителем. Тогда для ъ,]е1, г + *̂ 
имеет место #Л Ф х^. Из этого следует: если О имеет только конечное 
число носителей, то каждое дизъюнктное подмножество в О конечное. 
Обратно, если каждое дизъюнктное подмножество в О конечное, то О 
имеет лишь конечное число носителей. В качестве следствия из теоремы 2 
получим: 

Следствие 1. (А. И. Ч е р е м и с и н [5], теорема 1). Дистрибутивная 
РО^-группа О тогда и только тогда имеет конечное число носителей, когда 
она может быть получена из конечного числа линейно упорядоченных 
дистрибутивных 0,-групп поочередным применением операций кардиналь­
ной суммы и лексикографического расширения. 

В случае, когда множество операторов О. пусто, следствие 1 совпадает 
с теоремой К о н р а д а в [3] (сравин тоже [6], теорему 14, стр. 126). 

Структурно упорядоченное кольцо В называется функциональным 
(пли, короче, ^-кольцом) (см. [6], гл. IX, §2), если для любых а, Ъ, х е В 

а А Ъ = 0 и х^О^>ахАЪ = хаАЪ = 0. 

^-кольцо можно считать структурно упорядоченной ^П-группой с мно­
жеством унарных операторов .0 = .Ох и ^2, где ^ — множество всех 
операторов вида со] (с е Р(В)), причем асо] = ас для каждого а е I?, п 
Из — множество всех операторов со^ (с е Р(В)), причем асо\ = са для 
каждого аеВ. Так как каждый элемент се В можно выразить в виде 
с = с\ — С2, где С1, Сг е Р(В), каждая ^-подгруппа в В является под-
кольцом кольца В. Из следствия 1, значит, получаем: 

Следствие 2. (А. И . Ч е р е м и с и н [5], теорема 2.) Р-кольцо тогда и толь­
ко тогда имеет конечное число носителей, когда О может быть получено 
из конечного числа линейно упорядоченных колец поочередным применением 
операций кардинальной суммы и лексикографического расширения. 
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