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MATHEMATICA SLOVACA
VOLUME 26 1976 NUMBER 2

FASTIDEALE IN VOLLSTANDIG
0-EINFACHEN HALBGRUPPEN

HELMUT JURGENSEN

In [3, 4] behandelte Verbeek die Grundlagen einer Erweiterungstheorie fur
Halbgruppen und definierte und untersuchte insbesondere die Vereinigungs-
erweiterungen, die sich in sehr naturlicher Weise als Verallgemeinerung der
Idealerweiterungen ergeben. Es liegt nahe zu fragen, wie weit sich diese Ideen
dazu verwenden lassen, den Einfachheitsbegriff fiir Halbgruppen so zu modi-
fizieren, dafl die Klasse der ,,einfachen‘ Halbgruppen wesentlich verkleinert
wird. Zu diesem Zweck haben wir in [2] den Begriff des Fastideals eingefiihrt.
Fastideale bestimmen gerade — analog zur Funktion der Ideale bei der
Rees Faktorisierung — die zu den Vereinigungserweiterungen gehorigen
Homomorphismen. In der vorliegenden Arbeit, untersuchen wir, unter welchen
Bedingungen vollstindig [0]-einfache Halbgruppen echte Fastideale besitzen
konnen. Es zeigt sich, daBl dies nur unter sehr restriktiven Voraussetzungen
moglich ist. Man kann dieses Ergebnis z. B. im endlichen Falle so interpre-
tieren, dal} sich nur selten eine einfache oder 0-einfache Halbgruppe als echte
Vereinigungserweiterung gewinnen lait; fast jede endliche [0]-einfache Halb-
gruppe (d. h. ohne Ideale) ist auch fasteinfach (d. h. ohne Fastideale).

Wir setzen die Terminologie, Ergebnisse und teilweise auch die Notation
von [1] voraus und wollen nur die aus [2, 3, 4] benotigten Begriffe einfithren:

1. Definition [3, 4]. 4, S, E seien Halbgruppen, i ein idempotentes Element
von S. E heifit Vereinigungserweiterung von A mit S beziiglich i, wenn E einer
Halbgruppe E' mit Multiplikation -+ isomorph ist, fiir die gilt:

) E=A4uv (S \9),
(2) Va,be A,Vs,t €S \1:

a-+b=ab = st, falls st + 1,
o+t {eA, falls st = i,

= 18, falls ¢s =% ¢, = si, falls st + 2,
a+8{eA, falls is — 4, 8+a{eA, falls si = i-
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2. Definition [2]. E sei eine Halbgruppe, A = E. A heifit Rechtsfastideal
(Linksfastideal), falls gilt:

(1) A st Unterhalbgruppe von E.

(2) FiralleecE \ A ist Ae = A oder |Ae| =1
(ed = A oder |eA| = 1).

A heifit Fastideal, falls A Rechtsfastideal und Linksfastideal ist.
Es gilt

3. Satz [2]. E ist genaw dann Vereinigungserweiterung von A mit S beziiglich
1, wenn B ein zu A isomorphes Fastideal A’ besitzt und es einen Homomorphismus
fvon E auf S gibt, so dafs flp 4 bijektiv und A'f = i ist.

In Analogie zur Reesfaktorisierung nach Idealen kann man also die Falto-
risierung nach Fastidealen folgendermaflen einfithren: Falls £ Halbgruppe
und A4 Fastideal von % ist, sei #\4 :— (F'\ 4) W ¢ mit der Multiplikation

t, fallsaxyed,

: Ty = {xy, falls xy ¢ A,

T 1, falls x4 < A,
TV Tz falls s e wd ¢ 4,

Pi—
P La— i, falls Az = A4,
T falls s e da & A,

fur alle %, y €/ \ A. Mit leichten Modifikationen gelten die iiblichen Iso-
morphiesitze [2].

Mit dem folgenden Satz charakterisieren wir die Fastideale in vollstandig
0-einfachen Halbgruppen.

4. Satz. S set eine vollstindig 0-einfache Halbgruppe, U eine Teilmenge von S
U st genaw dann ein Fastideal von S, wenn eine der folgenden Aussagen erfiillt ist :

1) U ist trwmle Untergruppe.

4) 8 \ 0 ist Links-0-Halbgruppe, U = S \ 0.

(1)

U

(3) S ist nullfezlerfrm, U-—-=8\o0.

(4)

(5) S \ 0 4st Rechts-0-Halbgruppe, U = S \ 0.

Beweis: Wir zeigen zunichst, dafl die Bedingungen jeweils hinreichen
Fur (1) und (2) ist das trivial. Fir (3) ist S \ U = 0 und [0U 1 Uo
also U Fastideal. Aus (4) folgt sU s fir alle s e S und U(S |\ 0) = U; dymit
ist U Fastideal. (5) ergibt sich dual.

Zum Beweis, dal die Bedingungen notwendig sind, sei U| = 1und U S
vorausgesetzt. Dann gilt einer der folgenden Fille:

(i) 0eU.
@) o¢U,SUVUS<c Uuvo.
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(iii) 0¢ U, US< UV 0,358 \U:sU & U 1 sU + 0.

(iv) 0¢ U, SU< UVO0,3se8 \U:Us & U Us = 0.

(v) 0¢U,3seS \U:sU € U asU #* 0,
3eS\U:Ut £ UnrUt +0.

Wir behandeln die Falle der Reihe nach:

(i) Seis e S \ U. Dann ist 0 = s0 e sU N U, also sU < U. Daher ist U Links-
ideal. Mit der dualen Aussage folgt, dal U Ideal ist. Daher mul U = 0 oder
U = 8 im Widerspruch zu den Voraussetzungen gelten. (i) ist also nicht mog-
lich.

(i) U U 0 ist Ideal von S. Wegen U + 0 mufl S = U U 0 gelten. Wegen
U%8ist U=8\0. Da U Unterhalbgruppe ist, ist § nullteilerfrei, also U
einfach. Es folgt (3).

Fiir die restlichen Falle benotigen wir

5. Lemma. 8 sei eine vollstindig 0-einfache Halbgruppe, U eine Unterhalb-
gruppe mit 0 ¢ U. Fiir ein s € S gelte |sU| = 1 und sU % 0. Dann ist U idem-
potent und liegt ganz in einer F-Klasse von S.

Beweis: Fir z e U gilt wegen sU =+ 0: st € Rs N Ly. Wegen [sU| — 1
folgt U = L,. Die Abbildung z > sz ist eine Bijektion von R, auf R;; = R;,
die die #-Klassen erhilt. Fiir y € S muf3 also |[U N Hy| < 1 gelten. Sei
Un Hy + 0. Falls Hz = 0 ist, folgt aus U2 < U, daBl im Widerspruch zur
Voraussetzung 0 € U gilt. Es mul} also H, = H,, d.h. H, Gruppe sein.
Wegen U2 < U folgt dann U N Hy = {1g,}. U ist also idempotent.
Fortsetzung des Beweises von Satz 4:

(iii) U ist wegen Lemma 5 idempotent und liegt ganz in einer #-Klasse von 8.
Sei z € U. Fir die o#-Klasse H; gilt dann H, < UH, <US < U U 0. Wegen
0 ¢ H, folgt Hy = U, also |H,| = 1; simtliche s#-Klassen von S sind daher
einelementig. Sei s €8 \ 0 und R; = R;. Dann liegt in Bs N Ly = H; ein
idempotentes Element, nimlich x, und daher ist xs € Bz N Ly = Hs & H,,
also zs = s. Wegen US = U U 0 folgt s = s € U, damit U = L. S kann also
nur die #-Klassen L; = 8§ \ 0 und Ly = 0 besitzen. § ist daher links-0-ein-
fach; dann ist L, linkseinfache Unterhalbgruppe und alle Elemente von Ly
sind idempotent. Es folgt (4).

(iv) Dual zu (iii) folgt (5).

(v) Nach Lemma 5 liegt U ganz in einer #-Klasse, nach dem Dualen ganz
in einer #-Klasse von S, also ganz in einer J#-Klasse. Da U idempotent ist,
folgt |U| = 1, was nach Voraussetzung nicht méglich ist.

6. Korollar. S sei eine vollstindig einfache Halbgruppe, U eine Teilmenge von
S. U ist genau dann ein Fastideal von S, wenn eine der folgenden Aussagen er-
Sallt ist:



(1) U st triviale Untergruppe.
2 U =8&.

(3) S ist Links-0-Halbgruppe.
(4) S ist Rechts-0-Halbgruppe.
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