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KOORDINATISATION AFFINER EBENEN
MIT HOMOMORPHISMUS

FRANTISEK MACHALA

Der Autor definierte in seiner Arbeit ,,Erweiterte lokale Terndrringe* [7] lokale
Ternidrringe und erweiterte lokale Ternarringe, in der Arbeit ,,Koordinatisation
projektiver Ebenen mit Homomorphismus* [8] verwendet er diese Strukturen zur
Koordinatisation projektiver Ebenen mit Homomorphismus [5].

In der vorliegenden Arbeit wird die Koordinatisation affiner Ebenen mit
Homomorphismus durch lokale Ternirringe durchgefiihrt, wobei sich der in [7]
aufgestellte algebraische Apparat auswirkt. Nach Definition 8 wird der, bestimm-
ter Bedingung geniigende lokale Ternérring 7= (R, ), &/-zuldssig genannt. Der
affine lokale Ternirring 9 =(R, ¢, t,) ist ein lokaler Ternirring, an dem eine
partielle Terniroperation ¢, eingefiihrt wird (Definition 9). Im Satz 6 wird gezeigt,
daB sich auf der Menge R von Punkten einer beliebigen Geraden in affiner Ebene
mit Homomorphismus eine Terndroperation ¢ und eine partielle Ternaroperation
t, konstuieren lassen, wobei J =(R, ¢, ) ein affiner lokaler Ternirring ist.
Umgekehrt 148t sich mit beliebigem affinen lokalen Ternarring eine affine Ebene
mit Homomorphismus konstruieren.

Im zweiten Teil dieser Arbeit werden R-zuléssige affine Ebenen mit Homomor-
phismus definiert (Definition 12) und es wird gezeigt, daB sich genau diese mit
Hilfe der «/-zuldssigen lokalen Ternérringe koordinatisieren lassen, d.h. mit Hilfe
der Strukturen, an denen nur eine einzige Terndroperation definiert ist. Jede affine
Ebene ist ®-zuldssig una jede desargeuessche affine Ebene mit Homomorphismus
ist ebenso R-zuldssig (Bemerkung 6 und [5]).

In [1] und [2] werden affine H-Ebenen [4] koordinatisiert, die einen Spezialfall
affiner Ebenen mit Homomorphismus bilden.

I

Definition 1. Ein Ternirring T ist ein Paar (R, t), wo R eine Menge, t eine
Terndroperation iiber R sind, wobeil folgende Bedingungen K,, K, gelten:

K,. Es existiecren Elemente o,1€R, o#1 mit (o, a,b)=1t(a,o0,b)=0>,
t(l,a,0)=t(a,1,0)=a Va, beR.
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K.. Fiir beliebige a. b. c € R existiert gerade ein Element x € R (kurz 3' xe R).
sodaB c=1t(a.b. x).

Definition 2. Ein Ternarring T = (R, t) ist ein Ternarkorper. falls fir beliebige a.
b.c.deR mit a¥c gilt:

K.. 3! xeR, t(x. a. b)y=1(x, c. d).
Ki. 3! (x, y)eRXR. b=t(a, x. v), d=1t(c. x. v).

Definition 3. Es sefen T,=(R,. t,). T.=(R., t.) Terndrringe. Dic Abbildung ¢
der Menge R, auf die Menge R, heit ein Epimorphismus des Ternérringes T, auf
T., falls [t(a. b.c)|* =t(a". b* c") Va, b. ce R gilt. Ein Epimorphismus ¢ ist
ein Isomorphismus, falls @ eine bijektive Abbildung der Menge R, auf R. ist.

Definition 4. Es secien T=(R, 1) ein Ternarring und R, cine Teilmenge aus R.

Setzen wir a@r=1t(1,a.r) Ye R YreR.. R, ist ein Ideal des Ternirringes T.
wenn folgendes gilt :

(i) oeR,
(i1) Falls b=a@®r ist, so existiert ein r' e R mit a=b@®r'.
(iii) Es seiena, b,ceR: r, r., rie R,. Dann existiert ein r' € R, mit t(a®r.,
b®r., cOr)=tla.b,c)PDr'.

(iv) Gilt t(a, b, x")=1t(a, b, x)PDr, so existiert ein r' e R, mit x'=x@r'.

Satz 1. Es sei R,, R,# R ein Ideal des Ternarringes T=(R.t). Setzen wir
a={a®r|reR,} und R/R,={dlae R}, so ist R/R, eine Zerlegung der Menge

R. Setzen wir weitert'(a, b, ¢)=t(a, b, c)Va, b, ce R/R,, soistt' eine Ternar-
operation tiber R/R,, und T' =(R/R., t') bildet einen Ternarring. Die Abbildung
@: a—a Vae R ist ein Epimorphismus des Terndrringes T auf T’

Zum Beweis siche Beweise von Sitzen 3, 4, 5 [7].

Satz 2. Es sei @ ein Epimorphismus des Ternarringes T,=(R,, t;) auf den
Ternarring T.=(R., t,). Dann ist R,={a€R| a" =0"} ein Ideal in T,, R,+ R,
und Terndrringe T' =(R,/R,, t') T, sind isomorph.

Zum Beweis siehe den Beweis des Satzes 5, [7].

Definition 5. Es sei T=(R, t) ein Ternarring und R,, R,# R ein Ideal in T. Im

Satz 1 beschriebener Ternirring T' =(R/R., t') heiBt ein durch das Ideal R,
bestimmter Restklassen-Ternarring.

Definition 6. Es sei R,, R,# R ein Ideal des Ternarringes T=(R,t) und
T'=(R/R,, t') ein durch dieses Ideal bestimmter Restklassen-Ternarring. Das
Ideal R, ist vollstandig, wenn fiir beliebige Elemente a, b, ¢, de R, a+ ¢ gilt:

Ki. (a) 3! xeR, t(x, a, b)=1t(x, c, d).

(b) Falls t'(%,d, b)=1t'(x, ¢, d) und gleichzeitig t'(x', a, b)=1t'(x', ¢, d) ist,
dann folgt x =x'.
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Ki. (a) 3! (x,y)eRXR, b=1t(a, x,y), d=t(c, x, y).

(b) Falls 6=rt'(a,x,y), d=t(¢, %, y) und gleichzeitig b=1t'(a,x',y'),
d=1t'(¢, X', y') ist, dann folgt X' =%, y' = y.

Satz 3. Falls R, ein volistandiges Ideal des Ternarringes T= (R, t) ist, so bildet

der Restklassen-Ternarring T' =(R/R.,, t') einen Ternarkorper.
Zum Beweis siehe den Beweis des Satzes 7, [7].

f,
};I

Definition 7. Ein Ternérring, der ein vollstandiges Ideal enthalt, ist ein lokaler
Ternarring.

Definition 8. Ein lokaler Terndrring T = (R, t) mit volistindigem Ideal R, ist
~-zulassig, falls fiir beliebige Elemente a, b, de R, c€ R, ein einziges Paar
(x. y)€ R X R derart existiert, daB y =t(x, a, b), x=t(y, c, d) gilt.

Definition 9. Es seien T=(R, t) ein lokaler Ternarring mit volistindigem Ideal
R, und T"=(R/R,, t') ein durch das Ideal R, bestimmter Restklassen-Terndrring.
Unter einem affinen lokalen Ternarring versteht man das Tripel 7= (R, t, 1,).
Dabei t, ist eine Abbildung der Menge RX R,XR in R mit folgenden
Beziehungen:

(1) t(a,b,c)ec Va, ce R VbeR, wo ¢e R/R,.

(2) Va,deR VbeR, 3! ceR, d=1t(a,b, c).

(3) Va, b, ¢, deR wo a=¢, b#d 3! (x,y)eR.XR, a=t(b,x,y),
c=H(d, x,y).

(4) Va, b, deR VceR, 3! (x,y)eRXR, y=t(x,a,b), x=t(y, c, d).

Satz4.1. I =(R, t, t,) sei ein affiner lokaler Ternarring und R, ein vollstindiges
Idealin T=(R, ¢t). Giltt,(a, b, c)= =t(a, b, c)Va,ce R Vb € R,, so ist der lokale
Ternarring T A-zulissig.

2. Ein lokaler Ternarring T=(R, t) mit vollstindigem Ideal R, sei s{-zuldssig.
Werde mit ¢, die Restriktion der Terndroperation t auf die Menge R X R, X R
bezeichnet, dann stellt I = (R, t, t,) einen affinen lokalen Terndrring dar.

Beweis. 1. Da #(a, b, c)=1t(a, b, c) Va, c € R Vb € R, gilt, existiert gemaf (4)
aus Definition 9 fiir Elemente a, b, d € R, c € R, gerade ein Paar (x, y)€ R X R so,
- daB y=t(x, a, b), x=1t(y, ¢, d): Dann ist nach Definition 8 der lokale Ternirring
T of-zuldssig.

2. Bezeichnen wir mit 7" =(R/R,, t') den durch das Ideal R, bestimmten
Restklassen-Ternarring. Nach Satz 1 bildet die Abbildung a—a mit aeR,
d € R/R, einen Homomorphismus des lekalen Ternirringes 7 auf 7' und nach

Satz3 ist T' ein Terndrkorper. Somit gilt (a, b,c)=t'(a, b, ¢)=
=t'(a,o0,¢)=¢ fir beliebige a, ceR, beR, und daraus folgt
t(a, b, c)=t(a, b, c)eé. Damit ist die Forderung (1) aus Definition 9 erfiillt.
Da T ein Ternirring ist, gilt die Forderung (2). Es seien a, b, ¢, de R, wo a =¢,
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b#d. Nach K., (a) besteht ein einziges Paar (x,y)e RXR derart, daB
a=1t(b,x,y), c=t(d, x, y). Nehmen wir an, daB x € R,, also ¥+ ¢ gilt. Danach ist
a=t(b,0,a)=t'(b,%,y)=t'(d, %, y)=¢=1t'(d, 0, a). Dies ist jedoch ein Wi-
derspruch zur Annahme K, weil T’ ein Terndrkorper ist. Es gilt also x € R, und
folglich a=«¢(b, x, y)=1(b, x, y), c=t(d, x, y)=t.(d, x, y). So dann ist auch die
Forderung (3) aus Definition 9 erfiillt. Die letzte Forderung (4) aus Definition 9
folgt aus Definition 8.

Beispiele

1. Ein Terndrkorper T=(R, ) bildet einen &/-zuldssigen lokalen Ternar-
ring: Nach Beispiel 1, [7] ist T ein lokaler Ternérring mit vollstandigem Ideal
{o}. Fir Elemente a, b, ceR, c=0 gilt dann x=1¢(y,c,d)=d und
y=t(d,a, b)=t(x, a, b).

2.Essei #=(R, +, -) ein lokaler Ring mit maximalem Ideal R, ([6], [7]). Setzt
man #(a, b, c)=ab+c Va, b, ce R, dann stellt T=(R, ¢) nach Beispiel 2, [7]
einen lokalen Ternirring dar. Betrachten wir die Gleichungen y =1t(x, a, b),
x=ty,c,d)woa, b,deR, ceR,, woraus sich y =xa + b, x = yc + d ergibt und
daher y =(yc+ d)a + b. Daraus bekommt man y(1 —ca)=da + b. Wegen ce R,
gilt caeR, und 1—ca¢R,. Somit liegt in R ein zu 1—ca inverses Element
(1—ca)™" vor und es giit y=(da+b)(1—ca)™', x=(da+ b)(1—ca) 'c+d. Das
System von Gleichungen y = ¢(x, a, #), x =t(y, ¢, d) hat also eine Losung und der
lokale Terndrring T ist &/-zuldssig. '

Definition 10. Unter einer affinen Ebene mit Homomorphismus versteht man
 ein Tripel (A, ', %), wo o =(B, £, 1) eine Inzidenzstruktur, ' =(B' L' 1')
eine affine Ebene, »: f — ' ein Epimorphismus sind ([3], [8] Definition 2) und
wo folgende Bedingungen gelten:

(1) x, ye B, xu#yx=>3A! Pe L; x,y1P.

(2) P, Qe ¥, PxflOx=>3! xeR; x1 P, Q.

(3) Auf der Menge ¥ ist cine Aquivalenzreiation n erklirt, fiir die gilt:

(a) Durch jeden Punkt aus B geht eine einzige Gerade aus jeder Aquivalenzklasse
von .
(b) Gehoéren die Geraden P, Q derselben Aquivalenzklasse von x, dann Px|| Qx.

Bemerkung 1. Unter affiner Ebene mit Homomorphismus wird im weiteren
direkt die Inzidenzstruktur & aus Definition 10 verstanden. Die zugehorige affine
Ebene wird mit &/’ und der zugehorige Epimorphismus mit x bezeichnet. Jede
affine Ebene bildet eine affine. Ebene mit Homomorphismus. Die einzige Gerade
P, die nach (1) durch die Punkte x, y bestimmt ist, bezeichnen wir mit P = xy. Mit
x=PrQ bezeichnen wir den nach (2) durch die Geraden P, Q bestimmten
einzigen Punkt x.
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Bemerkung 2. Zwei Geraden sind parallel dann und nur dann, wenn sie
derselben Aquivalenzklasse gehoren. Der Parallelismus in &/ sowie auch in A’
werden wir mit dem Symbol ,,||* bezeichnen. Nach (3) (a) aus Definition 10 folgt:
Durch jeden Punkt aus 9B 148t sich zu jeder Geraden aus £ genau eine parallele
Gerade ziehen.

Definition 11. & = (B, £, 1) sei eine affine Ebene mit Homomorphismus x. Ein
Tripel R = (X, Y, e) mit X, Y€ ¥, e € B ist ein Rahmen in 4, falls Xxl|| Yx, ext
Xx, Y gilt.

Bemerkung 3. Es sei #=(X, Y, e) ein Rahmen in /. GemiB (2) aus
Definition 10 und nach Bemerkung 1 kénnen wir 0 = XT1Y schreiben. Danach ist
ox+# ex. Im ‘weiteren werden wir folgende Bezeichnungen beachten: Wir setzen
E =oe. Die mit Y bzw. X parallele und durch den Punkt e gehende Gerade
bezeichnen wir E’ bzw. E”. Dann gilt Ex+# Xx, Yx; E'x+ Yu; E'x+ Xx.

Es sei 2 =(X, Y, e) ein Rahmen in affiner Ebene & mit Homomorphismus »
und setzen wir R={xeB|x1X}, R,={xeR|xx=o0x}. Definieren wir eine
Abbildung &: R X R— & durch folgende Konstruktion:

(A1) Es sei (x, y) € R X R. Durch den Punkt y fiihren wir eine mit der Geraden
Y parallele Gerade, ihren Schnittpunkt mit der Geraden E bezeichnen wir mit w,
durch den Punkt w fithren wir eine Parallele X' mit der Geraden X (Abb. 1).

EI
Y /
P E
Y’ £ q
Y ! ,
S w X ’ 1]
‘ q/P
p' '
p
o X
(] X
X y m k
Abb. 1 Abb. 2

Fiihren wir weiter durch den Punkt x eine mit der Geraden Y parallele Gerade Y'.
Bezeichnen wir s = X'T1Y"’ und setzen wir s =(x, y)*. Die Abbildung £ ist eine
bijektive Abbildung der Menge R X R-auf die Menge &.

Definieren wir.eine Abbildung 7: R X R— ¥ durch folgende Konstruktion:

(A2) Es sei (m, k)€ R X R. Fiihren wir durch den Punkt m eine Parallele mit
der Geraden Y, bezeichnen wir mit p’ ihren Schnittpunkt mit E, fiihren wir durch
den Punkt p’ eine Parallele mit der Geraden X und bezeichnen wir mit p ijhren
Schnittpunkt mit der Geraden E’ (Abb. 2). Fiihren wir durch den Punkt k eine
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Parallele mit der Geraden Y, bezeichnen wir ihren Schnittpunkt mit der Geraden
E mit g’. Fiihren wir schlieBlich durch den Punkt g’ eine Parallele mit der Geraden
X und bezeichnen wir mit ¢ ihren Schnittpunkt mit der Geraden Y. Fiihren wir die
Gerade P, P||P’ durch den Punkt g, wo P’ = op. Es gilt P' x| Yx und deshalb auch
Px|l Yx. Setzen wir P=(m, k)". Ist umgekehrt eine Gerade P, Px|| Yx gegeben. so
ergibt sich durch ein zu (A2) umgekehrtes Verfahren, daB ein einziges Paar
(m.k)e R X R mit P=(m, k)" existiert.

Definieren wir eine Abbildung {: R, x R— .# durch folgende Vorschrift:

(A3) Essei(n, k)€ R, % R. Fiihren wir durch den Punkt n eine Parallele mit der
Geraden Y, bezeichnen wir mit r ihren Schnittpunkt mit der Geraden. E” und
setzen Q' =or (Abb. 3). Filhren wir durch den Punkt & die Gerade Q, Q|| Q’.
Dann bekommt man Q’'x = Yx und mithin QOx|| Yx. Setzen wir Q =(n. k). Ist
umgekehrt eine Gerade Q, Qx|| Yx gegeben, so ergibt sich durch ein zu (A3)
umgekehrtes Verfahren, daB3 ein einziges Paar (n, k)e R, X R mit (n., k) € Q
existiert.

y . Q=y Q :
Q
Q q s q P
r E*
s
o X=P
0 X X k

>

Abb. 3 ' Abb. 4

Im weiteren setzen wir (x,y) =[x, y] V(x,y)eRXR, (m, k) =(m, k)
V(m,k)eRxXR, (n,k)=<n,k> V(n,k)eR,xR. Definieren wir auf
der Menge RXRXR eine Terndroperation ¢ durch die Vorschrift
y=1t(x, m, k)<[x, y] 1 (m, k) und auf der Menge R X R, X R eine Terniropera-
tion ¢ durch die Vorschrift x =¢4(y, n, k)<[x, y] 1 <n, k>.

Satz 5. Ist A =(RB, £, 1) eine affine Ebene, so gilt t(x, o, k)=1t,(x, 0, k) Vx,
k € R und das Paar T= (R, t) bildet einen Ternirkorper.

Beweis. Es seien x, k € R und setzen wir y =¢(x, 0, k), s =[x, y], P= (o, k).
Dann gilt s I P. GemiB (A2) ist P'=X, P||X und gemiB (A1) bekommt man
y =k (Abb. 4). Setzt man weiter y' =,(x, 0, k), s’ =[y’, x], Q= <o, k>, so gilt
s" 1 Q. Nach (A3) ergibt sich Q' = Y und Q|| Y. Nach (A1) ist sodann y’ = k, also
t(x, 0, k)==1(x, 0, k). GemiB [9] stellt T=(R, ¢) einen Ternidrkorper dar.
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Satz 6. Ist # =(X. Y, ¢) ein Rahmen in einer affinen Ebene of = (B, ¥.1) mit
Homomorphismus x, dann bildet das Tripel .7 =(R. t, t,) einen affinen lokalen
Ternirring. ’

Beweis. 1. Zuerst wollen wir beweisen, daB T'= (R, ¢) einen Ternarring bildet.

ad K,. Gegeben seien x =0 m, k € R und setzen wir y =t(o, m, k), s =[o, y].
P=(m. k). Dann folgt s 1 P. Nach (Al) gilt s I Y und nach (A2) ergibt sich
v=k. Es seien x, keR; m=o0 und setzen wir y=1t(x,o0.k), s=[x,y],
P=<(o0, k). Danach s | P und gemiB (A2) gilt P’ = X, P||X. Daraus erhilt man
v =k. Bezeichnen wir 1 = E'T1X und setzen wir y=¢(1, m,0), me R, s=[1, y],
P=(m, o). Dann gilt s 1 P, nach (A2) ergibt sich P’ = P und nach (Al)ist m=y.
Ahnlich kénnen wir zeigen, daB ¢(x, 1, 0)=x Vxe R gilt.

ad K.,. Gegeben seien x, m, y € R und bezeichnen wir s =[x, y]. GemaB (A2)
konstruieren wir durch den Punkt /2 die Gerade P’ und druch den Punkt s fiihren
wir die Gerade P, P||P’'. Sodann gilt Px || Y» und wir konnen g = PY schreiben.
Mittels des Punktes g bestimmen wir nach (A2) den Punkt £, £ 1 X. Dann
bekommt man [x, y] | {(m, k) und y=1t(x, m, k). Der Punkt k ist der einzige
Punkt von dieser Eigenschaft.

2. Jetzt beweisen wir, daB T =(R, ¢) einen lokalen Ternarring bildet. Bezeich-
nen wir weiter mit &' =(RB’', £',1') die affine Ebene, die ein Bild von & im
Epimorphismus x darstellt. Setzen wir R’ ={m’'e€ B'|m’ I’ Xx} und bestimmen
wir nach Satz 3 den Terndarkorper T'=(R’, t'). Betrachten wir die durch die
Vorschrift x“ =xx Vx e R bestimmte Abbildung ¢: R— R’, dann gilt R{ =ox.
Gegeben seien x, m, k € R und setzen wir y =¢(x, m, k), s=[x, y], P=(m, k).
Dann folgt s I P. Da x» einen Homomorphismus & auf &' bildet, gilt sx =[x, yx]
nach (Al) und Px=(mx, kx), sx1'Px nach (A2). Dies bedeutet, daB
yx=1t'(xx, mx, kx) ist und daraus [2(x, m, k)|" =t'(x*, m*, k*). Die Abbildung ¢
bildet deshalb einen Epimorphismus des Ternarringes T = (R, ¢) auf den Ternar-
korper T' =(R’, t"). Nach Satz 2 ist R, ein Ideal in T und der Restklassen-Ternar-
ring T=(R/R,, ) ist isomorph mit T". Somit stellt T einen Terniarkorper dar und
es gilt a=b<>ax=bx fiir a, be R/R,.

Wir beweisen weiter, daB3 R, ein vollstindiges Ideal in T bildet.

ad Kj(a), Es seien m,, k,, m,, ke R, m, # m,. Betrachten wir die Geraden
P={(m, k), P,=(m, k,). Wegen m,#m, gilt nach (A,) Pjx+ P,x und
P.x|| P,x. Die Geraden P,, P, schneiden sich somit in einem eizigen Punkt
s =[x, y]. Sodann gilt y =t(x, m,, k)= t(x, m,, k,).

ad Ki(b). Es werde vorausgesetzt, daB ¢(¥, m,, k) = t(xX, n,, k), (X', iy, k)=
=((x', i, k) gilt. Da T einen Ternirkorper bildet, so gilt ¥=x" gemiB K,,

ad Ki(a). Es seien x,, y,, X, € R, X, # X,. Setzen wir 5, =[xy, yi], =[x, y.].
Wegen X, # X, gilf s,x=# s;x und Pxl| Y, wo P =s,s,. Dann gibt es ein einziges Paar
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(m, k)e RX R so, daB P=(m, k) gilt und daraus erglbt sich y,=t(x,, m, k),
y,=t(xy, m, k).

ad Ki(b). Den Beweis fithren wir ganz analog, wie in K}(b).

3. Wir beweisen, daB die Terndroperation ¢, den Forderungen (1)—(4) aus
Definition 9 geniigt.

ad (1). Es seien y, keR, neR, und setzen wir x=1¢(y, n, k), s=[x, yl,
Q= <n, k>. Sodann gilt s I Q. Nach (A3) folgt Qx| Yx und nach (A1) ergibt
sich xx = kx. Daher gilt =4, xek.

ad (2). Es seien x, ye R; ne R, und setzen wir s =[x, y]. Konstruieren wir
gemiB (A3) nach dem Punkt n die Gerade Q'. Dann erhilt man Q' x|| Yx. Fiihren
wir durch den Punkt s die Gerade Q, Q||Q’. Es gilt Qx|| Yx und die Gerade Q
schneidet X im Punkt k. Aus (A3) folgt Q = <n, k> und somit x =¢,(y, n, k).

ad (3). Es seien x,, y.. x5, € R; X, =X,, y| # y>. Bezeichnen wir s, =[x, y],
5:=[x2, y2]. Wegen 3 # y, gilt s,x# 5,x und wir konnen Q =s,s, setzen. Wegen
% = X%, gilt Ox|} Y. Nach (A3) gibt es ein einziges Paar (n, k) € R, X R derart, da8
Q= <n, k> und es folgt x, =1{(y, n, k), x,=1,(y,, n, k).

ad (4). Es seien m, k,keR; neR, und setzen wir P={(m, k),
Q= <n, k,>. Daraus erhdlt man Px}| Yx und QOx|| Yx. Es gilt Px}{Ox und die
Geraden P, Q schneiden sich in einem einzigen Punkt s =[x, y]. Sodann ergibt sich
y=t(x,m, k), x=t(y, n, k).

Damit ist der Beweis des Satzes 6 beendet.

Es sei 9 =(R, t,t,) ein affiner lokaler Terndrring. 7= (R, ¢) bildet sodann
einen lokalen Ternarring, dessen vollstandiges Ideal mit R, bezeichnet wird. Nach
Satz 3 stelit 7' =(R/R,, t')=(R’, t") einen Ternarkorper dar und nach Satz 1 ist
die Abbildung @:a— a Va € R ein Epimorphismus von T auf 7'. Gegeben seien a,
ceR, be R, Nach Definition 9 gilt #(a, b, c)ec, ce R/R, und deshalb erhalt

man {t(a, b, c)]*=¢'(a®, b°, c®)=1t'(a, 6,¢)=c=1(a, b, c)=[t(a, b, c)]*.

Es seien &', &, % Mengen mit B'NE =B NL=FLnL =0, ' eine
bijektive Atbildung der Menge R’'X R’ auf %', n’' eine bijektive Abbildung
der Menge R'X R’ auf & und {’ eine bijektive Abbildung der Menge ¢ X R’
auf %. Setzen wir (£, y)" =[x, y], (m, k)"=(m, k), (0,Kk) =<0, k>,
£ =£u%; und erkldren wir eine Inzidenzrelation I' =« #' X ¥’ durch folgende
Vorschriften:  [x, y]I'(m, k)<y = (X, m k), [ y]I'<o,k> <z =
= ('(x, m, k). Dann bildet die Inzidenzstruktur o' =(%&', ¥',1') eine affine
Ebene (siehe z.B. [¢]). Dabei gilt (@, 8)||(¢, d)<a=¢c, <o, x>| <0, k> Vi,
yeR'.

Es seien weiter B, 4, % Mengen mit BNL, =BnL=%nL=0, E eine
bijektive Abbildung der Menge R X R auf %, n eine bijektive Abbildung der
Menge R X R auf %, und ¢ eine bijektive Abbildung der Menge R, X R auf .%,.
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Setzen wir (x, ) =[x, y], (m, k)'=(m, k), (n, k) =<n, k>, L=%V5%.
Erklaren wir eine Inzidenzrelation Ic B x ¥ durch folgende Vorschriften:
[x, ]I {m, k)e>y=t(x,m, k), [x,y]1<n, k><x = t(y, n, k).

Satz 7. Die Inzidenzstruktur s = (B, £, 1) ist eine affine Ebene mit Homomor-
phismus.

Beweis. Definieren wir eine Abbildung x: UYL — B'U.EL" folgendermalen:
[x, ylx=[%, y], (m, k)x={m, k), <n, k>x= <A, k>. Nehmen wir an, da8
[x,y]l  (m, k) gilt. Dann y=¢(x,m,k) und y°={t(x, m, k)]°
= '(x“,m* k®)=1t'(x, m, k)=y. Daraus ergibt sich [%, y)I'(+i, ) und
[x, ylx U'{(m, k)x. Gilt [x,y]l <n, k>, so folgt x=t(y,n, k) und
x =[t(y, n, )*=[t(y, n, K)°=¢t'(y, 0, k)=x. Somit erhilt man
[£, y] I" <n, k>. Die Abbildung x bildet einen Homomorphismus der Inzidenz-
struktur &/ auf die affine Ebene «/'. _

Nun priifen wir die Giiltigkeit der Forderungen (1)—(3) aus Definition 10 nach.

ad (1). Es seien p =[a, b], g =[c, d], px# qx. Daraus folgt a+¢évb+#d.

a) Setzen wir voraus, daB a# ¢. Da T=(R, ¢) ein lokaler Ternirring ist, gibt es
nach Ki(a) ein einziges Paar (x, y)e RXR so, daB3 b=1t(a, x, y), d=t(c, x, y)
gilt. Daraus folgt dann p, q I(x, y). Setzen wir jetzt p, q 1 <x, y> voraus.
Danach gilt a=1¢,(b, x, y), c=4(d, x, y), x € R,. Nach (1) aus Definition 9 ergibt
sich a=a® =[0(b, x, y)|I° =y =[t(d, x, y)]* =c® =¢. Dies ist jedoch ein Wider-
spruch.

b) Setzen wir voraus, daB @ = ¢. Dann gilt 5 # d. Nach (3) aus Definition 9 gibt es
ein einziges Paar (x, y) € R, X R derart, daB a = ¢,(b, x, y), c=t(d, x, y). Daraus
erhélt man p, g I <x, y>. Setzen wir jetzt p, ¢ I (x, y) voraus. Danach gilt
b=1t(a,x,y), d=t(c,x,y) und daraus folgt b®=1¢'(a, x, y)=1'(¢, %, y)=d°,
was einen Widerspruch enthilt.

.d (2). a) Es seien P=(a, b), Q={(c, d), Px}|Ox. Dann gilt (a, b)}(¢, d),
also a#¢é. Da T=(R, ¢t) einen lokalen Te¢ nirring bildet, gibt es nach K; ein
einziges Element xeR derart, daB ¢(x,a,b)=t(x,c,d)=y. Somit ist

[x,y]1P, Q.
" b) Es seien P=(a, b), Q= <c, d>. Daraus ergibt sich ce R, und Px}| Ox.
Nach (4) aus Definition 9 gibt es ein einziges Paar (x, y)e R X R derart, daB

y=1t(x,a, b), x=t(y, c, d). Somit ist [x, y]1 P, Q.

ad (3). Werde (a, b)||{c, d)<a=c, <a, b>||<c, d» <>a=c gesetzt. Dann

st ,,||* eine Aquivalenzrelation auf %.

(a) Es seien [x, y] € B, (m, k) € %,.Da T=(R, t) einen Ternirring bildet, gibt
es nach K, ein einziges Element z € R derart, daB y =t(x, m, z). Daraus folgt
[x, y]1 (m, z) und (m, k)||(m, z). Es seien [x, y]€ B, <n, k> €%, Nach (2)
aus Definition 9 gibt es ein einziges ze B derart, daB x=#4(y, n, z). Sodann
erhalten wir [x, y]I <n,z> und <n, z>|<n, k>.
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(b) Nehmen wir an, daB (a, &)||{c, d) gilt, also a=c. Dann ist (a, b)x=
=(a,b),{(c,d)yx= (¢, d),wo a=c.Deshalb ergibt sich (a, b)x||{c, d)x. Ganz
dhnlich geht man im Falle <a, b> || <c, d> vor.

Damit ist der Satz 7 bewiesen.

11

Essei # = (X, Y, e) ein Rahmen in affiner Ebene & = (4, %, 1) mit Homomor-
phismus x. Definieren wir eine Abbildung A: 8 — % durch folgende Vorschrift:

(B) Fiihren wir durch einen Punkt g € # eine Gerade X', X'|| X bzw. Y', Y'||Y
und schreiben wir ¢ = X'ME bzw. q' = Y'TTIE (Abb. 5). Fihren wir durch den
Punkt ¢ bzw. g’ eine Gerade Y”, Y"||Y bzw. X", X”||X und bezeichnen wir
a' = X"TY". Die Abbildung 4 ist eine bijektive Abbildung der Menge & auf %
undes gilt (a*) ' =aVae B, b1 E>b*=b, b1 X<b*1Y.Ista, beRB, ax+ bx,
dann auch (a")x# (b*)x.

Y Y X Y 3
a* q
v
q a
o X
Abb. 5

Definition 12. Es secien R=(X, Y, e) ein Rahmen in affiner Ebene
A =(RB, £, 1) mit Homomorphismus x und A die in (B) beschriebene Abbildung.
‘Die affine Ebene o/ mit Homomorphismus ist R-zulissig, falls folgendes gilt :

(1) Die Bilder aller Punkte der Gerade P, Px||Xx bzw. Q, Qx| Yx in der
Abbildung A liegen auf einer Geraden P, (P*)x|| Yx bzw. Q*, (Q")x|| Xx.

(2) P., P, seien die Geraden mit P, || P,. Gilt P,x|| Xx bzw. P,x|| Yx, so P}|| P.

Bemerkung 4. Ist eine affine Ebene o mit Homomorphismus Z#-zuldssig, so
bilden nach Definition 12 die Bilder aller Punkte der Gerade P, Px||Xx bzw. P,
Px|| Y» in der Abbildung A die Menge aller Punkte der Gerade P*. Eine affine
Ebene ist &-zuldssig fiir jeden Rahmen R.
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Satz 8. Es seien o = (B, &, 1) eine affine Ebene mit Homomorphismus x und
T =(R, t, t,) der nach Satz 6 mit dem Rahmen R = (X, Y, e) konstruierte affine
lokale Ternarring. Folgende Behauptungen sind éqizivalent:

(1) Die affine Ebene of mit Homomorphismus ist R-zulassig.
(2) Es gilt t,(a, b, c)=t(a, b, c) Va, ceR, beR,.

Beweis. (1)>(2). Es seien x, ke R, me R,. Nach der Konstruktion (A2)
bestimmen wir mit dem Punkt  die Punkte p’, p und die Gerade P’ =op
(Abb. 6). Nach (A3) konstruieren wir mit dem Punkt 7,2 den Punkt r und die
Gerade Q' =or. Wegen me R, gilt P'x=Xx und Q'x= Yx. Weiter gilt p* =r,
0" = 0. Da die affine Ebene & mit Homomorphismus %-zulissig ist, erhilt man
(P')' = Q' nach Definition 12 und Bemerkung 4. Nach (A2) bestimmen wir mit
dem Punkt k die Punkte q’, ¢ und die Gerade P, P||P’. Fiihren wir durch den
Punkt & die Gerade Q, Q||Q’. Wegen gq* =k, P||P’ gilt nach Definition 12
P||(P’), k1P und daraus folgt P'=Q. Setzt man y,=t(x, m,k),
y.=t(x, m, k) und s, =[x, y\], s2=[y2, x], so gilt 5,1 P, 5,1 Q. Fiihren wir durch
den Punkt x eine Gerade Y’, Y’'|| Y. Danach ist nach (A1) s, = Y’ P. Bezeichnen

E_,l Q Y Y’ E'%’
Y Q Y* E P A)' E (e}
Y p s /l w
s, /W X" q / q, / X'
P' -
: r ryvaki / E” r e - ~/ E
, , . / .
W X P ) (S
/] .
4 S , v P | X
] P X 0 k X
m X k YeoYs X m y
) Abb. 6 Abb. 7

wir w' = Y'T'E und fiihren wir durch den Punkt w’ eine Gerade X', X'|| X. Nach
(A1), (A3) gilt dann s, = X'MQ. Fiihren wir durch den Punkt s, eine Gerade X",
X"||X. Schreiben wir w = X"T'1E und fiihren wir durch den Punkt w eine Gerade
Y”", Y”||Y. GemiB (A1) gilt y,= Y"T1X. Wird s;= X'[1Y” bezeichnet, so s’ =s.
Wegen s,1 P und P* = Q gilt nach Definition 12 s} I Q und deshalb s, = s,. GemiB
(A1), (A3) ergibt sich y, =y, also #(x, m, k)= t,(x, m, k).

(2)=>(1). Wir ‘wollen beweisen, daB (1), (2) ‘aus Definition 12 erfiillt sind.

ad (1). Es liege eine Gerade P, Px|| Xx vor Fiihren wir durch den Punkt o eine
Gerade P’, P’||P und konstruieren wir nach (A2) die Punkte p, p’, m (Abb. 7).
Sodann ist m € R,. Bezeichnen wir ¢ = P[1Y und nach (A2) bestimmen wir zum
Punkt g den Punkt &, k£ I X, Somit gilt P= (m, k). GemiB (A3) konstruieren wir
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die Geraden Q' und Q= <m, k>, Qx| Yx. Werde vorausgesetzt, daB s I P.
Fiihren wir durch den Punkt s die Geraden Y’, Y’|| Y und .X’, X’||.X und schreiben
wir w=X'TNE, w'= Y'TE. Fithren wir durch den Punkt w bzw. w' eine Gerade
Y”, Y”|| Y bzw. X", X"|| X und bezeichnen wir s' = X"M1Y”, y = Y'T.X, x = Y'T1X.
Dann erhilt man s =[x, y], s'=[y, x] und s’ =s*. Daraus folgt y=1t(x, m, k).
Wegen y =1,(x, m, k) gilt s* I Q. Die Bilder aller Punkte der Geraden P in der
Abbildung A liegen also auf der Geraden Q. Ganz dhnlich kann man zeigen, daB
die Bilder aller-Punkte der Geraden Q, Qx| Yx in der Abbildung A auf einer
Geraden P, Px|| Xx liegen.

ad (2). Es seien P, P, die Geraden mit P,||P,, P,x|| Xx. Nach (A2) wird zur
Geraden P, die Gerade P/ bestimmt. Dann ergibt sich P/|| P, P,{|P.. GemiB ad (1)
konstruieren wir zur Geraden P, die Gerade Q' und die Geraden P, P:. Danach
erhdlt man P1||Q’, P}||Q’ und daher P} || P;. Analoges gilt fiir die Geraden Q,, Q,,
wo 01“02, Oﬂf“Y’f-

Bemerkung 5. Ist eine affine Ebene &/ mit Homomorphismus 2#-zuléssig, dann
ist nach den Sdtzen 8,4 der nach Saiz 8 bestimmte lokale Ternirring T =(R, ¢)
-zulidssig.

Satz 9. Es sei ein lokaler Ternarring T=(R, t) mit vollstindigem Ideal R,
A-zulissig. Es werden t,(a, b, c)=t(a, b, c) Ya, ce R Vb e R, gesetzt und zum
affinen lokalen Ternirring 5 =(R, t, t,) eine affine Ebene o =(B, £, 1) mit
Homomorphismus x bestimmt. Sodann bildet # = ({0, 0), <0, 0>, [1,1]) einen
Rahmen in of und o ist R-zulissig.

Beweis, Das Tripel ® = (X, Y, ¢) bildet offensichtlich einen Rahmen in &, wo
X=(0,0), Y= <0, 0>, ¢e=[1,1}. Die Geraden X, Y schneiden sich im einzigen
Punkt ¢ und nach (4) aus Definition 9 bekommt man o =[o, 0]. Dan gilt
E =o0e = (1, o). Betrachten wir die nach (B) erklirte Abbildung A (Abb. 5). Es sei
p =[a, b] ein Punkt. Danach ist X’ = (o, b) die durch den Punkt p gehende und
mit X parallele Gerade. Ahnlich ist <0, a> die durch den Punkt p gehende und
mit Y parallele Gerade. Es gilt ¢=X'T1E=[b, b], q' = Y'TME =][a, a]. Die
Gerade X"= (o0, a) geht durch den Punkt ¢’ und ist mit X parallel. Die Gerade
Y"= <o, b> geht durch den Punkt ¢ und ist mit Y parallel. Daraus bekommt
man p* =[a, b =X"MY"=[b, al.

Es liegt eine Gerade P=(x, y), Px||Xx vor. Dann gilt xx = ox, also x € R,.
Werde vorausgesetzt, daB [a, b]I (x, y). Danach erhalten wir b =1¢(a, x, y)=
=t(a, x, y), was bedeutet, daB [a, b]' I <x, y> gilt. Wir konnen also (x, y)* =
= <x, y> setzen. Umgekehrt gilt <x, y>*=(x, y). !

Es liegen die Geraden P, P,, P||P.,, Px||Xx vor. Danach konnen wir
P,={x,y), P,=(x, y,) mit x€ R, setzen und es gilt P,= (x, y,)* = <x, y,>,
P, =(x, y,)* = <x, y,>. Daraus folgt P}||P5. Analoges gilt fiir die Geraden Q,,
Q,, 01”02, Ql”” Yx.
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Bemerkung 6. Es sei #=(R, +, -) ein lokaler Ring. Wird zu ® der
Ternidrring T= (R, t) wie im Beispiel 2 bestimmt, so ist T ein «f-zuldssiger lokaler
Ternirring. Nach Satz 4 konstruieren wir zu T den affinen lokalen Ternirring
‘T =(R, t, ) und zu 7, nach Satz 7, die affine Ebene &/ mit Homomorphismus.
Dann ist & nach Satz 9 fiir = ({0, 0), <o, 0>, [1,1]) R-zulissig.
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BBENEHHE KOOPOVHAT
B A®®HHHBIE [UIOCKOCTH C TOMOMOP®H3IMOM

®panTimmex Maxana
Pe3iome

~ Tpn noMoum NOXANLHEIX TEPHAPOB, KOTOPHIC ONPEACIKI aBTOP B paGoTe PacimMpeHHbIe JOKaNb-

Hble TepHaphl, ONPEACINIOTCE B NpeanaracMolt pabore abduuubic H F-NOCTYNHBIC JIOKANbHBIC
TepHaphl. JIOKa3LBACTCR, ITO KAXAYIO adxpHHHYIO ILIOCKOCTD ¢ roMoMopdHaMoM (ompeacacaue 10)
MOXHO KOOPAHHHPOBATh aDHHHLIM JIOKANBHLIM TEPHAPOM, H YTO HAOGOPOT, H3 adXPHHHOIO JIOKATb-
HOTO TepHapa MOXHO NOCTPORTS addHHHYIO IWIOCKOCTL ¢ roMoMopduaMoM. Kaxpas P-gomycraman

adppuHAAT IIOCKOCTB ¢ FOMOMOphHIMOM (Onpeaenenne 12) KOOPIHHEPYCTCN Sf-ROMYCTHMBIM JIO-
KaIbHBIM TCPHAPOM. :

193



		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T21:08:26+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




