
Mathematica Slovaca

Tatyana S. Fofanova
Об инъективных пoлигoнах над цепями

Mathematica Slovaca, Vol. 28 (1978), No. 1, 21--32

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/136164

Terms of use:
© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1978

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/136164
http://project.dml.cz


Moth. Slovaca 28,1978, No. 1 , 21—32 

ОБ ИНЪЕКТИВНЫХ ПОЛИГОНАХ НАД ЦЕПЯМИ 

Т. С. ФОФАНОВА 

В заметке устанавливаются некоторые свойства инъективных полигонов 
и дается описание инъективных полигонов над трехэлементной цепью. § 1 
содержит необходимые определения и вспомогательные результаты. В §2 
выводятся некоторые свойства инъективных полигонов (которые можно 
трактовать как условия, необходимые для инъективности полигона) над 
любой дистрибутивной структурой и специально над цепью. §3 содержит 
основной результат - описание инъективных полигонов над трехэлементной 
цепью. Замечу, что свойства полигонов над дистрибутивными структурами 
изучались в работах [1], [2], [3], [4] и [5]. В [3] было получено описание 
инъективных полигонов над произвольной булевой алгеброй. Наличие доста
точного набора инъективных объектов и, отсюда, существование инъектив
ных оболочек в категории полигонов над произвольной дистрибутивной 
структурой было доказано В. С. К о р н и е н к о [1], исходя из конструкции 
тензорного произведения полигонов. 

§ 1. Полуструктура А = (А ; + ) с нулём 0А называется левым полигоном 
над дистрибутивной структурой 0 = ( 0 ; + , •) с нулём 0 о и единицей 1 0 

(или, для краткости, ^ - полигоном) если для любых А е ^ , а е А определено 
произведение ка еА, причем справедливы тождества: 

к(а + Ь) = ка+кЬ, 

(к + р)а = ка + {га , 

(к^)а = к(ра), (к,^^е^\ а,ЬеА) 

10а =а, 

0 о а = 0 А = А 0 А . 

Гомоморфизм ф О - полигонов (Х> - гомоморфизм) А и В определяется, 
естественно, как такой гомоморфизм полуструктур ср: А—>В, что (ка)ф = 
= к(аф) для всех А 6 ^ , а е Л . Под идеалом ^ - полигона А понимается идеал 
полуструктуры А, а под единицей ^ - полигона А - её наибольший элемент. 
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(Частичный порядок в Л естественно индуцируется операцией: а^0оа + 
Ь=Ь). Далее §ир {а<\а( б А , / е / } и Ы [а(\а{ е Л , /е/} обозначаются, соответ
ственно, через 

V я« и Д а, 
I е / I е / 

(разумеется, если эти элементы существуют). Полигон Л называется по
лным, если полуструктура Л является полной структурой, и » -дистрибутив
ным, если 

* + ЛЬ = Л ( * + &.-) 
.! 6 / 1 6 / 

для всех а, Ь,еА. Если Л является ^ - полигоном, то для любого А е ^ 
множество элементов ФА = {а\а е А ,ка = а} называется фиксатором элемен
та к в полигоне Л. Для любого ^ - полигона Л двойственным называется ^ -
полигон Л * = Н о т (Л, 2), где 2 - двухэлементная цепь, а операции в полигоне 
Н о т (Л, 2) определяются правилами а(ср + \р) = а<р + ахр и а(Аф) = (ка)ф. В 
дальнейшем почти всюду вместо 1 0 , 0 о , 0А и ФА пишется, соответственно, 1, 
О, 0 и Ф,. Обозначение суммы элементов знаком -I- как в структуре ^ , так 
и в полуструктуре Л такое не вызвает недоразумений. Структура ^ всюду 
предполагается неодноэлементной (над одноэлементной структурой сущес
твует единственный одноэлементный полигон). Категория полигонов над 
двухэлементной структурой 2 изоморфна категории полуструктур с нулём, 
в которой морфизмами служат гомоморфизмы, сохраняющие нуль ([2], 
предл. 3). 

Предложение 1. Если ср: А-+В является гомоморфизмом ^ - полигонов, то 
ФАср ^ Фв для всех к е^. 

В самом деле, если а е ФА, то аор = (ка)ср =к(аф), т.е. аср еФв. 

Предложение 2. Если А - ретракт полного О - полигона В (т. е. существу
ют такие ^ - гомоморфизмы ф: В—>А игр: А—>В, что грср - тождественный 
автоморфизм полигона А), то А является полным полигоном, причем 

/\ь, = [л(^]ф и уь = [у(ь.̂ )]<р 

для любого подмножества элементов Ь( еА. 
Д о к а з а т е л ь с т в о : Очевидно, что отображение ц> изотонно и, значит 

[ Л (ЬiV)] Ф 's (ЬiV )<P = fri 

для всех I е I. Если же те А и т ^ Ь , для всех / е1, то тгр ^Ь>гр, так как гр 
тоже изотонно, и значит, 
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Таким образом, 

Лl>. 

в А существует и равно 

[Л(-w)]<p. 

Вторая часть предложения доказывается двойственно. 

§2. Теорема 1. Категория полигонов над произвольной дистрибутивной 
структурой ^ обладает инъективным кообразующим объектом ^ * . 

Д о к а з а т е л ь с т в о : Каждый ^ - полигон А можно вложить в инъектив-
ный полигон I7*, где Р - некоторый свободный ^ - полигон ([1], теорема 5). 
Стандартными рассуждениями, вполне аналогичными доказательствам под
обных фактов для модулей над кольцом, можно показать, что 

I е / 

где ^ I — ^ для всех / е I, и что 

(©дУ-П-эт. 
\ | е I ' I е I 

(Здесь © - прямая сумма, П - прямое произведение и — - изоморфизм). 

Следовательно, существует мономорфизм 

А-ПФТ), 
г е I 

где ^* — ^*, что и доказывает теорему. 
В дальнейшем часто вместо 

П (АО 
I е 1 

будем писать для краткости Р*. 
Очевидно, что для любого ХеО отношение Ок, определяемое на О -

полигоне Л условием аОкЬ ока = ХЬ, является конгруенцией ^ - полигона Л. 
В каждом классе конгруенции Ок содержится один и только один элемент 
фиксатора Фк, являющийся наименьшим элементом этого класса. Для любо
го а е Фк класс конгруенции Ок, определяемый этим элементом, обозначим 
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через Ма(к, А) или, если это не вызывает недоразумений, через Ма. Таким 

образом, Ма(Х, А) = {х е А \Хх = а). Если полигон А полон, то V {х\х еМа) 

будем обозначать та(к, А), или просто та. 

Теорема 2. Каждый инъективный ^ - полигон А обладает следующим 
свойствами: 

(\) полуструктура А является полной, эс _ дистрибутивной структурой; 
(2) если I} - цепь, то Я1А = \А для всех Я е I), Я Ф 0 и 

я (л«.) = ЛAв, 

всех Я е^ и любого подмножества элементов а, е А, / е I. 
(3) если I) - конечная цепь, то Ма (Я, А ) = [а, та) и х 4- ть = та+ь для любых 

Я О, а, Ъ еФ, и любого х еМа. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . (1) Из теоремы 1 следует, что всякий инъективный _> -

полигон А является ретрактом некоторого ^ - полигона 

/ 

г е ОТ — _>*'. Ввиду предположения 4 работы [1], _>* как структура дуально 
и оморфна структуре /(_>) идеалов структуры I}, которая, очевидно, полна. 
Кроме того в 1(0) справедливо тождество 

ал (\/Ь1) = \/(алЬ1) 
^ 1 ' I 

(см , например, [\], лемма к теореме 7). Следовательно, ^*, а, значит, и 

ляется полной, эс _ дистрибутивной структурой. Ввиду предложения 2 
отсюда следует, что Л является полной структурой, причем 

* + Л 6«=-^<Р + [ Л (Ь»Ч>)]<р = \а11>+ А (Ьау)](р = 
а е ^ 1<л е ^ ^ I а е ^ ^ 

= \ А (аЧ> + Ь„ц>)\<р = \ А ((а+Ь„)хр)\ср= А (а + Ь„), 
1и е ^ А 1(х е ^ ^ а е ^ 

.е. структура А -* - дистрибутивна. 
(2) Наибольшим элементом \п* полигона _>* является гомоморфизм О—>2, 

определяемый условиями: 0о \0* = 02 и Я, \п. = \2 для всех Я, е О, Я, =?- 0. Поэто-
м , для любого Я е О , Я^О имеем 0 о (Я1 о . ) = ( Я 0 о ) 1 о . = 02. Кроме того, 
пос ольку ^ - цепь, то ЯЯ,-?-0 для всех Я,-^0 и, значит, Я,(Я 10.) = (ЯЯ,)1С). = 12. 
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Таким образом, Я 1 0 = 1„., откуда Я1 Р . = \Р. для любого Я е ^ , Я ^ 0. Если О -
полигон А инъективен, т.е. согласно теореме 1 является ретрактом полигона 
I7*, то 

Я \А = к(\Р.гр) = (Я\Р.)\1> = \Р.Ц> = 1А . 

Пусть теперь ^ = {с\с е ^ , с<р = 0} для любого ф е О * , ф ^ О . Покажем, что 

0, если Ае/Ф 

если Я ^ /ф 

В самом деле, если га е ^ , то т(кф) = (кт)ф и для случая га е/ ф мы имеем 
Яга е ^ . Значит, га(Яф) = 0 о . Если же га е О \ / ф , то, поскольку ^ - цепь, для 
любого Ае/Ф имеем кт=к, и га(Яф) = 0 о . Таким образом Яф = 0с,., если 
Я е ^ . Пусть теперь Я еОМ^. Если га е ^ , то Я >га, откуда Яга =га и га(Яф) = 
гаф. Если же т е О ^ , то ктеОМ^ и га(Яф)=1=гаф. Значит, кф = ф для 
всех Я е О \ / ф . Далее, пусть ф„ е О * , а е / , 

Ф = Л <Р« 
« е I 

и, для краткости, 1(Р41=1а. По только что доказанному для каждого Я е ^ 
возможен один из вариантов: 1) Яф„о = 0 для некоторого а 0, после чего ясно, 
что 

A (A<p«W<pa„=o= AA<P„ 
\« e / / « e I 

2) Яфа = ф а для всех а е /. Ввиду доказанного выше это означает, что Я ё /а для 
всех а . Так как отображение ф—>/ф является дуальным изоморфизмом (см. 
[1], предл. 4), то 

/Ф = Ы /« • 
« е 1 

Но тогда кё!^, откуда 

я (ЛФ«) = ЛФ« = Л(АФ«). 
\ I • / I / 

Таким образом, мы получили, что тождество 

А (Л«<)=Л(А<0 
\ е I / 1 е / 

выполняется в полигоне ^ * и, значит, в полигоне Р = П О * . Учитывая 
предложение 2, как и раньше, получаем, что 

Я(ла,) = Я[(лд<1/;)ф] = [Я(ла1т//)]ф = [/\(ка1)Ц)]ф = лка, 
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для любого А е ^ и любого подмножества {а,|/е/} элементов инъективного 
полигона А. 

(3) Если ^ - конечная цепь, то полигон ^ * является также конечной 
цепью. Поэтому непосредственно из определения полигона вытекает, что 

A (vчWvм 
Ч є / ' i є / 

для любых А е О , а, е ^ * , / е1. Отсюда, как и в конце доказательства пункта 
(2), вытекает, что это тождество выполняется в любом инъективном полиго
не над конечной цепью. Значит, 

та(А, А) = V {х \х е Ма(А, А)} е Ма 

для любого аеФк. Покажем, что Ма = [а, та]. Действительно, если 
х е [а, та], т.е. а ^х ^ ш _ , то а = Ха ^Хх^Хта =а, т.е. Хх =а их еМа. 

Покажем теперь, что если а, Ь еФк и а<Ь,то х<ть.В самом деле, пусть 
х еМа. 

У) х>ть невозможно, так как в этом случае имеем а =Хх^Хть =Ь. 
и) х несравнимо с ть невозможно, поскольку ^ * - цепь. Значит, для 

любого х еМа (и, в частности, для та) справедливо неравенство х^ть. Так 
как МапМь=0, то равенство невозможно. Таким образом, а<Ь влечет 
х <ть. Аналогично, а > Ь влечет х> ть и, значит, в полигоне ^ * выполняет
ся равенство х + ть =та+ь. Отметим, что если ^ - конечная цепь, 

^ = { 0 ^ < А 1 < . . . < А п < 1 ^ } , то ^ : : : = { 0 ^ . < ф - < . . . < ф 1 < 1 ^ . } , 

где /-.. = {О, А,, ..., Ау} и а0о* = 02 для всех а еО и 0 о 1 о , = 02, А,1с>. = \0\0.= 12. 
Далее, 

i / i \ . _ _ \ í^<Pi n P H k ^ 1 

h (X,(pj) = (A,A, )(fi = \ ^' r 

{Xkq?j npH k<i 
Значит, если / < / , то 

[02 при к ^ / 
Xk(Xi(pj) = \ . , 

(1 2 пpи k>] 

т.е. А,фу = <ру. Если же / ^ / , то А*(А,<р7) = 02 для всех к, т.е. Х,ср, =0о*Ф(р}. Таким 
образом, 

Ф"* = {0,ф1, ...,ф,-ь 1}, 
поскольку 

ввиду уже доказанного п. (2). Если мы рассмотрим прямое произведение Р* 
некоторого множества экземпляров полигона ^ * , то 
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состоит из строк, компонентами которых являются элементы из 

ФЛ°\ Пусть « = (..., а „ . . . ) е Ф Г и _> = ( . . . , & , . . . ) _ Ф[;\ 

Подчеркнем, что умножение на А, определяется в полигоне О* соотношения
ми А, 1_>.= 1 0 , , А,ф, = ф,, ..., А,ф,_, = <р,_1, А гф,=0о*, ..., А,<рп=0о.. Рассмотрим 
элемент с = (..., А§, . . . ) е Р , где 

д _ { а ? ' е с л и «е^Ос. 
5 1 ср{ если а* = 0 о * 

Так как А(с = (..., А(А§, ...) = (..., а ё , ...) = с, то с еМ_(А,, I7*). Взяв д: = (...б5...) 
_ М_(АГ, I

7*), получим А(_»ё = а 5 для всех §. Если а*=0о*, то А,_»ь=0о., т.е. 
<3^<р.. Допустим теперь, что ачФ0о.. Если 

то АД = 0о.Фа^, вопреки предположению х еМ_(А,, I7*). Если же 

<5,еФ„Г, 

но д^Фа^, то АД = д^Фа^, что опять невозможно. Значит, <5 а =а е , если 
а$Ф0о*. Таким образом мы показали, что любой элемент х еМ_(А,, I7*) имеет 
вид х = ( . . Д . . . ) , где 

а ? , если а ^ О _ Г а ? , если а§т-=0 
? (Д ^ <р, если а ? = О 

Отсюда ясно, что х ^ с , т.е. с = ш_(А,, I7*). Аналогично, /П/,(А,, I7*) = (...В*...) 
и га_+ь(А,, /7*) = ( . .^^. . . ) , где 

я [&, если / 3 ^ 0 _ Г а ? + Д = , если а * + & ^ 0 
1ф,, если /}§=0 5 1 <#, если а* + /^-=0 

Далее рассмотрим следующие случая: 
(I) аш = 0, ^ = 0. В этом случае а ё 4- 0 е = 0 и <рк, = Б . ^ _». + -В§ ^ <р, = ^ , т. е. 

^ + Б 5 = ^ . 
(II) а ^ О , & = 0 . Здесь имеем ^ = а?+/3ь = а. и д* + В* = а* + /_\ = а,, 

поскольку 

а,€Фл°\ 

(ш) а ^ = 0 , / 3 ^ 0 . В этом случае & ^ _ » ё + В . = < # + & ==& и ^ = & , т.е. 

опять ^ = 5.= + В*=. 



(IV) анФО, Р^Ф0. При этом С*: = а § + /3§ и с% + Б § = а ё + &. Таким образом 
доказано, что Се = <55 +-В6 для всех § и, значит, х +ть =та+ь для всех 

а, Ь е Ф Г 

и любого х еМа(Х,, Р*). 
Итак, условие (3) выполняется в полигоне Р*. Пусть теперь А — произволь

ный инъективный полигон, являющийся ретрактом некоторого полигона Р* 
и пусть ф и гр имеют тот же смысл, что в предложении 2. Если а е Ф*, то по 
предложению 1 

агр е ФГ 

и мы можем говорить об элементе тагр(Х, Р*). Если далее Хх = а, то Х(хгр) = 
= агр, т.е. х\р еМач,(Х, Р*). Значит, ввиду предложения 2, 

гаДЯ, А)= V {х\х еА , Хх - а} = (\/ {ххр\х еА,Хх = а})ф ^[тач,(Х, Р)]ф . 

С другой стороны, 

Щтач,)ф] = (Хтач,)ф = (агр)ф = а , 

т.е. (тач,)ф еМа(X, А) и, поскольку та(Х, А) — наибольший элемент множес
тва Ма(Х,А), получаем, что [таЧ,(Х, Р*)]ф^та(Х, А). Таким образом, 
[тач,(Х, Р*)]ф = та(Х, А). Вспоминая, что для полигона Р* условие (3) уже 
доказано, получаем для всех а, Ъ е Ф* и любого л :еМ а (А,Л) 

х + ть =хгрф + (тЬч,)ф = (хгр + тЬх,)ф = (т{кх)х,+Ьч)ф = 

= [т л . + ь ^ ] ф = т^х+ь = та+ь, 

т.е. теорема полностью доказана. 
Заметим,что частным случаем условия(3)является равенство та+ть = 

= та+ь. 

Следствие. Цепь самоинъктивна тогда и только тогда, когда она содержит 
не более двух элементов. 

В самом деле, инъективность одноэлементной цепи тривиальна, а инъек-
тивность двухэлементной следует из теоремы 2, [3]. Если же цепь С, состоя
щую более чем иж двух элементов, рассматривать как полигон над собой, то 
заведомо найдется элемент Я е С, X Ф 0, 1 и, значит, Я1 = Я Ф 1. Ввиду теоремы 
2, (2) такая цепь не может быть инъективной. 

З а м е ч а н и е . Интересно, что любая конечная цепь С, состоящая более чем 
из двух элементов, изоморфна как структура (но не как С-полигон!) инъек
тивной цепи С*. 

§3. Теорема 3. Полигон А над трехэлементной цепью О = {0, Я, 1} инъек-
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тивен тогда и только тогда, когда он полон, °о-дистрибутивен и удовлетво
ряет условиям: 

A) A(/U) = A(Aa,) 

для любого подмножества элементов {а,\а( е А , / б / } ; В) Я1 А = 1 А ; С) х + 
+ ть= та+ь для любых а, Ь еФк и любого х еМа. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость указанных условий для инъективности 
полигона установлена в теореме 2. Для доказательства достаточности расс
мотрим ^ - полигон А , удовлетворяющий условиям теоремы, О - гомомор
физм ср: М—>А и О - мономорфизм /: М-+Ы. Заметим, что полигон N 
всегда можно расширить до полигона IV, присоединив к N новый элемент 1, и 
полагая 1 >а для всех а е N и 01 = 0 , Я1 = 11 = 1. При этом М/и1 оказывается 
подполигоном полигона N. Так как Я1 А = 1А по условию, то, определяя 
(а/)\р=аср для всех аеМ и 1г/; = 1 А , мы получим такой гомоморфизм \р: 
М/и1—>А, что {1р = ср. Поэтому в дальнейшем всюду можно предполагать, 
что полигон N обладает единицей 1* и что Ц е М / . Значит, { г | г е М , 
г/ ^ х } Ф 0 для любого х е N. 

Лемма 1. Если та е М / для всех а еФ", то существует такой гомоморфизм 
\р: п-^А, что /\р = ср. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Так как М/является подполигоном в Ы,то а =Хта е М / 
и, значит, ХхеМ? для любого х е ^ Поскольку / - мономорфизм, то 
(Яд:)/ ' е Ф™, и мы будем для краткости обозначать (Я*)/"1 через х', (Яу)/ ' 
через у' и т.п. Определим 

х\р = тх(рл(л{1ср\7.еМ, г/^*}) 

для всех х еN. Если к еМ и х = к/, то 

х'ср = [(Хх){ х]ср = [(Хк{)Г]<Р = (Хк)ср=Х(кср), 

откуда тх^кср. Так как, очевидно, л{т.ср\т.1-̂ /с/} = кср, мы имеем к/\р = 
= хср = кср для всех к еМ. 

Далее, если х, уе]У, х^у, то х'^у' и, поскольку таеМа, из условия С) 
вытекает, что тх<р^ту(р. Кроме того, в этом случае _г/-^* влечет г/-^у и, 
значит, л{гф|.г/-2-*} ^ л{м(р|м/^у}. Таким образом, отображение 1/> изо-
тонно, откуда (х + у)гр ^ хгр +у\р для любых .г, у е М Положим 

Т = тхя> +тУЧ) 

0=л{тх><р + иср\иеМ,и^у} 

У= л{ту^+гср^еМ, г/^х} 

^^л{(1 + ы)ср\1,иеМ,г/^х,и/^у} 
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Учитывая оо - дистрибутивность полигона А, получаем 

хгр +угр =тХ(рл(л{кр\т.еМч %{^х}) + 

+ туя,л(л{и(р\иеМ, и^^у})=Тл^лVлXV. 

Если теперь т.о = (ткх){ ', то 

Я(-Зоф) = [Я(тЛ,)/-1]ф = [(Ат„)Г 1 ]ф = (Ад:)/- ,ф=;с'ф. 

Значит, 1ц(р^тХ(р и, кроме того, г^^т^^х, поскольку хеМ^. Следова
тельно, ^^ л{г()ф + иср\и еМ, и/^у}^ХУ. Аналогично можно показать, что 
V^XV, откуда вытекает, по свойству (В), что 

хгр+угр = Тл\У = 

= т и - + у) Ф л(л{(г + м)ф|г, иеМ,г{^х, и{^у})^ 

^т(х+уУч>л(л{рф\р е М , р/^дс + у}) = (х + у)гр . 

Таким образом, гр - гомоморфизм полуструктур. Далее, используя условие А) 

и вспоминая, что Хх е М/, получаем 

АСг1/0 = А т ^ л ( л { ( А - ! ) ф | г е М , г/^*}) = 

= л:'фл(л{(А^)ф|геМ, г$^х})^х'<рл(л {иср\и е М , и^Хх}) = 

= х'фл((Хх)/~])ф =дс'флдс'ф = х'ф. 

Заметив, что (Хх)гр = (Алг)/"'ф = лс'ф, мы завершаем доказательство леммы. 
Стандартными рассуждениями с использованием леммы Цорна можно 

убедиться в наличии ^ - полигона N0, максимального среди таких О -
полигонов X, что существует гомоморфизм х: X—>А, удовлетворяющий 
условиям /х = ф и М/сгXсгN . Пусть гр{): N^)-*А и [гр() = ф. 

Лемма 2. Ф?<=^>. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть аеФ™ и аеN^). Рассмотрим полигон ^ = 

N^) + ^а, Ясно, что М/^N^)я^N^) + ^а с]\[. Определим 

хгр = л{^гр^)\7.еN(), г^х} 

для всех xеNx. Отображение гр: N^-+А, очевидно, изотонно, и, ввиду 
0 0 - дистрибутивности полигона А, 

хгр +угр- л{(г + и)гр()\г, и еNо, г^х,и^у}^ 

^ {р*Ро\р е N0, р^х+у} = (х + у)гр, 

т.е. гр является гомоморфизмом полуструктур. Если xеN^), то хгр=хгр0 и 
поэтому (Хх)гр =Х(хгр). Далее, Х(агр)^агр = (Ха)гр и, учитывая условие А), 
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Х(агр) = Х(л{ггр0\т:е^),г^а}) = 

= л{(Аг)^о|г е^}, г^а=Ха}^ л{игр0\и е^>, и^Ха} = (Ха)гр . 

Значит, Х(агр) = (Ха)гр и для любого х еN^, х ёМ, мы получаем, что .г = а+п, 

п еN0 и 

Х(х\р) = Х[(а + п)гр] = Х(агр + пгр) = 

= Х(а1р) + Х(пгр) = (Ха)гр + (Хп)'ф = 

= (Ха +Хп)Ц = [Х(а + п)]Ц = (Хх)гр . 

Таким образом, построенное отображение является гомоморфизмом полиго
нов (причем / ^ = <р), что противоречит максимальности полигона М>. 

Доказательство т е о р е м ы . Если М> = ^ то доказательство закончено. 
В противном случае рассмотрим множество N1 = N ^ { т а \а е Ф"}, получаемое 
внешним присоединением к N совокупности элементов {та\аеФ"}. Поло
жим та +ть =та+ь, Хта =а и, если х €N^0 та+х =х + та = т^+а. Нетруд
но убедиться, что ^ таким образом превращается в О - полигон, причем 
^ с - ^ с г ^ . Ввиду леммы 2, подмножество /Ч = ^ , и { т а | а е Ф А } является 
подполигоном полигона N1. Полагая х\р=хЦ>0 для всех хеЭД, и т<$=та^, 

получаем, ввиду условия С), гомоморфизм 'ф: /V—>Л, причем, очевидно, 
/ф = ф. После этого, ввиду леммы 1, мы можем построить и гомоморфизм \р\ 

N^-+А, /т// = ф так как та =та(Х, N1). (см. стр.3). Ограничение этого гомо

морфизма на полигон N противоречит максимальности М,. Теорема 

доказана. 
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