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PROJEKTIVE EBENEN MIT HOMOMORPHISMUS
UND ERWEITERTE LOKALE TERNARRINGE

FRANTlsEK MACHALA

Zu einem Viereck (o, e, u, v) in projektiver Ebene s 148t sich ein Ternarkorper
T,=T(o, e, u, v) erkliren und zu jedem Terndrkirper T 14Bt sich umgekehrt eine
projektive Ebene s+ konstruieren. Die projektiven Ebenen 77, e, e, 4, ») und die
Ternirkorper T, T, sind dabei isomorph (vgl. z. B. [4]). In folgender Arbeit
werden dhnliche Behauptungen fiir projektive Ebenen mit Homomorphismus [1]
(kurz PK—Ebenen) und erweiterte lokale Ternirringe bewiesen.

Definition 1. Eine PK—Ebene ist definiert als ein Tripel (x, 7, x), wo
= (P, L, I) eine Inzidenzstruktur, & = (P, L, I) eine projektive Ebene, x:m — 7
ein Epimorphismus sind, wobei es gilt:

(1) x,yeP, xu#yx > IAlpelL; x,yIp.
(2) x,yeL, xx#yx => 3A!'peP; pIx,y.

Unter einer PK—Ebene werden wir weiter direkt die Inzidenzstruktur s aus
Definition 1 verstehen. Die einzige nach (1) durch die Punkte x,y bestimmte
Gerade p bezeichnen wir mit p =xy. Mit p =x Oy bezeichnen wir den nach (2)
durch die Geraden x, y bestimmten einzigen Punkt. Ein Quadrupel (o, e, u, v)
von Punkten der PK—Ebene & heiit ein Viereck, falls keine drei Punkte aus ox,
ex, ux, vx auf einer Geraden in 7t enthalten sind. Im folgenden wird stets
angenommen, daB in der PK—Ebene & ein Viereck (o, e, u, v) festgewihlt ist. Wir
setzen dabei Q = {xeP|xTou},R' = {xeQ|xx=ux}, R = Q\R', Q, =
= {(a,b)eQxXQ|beR'>aeR'},Q; = {(a,b)e O xQlaeR’'>beR'}.

Wir definieren eine Abbildung &§:Q,—P durch folgende Vorschriften
(P1)—(P3):

(P1) Es sei (x, y) ein beliebiges Paar aus R X R und setzen wir w =vyOoe,
s =uwOxv. Dann s = (x, y)*.

(P2) Essei(x,y)eR’'XR. Setzen wir n =yvOoe, ny=nulev, s =on,;0xv, so
s=(x,y).
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(P3) Es sei (x,y)eR’'XR’. Setzen wir h =xvdoe, w=yvOoe, w,=uwOev,
s =ow,0uh, so s =(x,y)".

& ist eine bijektive Abbildung der Menge Q, auf P ([3]).
Ferner definieren wir eine Abbildung 7n:Q.— L durch folgende Vorschriften
(L1)—(L3):

(L1) Es sei'(m, k)e R X R. Setzen wir n =mv Ooe, n,=nuve, p =on,Ouv,
z=vkOoe, q=uzOov, so r=pq =(m, k)".

(L2) Essei(m, k)eR X R'.Setzen wir h =oe Okv,w =uhOev, q =owOuv, so
r=mq=(m,k)".

(L3) Es sei (m,k)eR’'xR'. Setzen wir h=kaée, q=uhUOov,so r=mq=
(m, k)".

n ist eine bijektive Abbildung der Ménge Q. auf L ([3)]).
Wir bezeichnen Q’'={(a, b, c)eQ X Q XQ|beR’'=>ceR’'} und definieren
eine Abbildung ¢t: Q'— Q durch

1) Gilt keR oder x, keR', meR, so y=t(x, m, k)< (x,y)* I (m, k)".

2) Fiir alle unter 1 nicht angefiihrten Fille gilt x =t(y, m, k) < (x, y)* I (m, k)".

Satz 1. Das Tripel T(o,e,u,v)=(R,R’',t), wo R, R', t oben definiert sind, ist
ein erweiterter lokaler Ternarring ([3], Satz 3).

Bezeichnen wir Q={xxeP|xx I (ou)x}, R=0\{ux}, Q, = {(ax,
bx)|(a,b)eQ:}, Q. = {(ax, bx)|(a,b)eQ,} und setzen wir (xx, yx)
= (x, )% V(xx, yx) € Oy, (xx, yx)" = (x, y)"x V(xx, yx) € Q,, so ist £ bzw. 7
eine bijektive Abbildung der Menge Q, bzw. Q. auf die Menge P bzw. L. Ferner
bezeichnen wir Q' = {(ax, bx,cx) | (a,b,c)eQ’'} und erkliren wir eine
Abbildung 7: O'— Q durch
1) Gilt kx# ux, so yx = i(xx, mx, kx) < (xx, yx)° I (mx, kx)".

2) xx=1i(yx, mx, ux) < (xx, yx)° I (mx, ux)".

Satz 2. Das Tripel T(ox, ex, ux,vx) = (R, ux, t) ist ein erweiterter Ternarkér-
per und es gilt [t(a, b, c)]x = t(ax, bx, cx) Y(a,b,c) € Q' ([3], Beweis des
Satzes 3). ‘

Es sei T=(R, R’, t) ein erweiterter lokaler Ternirring [2]. Wir bezeichnen
Q=RUR’, Q, = {(a,b)eQxQ|beR’ > aeR'}), O, = {(a,b) €
QXxXQlaeR’' > beR'}. Esseien weiter P, L, elementfremde Mengen, &, eine
bijektive Abbildung von Q, auf P; und 7, eine bijektive Abbildung von Q; auf L,.
Wir setzen (x, y)™ = [x,y] V(x,y)eQ,, (m, k)" = (m, k) Y(m, k)€ Q, und
erklaren eine Inzidenzrelation I, = P, X L, durch
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1) Gilt keR oder x, keR’', meR, dann [x,y] I, (m, k) < y=t(x,m,k).
2) [x,y] I, (m, k) <x=t(y,m, k) in allen in 1 nicht angefiihrten Fillen.

Das Tripel s&r = (P,, Ly, I,) stellt eine Inzidenzstruktur dar.

Es seien 7 = (R, t|R) der lokale Ternirring mit maximalem Ideal Ro, 7' =
= (R/R,, t') der Restklassen—Ternirkorper und T = (R/R,, {R'}, t) der erwei-
terte Ternarkorper, die in [2] durch T = (R, R’, t) definiert werden. Wir bezeich-
nen Q =R/R,U{R'}, 0. = {(a, B)|(a, b)e Q,}, Q. =
= {(a,b)|(a,b)eQ,}. Sind P,, L, elementfremde Mengen, &, eine bijektive
Abbildung von Q, auf P, und 7, eine bijektive Abbildung von Q, auf L,, dann
setzen wir [, y] = (%, y)" V(%, y)e Oy, (m, k) = (m, k)" Y(n, k)e Q, und
erkliren eine Inzidenzrelation I, = P, X L, durch
1) Gilt kéR', so [%, 7] I, (m, k) & y=t(x, m, k).

2) Gilt keR' so [%,y] I, (m, k) o x=1t(x, m, k).

Nach [3], Satz 2, stellt 7+ = (Py, L1, I,) eine projektive Ebene dar und nach Beweis
des Satzes 5, [3] ist die Abbildung x;: &r— &+ mit [x, y]x, = [X, y], (m, k), =
= (m, k) ein Homomorphismus der Inzidenzstruktur z; auf .

Satz 3. Das Tripel (7tr, 7r, 1) ist eine PK—Ebene ([3], Satz 5).

Satz 4. Ist & eine PK—Ebene, dann sind 7, Tre. e u,v)y UNd T, Ttox,ex.ux,vx)
isomorph.

Beweis. Jeder Punkt s € P 14Bt sich als s = (x, y)* mit (x,y)e Q, und jede
Gerade reL als r=(m, k)" mit (m, k)e Q, schreiben. Ist T(o,e,u,v) =
= (R, R',t) der erweiterte lokale Terndrring aus Satz1 und Zre,e,u,v)y =
=(P,,L,,I,) die PK— Ebene aus Satz 3, dann gilt P, = {[x, y]|(x, y)e Q:}, L, =
= {(m,k)|(m, k)eQ,}. Da & bzw. n eine bijektive Abbildung der Menge Q;
bzw. Q. auf die Menge P bzw. L ist, ist die Abbildung ¢:

(x’ Y)E'—)[x’ .Y] V(x’ y)eoh
(m,k)'—(m,k)V(m, k)eQ:

eine bijektive Abbildung der Menge PUL auf die Menge P,UL,.

1) Gilt keR oder x, ke R', m e R, dann x, ) I (m, k) < y=t(x,m, k) <
[x,y] I, (m, k).

2) Nehmen wir an, daB die Elemente x, m, k die Forderungen aus 1 nicht
befriedigen. Dann (x, y)* I (m, k)" < x=t(y,m, k) < [x,y] L, {(m, k).

Die Abbildung ¢ ist also ein Isomorphismus der Inzidenzstrukturen & und
T, e, u,v)-
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Fiir die projektive Ebene 77 = (P, L, I) gilt P = {(xx, yx)° | (xx, yx) € O;} und
L = {(mx, kx)7j|(mx, kx) € Q,}. Erkliren wir nach Satz2 den erweiterten
Ternirkorper T(ox, ex, ux, vx) = (R, ux, t) und zu diesem die projektive Ebene
Ftoxexuewy = (P1, L1, I), so erhalten wir P, = {[%,y]|(%,y) € Q}, L, =
= {(m,k)|(n,k) e Q,) und die Abbildung @:

(xx, y%)* > [%, 71,
(mx, kx)*— (m, k)
ist ein Isomorphismus der projektiven Ebenen &, Ttoc,ex. ux, vx)-

Den Definitionen von &, ¢, ¢, %, nach gilt fiir alle Paare (x, y) e Q,

(x, ) > (xx, yx)* > [%, 71,

(x,y)° = [x, y] = [, 7]
und fiir alle Paare (m, k)€ Q-

(m, k)" — (mx, kx)" — (i, k),

(m, k)" 5 (m, k) 3 (m, k).
Daraus folgt #¢ = @, und das Diagram

@
i T(o,e,u.v)

JT JT
%l l%l

Qp
ls

ﬂ?(ox,cx,uu.w{)

ist kommutativ.

Definition 2. Ein erweiterter lokaler Ternarring T=(R, R’, t) heiBt normiert
(mit hervorragendem Element u e R'), wenn das folgende gilt

1) a) t(x,m,0)=m VxeR' YmeR,
b) t(x,0,k) =k Vx,keR’,
c) t(o,m,k)=m Vm,keR’' bzw. VmeR VkeR'.

2) In der Menge R' gibt es ein Element u derart, daB

a) t(u,m,k)y=k VYmeR VkeR' bzw. Vm,keR’,
b) t(u,m,k)=m Vm,keR,
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c) tiy,m,u)=m Vy,meR bzw. VyeR VYmeR’,
d) t(y,u,k) =k Vy,keR' bzw. y=1, keR’,
e) t(x,1,u) =x VxeR'.

Satz 5. Ist 1 =(P, L, I) eine PK—Ebene, dann ist der erweiterte lokale
Ternarring T(o, e, u,v) = (R, R’', t) normiert (mit hervorragendem Element u).

Beweis. Wir beweisen, daB T(o, e, u, v) alle Eigenschaften aus Definition
2 befriedigt.

1) a) Es seinen xeR’, meR. Setzt man y=t(x,m,0) und s=(x,y)*, r=
(m, 0)", dann s I r. Nach (L1) erhédlt man o I r, rx# (ov)x und nach (P2) gilt
s=xvOr. Durch Vergleich der Konstruktionen (L1) und (P2) ergibt sich also
m=y.

b) Esseienx, keR’.Setztmany =t(x, 0, k) und s = (x, y)*, r = (0, k)", dann
s I'r.Aus (L2)folgto I r und vx I rx. Nach 2(c), Definition 12, [2] gilt y € R’ und
durch Vergleich von (L2) und (P3) ergibt sich y =k.

¢) a) Esseienm, keR'. Setzt man x =t(o, m, k), s =(x,0)*, r=(m, k)", so
s I r. Aus 2(b), Definition 12, [2] folgt x e R'. Laut (P2) erhilt man s I ou und
mithin s =x. Laut (L3) gilt dann s =m und daraus ergibt sich m =x.

B) EsseienmeR,keR’.Setztmanx =t(o, m, k)unds = (x, 0)*, r =(m, k)",
so s I r. Nach (P1) und (P2) gilt s =x, woraus nach (L2) m =x folgt.

2) a) a) Es seien meR, keR'. Setzt man y=t(u,m, k) und s=(u,y)’,
r=(m, k)", so s I r. Unter Anwendung der Konstruktionen (P2) und (P3) erhilt
man sx = vx. Wegen x = u ergibt sich nach (P3) s =r Ouv. Aus (L2) und (P3) folgt
also y =k.

B) Es seien m, ke R'. Setzt man x =t(u, m, k) und s = (x, u)*, r=(m, k)",
danns I r. Aus (L3) folgt r» = (uv )x und nach Definition der Menge Q, istx e R'.
Wegen y =u gilt nach (P3) s =rOuv und nach (L3) x =k.

b) Esseienm,keR.Setztmany =t(u,m,k),s =(u,y)*, r=(m, k)",sos Ir.
Nach (L1) gilt vx ,,non I rx. Aus x =u erhilt man nach (P2) s = r Juv und aus
(P2), (L1) folgt y =m.

c) a) Es seien y, m e R. Setzt man x =t(y, m, u), s =(x, y)*, r=(m, u)", so
s I r.Wegeny e R gilt sx# vx. Aus k = u folgt nach (L2) v I r und laut (P1) ergibt
sich dann x =m.

B) EsseienyeR,meR’. Setzt manx =t(y, m, u), s = (x, y)*, r=(m, u)", so
s I'r, s+ vx, re=(uv)x. Nach (L3) gilt v I r und aus (P2) folgt x =m.

d) a) Es seien y, k e R'. Setzt man x =t(y, u, k), s =(x, y)¥, r=(u, k)", so
s Ir. Aus (L3) folgt rx =(uv)x und u I r. Nach Definition der Menge Q; ist
x € R’ und laut (P3) gilt s% = vx. Durch Vergleich von (P3) und (L3) ergibt sich
x=k.

B) Esseieny=1, keR’, wo 1=ouOve. Setzt man x =t(1, u, k), s = (x, 1),
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r=(u, k),sos I r. Nach 2(b), Definition 12, [2] gilt x € R’ und aus (L3), (P2) folgt
x=k.

e) Setztmany=t(x, 1, u) mitx e R' und s = (x, y), r=(1,u)",sos I r.Nach
(L2) ist r =ev und aus x € R’ folgt sx =vx. Laut (P3) ergibt sich x =y.

Satz 6. T=(R, R',t) sei ein normierter erweiterter lokaler Ternarring (mit
hervorragendem Element u) und nr die durch T konstruierte PK—Ebene. Das
Quadrupel ([o, 0], [1, 1], [u, o], [u, u]) ist ein Viereck in mr und die erweiterten
lokalen Ternérringe T, T([o, o], [1, 1], [u, o], [u, u]) sind isomorph. Ist 7+ die
durch den erweiterten Ternirkérper T =(R/Ro, {R'}, t) konstruierte projektive
Ebene und T([6,46], [1,1), [&, o], [a,d]) der durch mr erklirte erweiterte
Ternérkorper, so sind T und T([é, 6], [1, 1], [, 6], [a, a]) isomorph.

Beweis. Esseiar=(P,, L,, I,) die mit Hilfe des erweiterten lokalen Ternarrin-
ges T=(R, R’, t) konstruierte PK-Ebene. Dann gilt P, = {[x, y]|(x, y)e Q:.},
L, = {(m,k)|(m,k)eQ;},wo Q=RUR',Q, = {(a,b) e OXQ|b eR' >
aeR'},0Q, = {(a,b) e QxQlaeR’ = beR'}.Ist 7y = (P, L,, I,) die durch
den erweiterten Ternirkorper T = (R/Ro, {R'}, t) konstruierte projektive
Ebene, so P, = {[%,7]|(%,7) € O}, L, = {{m,k)|(m, k) € Q) und die
Abbildung %, mit [x, y]x, = [X, 7] V(x,y) € Qi, (m,k)x, = (m, k) V(m, k) €
Q: ist ein Epimorphismus von zr auf 7+.

I. Wir beweisen, daB das Quadrupel ([0, 0], [1, 1], [u, o], [u, u]) ein Viereck in
7+ bildet. Setzen wir voraus, daB z. B. die Punkte [0, 6], [1, 1], [iZ, 6] auf einer
Geraden (1, k) von 7+ liegen.

a) Ist k e R’, dann, infolge von [6, 6] 1, (m, k), gilt 6 =t(6, m, k
11.3 aus Definition 11, [2] ergibt sich darus m =6. Wegen [1,
1=t¢,(,m, k) und daraus m =1, was 6+ 1 widerspricht.

b) Nehmen wir k € R, also auch m e R an. Aus 6 =t(0,m, k), 1=t(1,m, o)
erhilt man nach (K1), [2] £ =6 und = 1. Gleichzeitig, weil [iZ, 6] I, (
6 =t(ia, m, k) und nach 11.2 aus Definition 11, [2] ergibt sich daraus
wiederum ein Widerspruch ist.

SR

Ganz ihnlich 148t sich in den iibrigen Fillen verfahren.

II. Unter Anwendung der Definition 2 stellen wir in 7t die Verbindungsgeraden
einiger bedeutenden Punkte und die Schnittpunkte einiger Geraden fest.

1. Es sei {m, k) =[x, 0] [u, u] eine Gerade aus mr. Ist k € R, dann gilt nach
Definition der Menge Q, auch meR und aus [u,u]l, (m,k) folgt u=
t(u, m, k). Nach 2b) (Definition 2, kurz D2) ergibt sich m =u, was aber ein
Widerspruch ist. Ist me R, ke R’ bzw. m, k e R’, so folgt aus der Gleichheit
u=t(u,m, k) gemiaB 2a), D2 k=u. Unserer Voraussetzung nach gilt auch
[x,0]11, {(m, k), also x =t(o, m, u) und aus 1c), D2 folgt daraus m = x. So ergibt
sich (x,u) = [x,0][u,u]lVxeQ. In den speziellen Fillen erhdlt man
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[o,0][u,u]l = (o, u),[u,ol[u,u]l = (u,u)und 1, 1] [u, u] = [1, 0] [u, u] =
= (1,u). :

2. Wir betrachten die Gerade (m, k) = [o0,0][1,1] und nehmen dabei
m, k eR an. Dann gilto =t(o, m, k), 1 =t(1, m, 0) und aus (K1), [2] folgt k =0,
m=1, also [0,0][1,1] = (1, 0). Nach Definition 12, [2] gibt es genau ecine
Gerade, die durch die Punkte [o, 0], [1, 1] geht.

3) Wir setzen [a, b]=(x,u)0(1,0).

a) EsseixeR. Sind a, b aus R, dann gilt a =¢(b, x, u) und aus 2c), D2 folgt

=x. Ferner gilt b =t(a,1,0) und aus (K1), [2] erhdlt man b =a. Mithin
(x,u)0(1,0) =[x, x].

" b) EsseixeR’. GiltaeR’, b e R, dann ergibt sich a =t(b, x, u) und aus 2c),
D2 folgt a = x. Ferner gilt b =¢(a, 1, 0) und aus 1a), D2 folgt b = 1. In diesem Fall
ergibt sich also (x,u)(1,0) = [x,1].

4) a) Betrachten wir die Gerade (m, k) = [x,x][u, 0], wo xeR. Gilt m,
keR, so o=t(u, m, k) und laut 2b), D2 erhidlt man m =o. Weiter ergibt sich
x=t(x, o0, k) und wegen (K1), [2] folgt x = k. Mithin [x, x] [u, 0] = (o0, x)

b) Wir betrachten die Gerade [x, 1] [u,0] = (m,k), wo xeR'. Gilt m,
keR', so u=t(o,m, k) und wegen 1c), D2 folgt u =m. Zugleich gilt x =
t(1, u, k), nach 2d), D2 erhilt man daraus x =k und [x, 1] [u, 0] = (u, x).

5) a) Wir setzen [x, y]=(o0,k)0(1,u), wo k e R. Nehmen wir x, y € R an,
dann y =t(x, 0, k) und aus (K1), [2] folgt y =k. Wegen x =t(y, 1, u) gilt dann
nach 2c), D2 x =1. Mithin (o, k)O(1,u) = [1, k].

b) Wir setzen [x, y]=(u, k)O(1,u), wokeR'.Dax=t(y, u, k), gilt gemilB
2d), D2 x = k. Zugleich ist y =t(x, 1, u) und wegen 2¢), D2 folgt y = x. So ergibt
sich [k, k] = (u, k)O(1,u).

6) a) Essei (m,k)=[0,0][l,y],woyeR.Giltm,keR,soo0=t(o,m,k),
y=t(1, m, 0) und nach (K1), [2] erhdlt man k =0, y =m. Daraus ergibt sich
(y,0) = [o,0][1,y].

b) Es sei (m,k)=[0,0][x,x], wo xeR'. Gilt meR, keR’, dann o=
t(o, m, k) und nach 1c), D2 ist m=o0. Aus x =t(x, o, k) folgt gemdB 1b), D2
x =k und somit (o,x) = [o, 0] [x, x].

7) Essei[x,y]I (u,u) mitx e R’'. Dann x =t(y, u, u) und nach 2c), 2d), D2
gilt x=u.

8) Essei [x,y]I (o, u).

a) Gilt x,yeR, so x=t(y, 0, u) und aus 2c), D2 folgt x =o0.

b) Gilt xeR', yeR, so y=t(x, 0, u) und aus 1b), D2 folgt y =u.

ITII. Nach Satz 1 erkliren wir den zu mr gehorigen erweiterten lokalen
Ternirring T([o, 0], [1, 1], [u, 0], [u, u]). Ist x e R, dann gilt nach (K1), [2]
o=t(x,0,0) und deshalb [x,0]I, (0,0). Ist xeR’, dann gilt nach 1a), D2
o=t(x,0,0) und deshalb [x,0]I, (0,0). Nehmen wir umgekehrt an, daB
[x,y] I, (o,0). Ist xe R, dann gilt gemaB (K1), [2] y=t(x,0,0)=0 und aus
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x eR' folgt nach 1a), D2 wieder y=t(x,0,0)=o0. Somit erhalten wir die
Aquivalenz [x, y]I, (0,0) < y=o0. Wir bezeichnen mit 2 die Menge aller
Punkte der Geraden (0,0), d.h. 2={[x,0]|/x€eQ)} und setzen R'=
{[x,0]|xeR'}, R=2\R' = {[x,0]|x eR}. Die Abbildung A: x —[x, 0] Vx e Q
ist eine bijektive Abbildung der Menge Q auf die Menge 2. Im folgenden
schreiben wir einfach x* =x' Vx € Q, also x’ =[x, 0] Vx € Q. Wir setzen e =[1, 1],
v=[u,ulund 2, = {(a’,b') e 2%xX2|b' €e R' > a' € R'}, 2, = {(a’,b’') €
IX)|a"' e R > b' € R'}.

Wir betrachten nun die Abbildung &: 2,— P,, die mit Hilfe des Viereckes (o', e,
u', v) durch die Vorschriften (P1)—(P3) bestimmt ist.

Ad (P1) Es seien x',y'eR. Dann w=vy’'Oo"'e, s=u'wlx'v und s=
(x',y")". Nach 1, Teil Il unseres Beweises gilt vy’ =(y,u) und x'v={(x,u).
GemiB 2 ergibt sich o’e=(1,0), gemiB 3a) w=[y,y] und nach 4a) folgt
u'w= (o, x). Mithin gilt s=(o,x)0(x,u) = [a,b]. Sind a, b aus R, dann
b =t(a, o0, y)undlaut (K1), [2]ist b =y. Zugleich gilt a =¢(b, x, u), nach 2c), D2
folgt daraus @ =x und somit s = (x’, y')* = [x, y].

Ad (P2) Es seien x'eR’', y'’eR. Dann n=y'v0o0’'e, ny = nu'Oev, s=
o'n0Ox'v und s =(x', y')*. Nach 1, 2, 3a) gilt n =[y, y], nach 4a) und 1 erhailt
man nu’'=(0,y), ev =1, u) und nach Sa) gilt n,=[1, y]. Aus 6a) folgt o'n,=
(y,0) und daraus s=(y,0)0(x,u) = [a,b]. Gilt aeR’, beR, dann b=
t(a,y, o) und wegen 1a), D2 folgt b = y. Zugleich gilt a =¢(b, x, u) und nach 2c),
D2 ist a =x. Daraus erhidlt man s = (x', y')* = [x,y].

Ad (P3) Es seien x', y'e®R’. Dann h = x'v0o’e, w = y'vOo’'e, w,
= u'wlev, s = o'wi0u’h und s =(x', y')*. Nach 3b) gilt A= (x,u)O(1,
o) =[x,1],w = (y,u)0(1,0) = [y, 1],nach4b) u’w = (u, y) und nach 5b)
wy = (u,y)O(1,u) = [y, y]. Nach 6b) ergibt sich o'w, = (o, y) und nach 4b)
u'h = (u,x). Es gilt alsos = (o,y)0(u,x) = [a, b] und daraus b =¢(a,
0,y), a=t(b,u,x). Gemal 1b), 2d), D2 ergibt sich b =y, a =x und folglich s
= (x,y) = [x,y]. :

Wir bestimmen die Abbildung 7: 2,— L, durch die Vorschriften (L1)—(L3).

Ad (L1) Es seien m',k'’e®. Dann n=m'vOo'e, n,=nu'Ove,
p = o'mi0u'v, z=vk'Ooe’, q = u'z0O0'v und r=pqg=(m’', k’)". Es gilt
n=[m,m], n,=[1, m] und nach 6a) ergibt sich o’'n, = (m,o0). Setzt man
p = [x,y] = (m,0)0(u,u), dann x e R’ und nach 7 ist x =u. Weiter gilt
y=t(u, m,o0) und wegen la), D2 folgt daraus y =m. Mithin erhilt man p =
[u, m]. Aus dem Vorhergehenden ergibt sich z =[k, k] und u'z=(o, k). Setzt
man g =[x, y] = (o, k)O{o, u),so gilt nach 8 x =0 und daraus y =t(0, 0, k) =
k. So ergibt sich g =[0, k] und r=[u,m][o,k] = (a,b). Ist a,beR, so
m=t(u,a,b), k=t(o,a, b), woraus nach 2b), D2 und (K1), [2] m=a, k=b
folgt. Deshalb r=(m’, k')* = (m, k).
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Ad (L2) Es seien m'eR, k'eR'. Dann h=o0'e0k’'v, w = u'hOev,
q = o'wOu'v und r=m’'q = (m',k’)". Es gilt h = [k, 1], w=[k, k],
o'w=(o,k). Aus ¢ = (o0,k)0O(u,u) = [x,y] folgt nach 7 x=u und
y =t(u, o, k), woraus sich nach 1b), D2 y =k ergibt. So gilt r =[m, o] [u, k] =
= (a,b). AusaeR,beR’erhiltmanm =t(o,a, b), k=t(u, a, b) und aus 1c),
2a), D2 m=a, k=>b. Mithin r=(m' k')"=(m, k).

Ad (L3) Esseienm', k'e®'.Dann h = k'vOo’e,q = u'h0o'v und r =
=m'q = (m',k'")".Esgilt h=[k,1lund q = (u, k)O(o,u) = [x,y]). Nach
8b) ist y =u und wegen x =t(u, u, k) folgt nach 2a), D2 x =k. So erhilt man
r=[m,o][k,u] = (a,b). Gilta, beR’,so m=t(o,a,b), k=t(u,a,b). Aus
1c), 2a), D2 folgt m =a, k =b und mithin r=(m', k)" = (m, k).

Wir setzen 2’ = {(a’,b',c') € 2X2 X2 |b'eR’ = ¢'e%R'} und definieren
eine Abbildung ¢t': 2'—2 durch

1) Giltk’e% oderx’, k'eR',soy’ = t'(x",m', k') < (x',y') I, (m', k')".

2) Fiir iibrige Fille gilt x'=¢'(y’, m', k') < (x',y") I, (m', k')".

Nach Satz 1 bildet T(o’,e,u’,v) = (R,R’,t’) einen erweiterten lokalen
Ternérring. Wir wollen zeigen, daB die oben definierte Abbildung 1: Q— 2 ein
Isomorphismus des erweiterten lokalen Ternirringes T auf T'([o, o], [1 1], [u, o],
[u, ul) ist.

Es sei y =t(x, m, k).

1) Gilt keR oder x, keR', meR, so k'e®R oder x', k'eR', m'e R und
y=t(x,m, k)< [x,y] L (m, k) < &',y L(m k') <y =t'(x',m', k).

2) Fiir iibrige Fille ergibt sich y=t(x,m,k) < [y,x]I,{(m,k) <
@ x)Y Lm', k') <y =t'(k',m' k).

Da A eine bijektive Abbildung von Q auf 2 ist, ist sie auch ein Isomorphismus
des erwiterten lokalen Ternirringes T auf T([o, o], [1, 1], [u, o], [u, u]).

#+= (P, L, I) sei die mit Hilfe des erweiterten Ternirkorpers T = (R/Ro,
{R’}, t) konstruierte projektive Ebene. Dann ist /i das Bild von 7 im Homomor-
phismus %, und es gilt [x,y]xs = [x,y]V[x,yleP, und (m,k)x, =
= (m,k)V{(m,k) € L. Setzt man Q = R/R,U{R'}, 2 = {[x,06]|x€Q},

= {[%,06]|Xx€R/R,}, dann ist A:x—[%, 6] VX € Q eine bijektive Abbildung
der Menge Q auf 9. Im folgenden setzen wir ' =x%'VxeQ,also ' =[x, 6]. Wir
schreiben 2, = {(a’,b')|(a, b) e Q:}, 2, = {(@’, b') | (a, b) € Q>} und betrach-
ten eine Abbildung &£:2,— P, bzw. 77:2,— L,, die durch (%', y’)E = (x', y')u
V', y')ed, bzw. (m', k") = (m', k"), Y(', k')e I, bestimmt ist. Dann
ergibt sich (x', )7’)E = (x', y’)Exl =[x, y]%: = [%, y]und (', k)" = (m’, k')"x
= (m,k)n, = (m, k).

Wir setzen Q'={(a’,b’,¢")|(a,b,c)eQ’} und definieren eine Abbildung

t':9'>9 durch

1. Gilt &'+a',s0 y'=t'"(&',m', k') < (&', 3") I, ¢i’, k')".
2. =0y, m',a') = ()2',y")E L', ary,
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Nach Satz 2 ist das Tripel T([0, o], [1, 1], [a, 0], [4,a]) = (R, a’, ') ein
erweiterter Terndarkorper. ) )
1) Gilt k4, so y=t(%, m, k) < [£, 5] L (m, k) < &, 5) L (m', ') <

- )-} =
= ', m', k). ) )
2) Giltk=a,s0y=i(%,m, k) < [y, 2] I (m, k) < §,9') L (", k') <y’
= t'(x',m' k")

Die Abbildung 1 ist also ein Isomorphismus der erweiterten Ternirkorper T,
T([o, o), [1, 11, [a, o], [a, a]).

Ist ¢ der Homomorphismus des erweiterten lokalen Ternirringes T = (R, R’, t)
auf den erweiterten Ternirkorper T =(R/R,, {R'}, t) aus Bemerkung 9, [2] mit
x?=x Vx € Q und ¢ der Homomorphismus des erweiterten lokalen Ternirringes
T([o, o], [1, 1], [u, o], [u, u]) auf den erweiterten Terndrkérper T([6, 6], [1, 1],
[i, 6], [i, a]) mit [x, 0]° =[x, 6], dann gilt

also A¢ = @A. Das Diagramm
A
T — T([o,0],[1,1],[u, o], [u, u])

@l _ lo
T 5 T(6,6), (1, ], [a, 6], [4, a])

ist daher kommutativ.
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MPOEKTUBHBIE ITIIOCKOCTH C TOMOMOP®HU3MOM N PACIIUPEHHBIE
JIOKAJIbHBIE TEPHAPHBIE KOJIbLIA

Ppanrnmek Maxana
Pesiome

K mpou3BONIbHOMY MOJHOMY YeTbIPEXYTrONbHHUKY (0, €, u, V) B NMPOEKTUBHOH ILIOCKOCTH T C
roMoMOpU3MOM MOXKHO ONPEACIMTh PaCLIMPEHHOE JIOKaJIbHOE TepHapHoe konblo T, = T(o, e, u, v)
M K MPOU3BOJILHOMY PacIUMPEHHOMY JIOKQJILHOMY TEPHApHOMY KOJIbLly T IPOEKTHUBHYIO IIOCKOCTD JT7 €
roMomopcdusMoM. B nmpennaraeMoi paGoTe MoOKa3bIBa€TCs, YTO NPOEKTHBHBIC MIOCKOCTH T U Ty, =
Tlro.e.u.vy C FOMOMOPGHU3MOM H3OMOP(HHBI U YTO BCAKOE PACIIMPEHHOE JIOKAJBHOE TEPHAPHOE KOJIBLIO
T(o, e, u, v) HopmuposaHo. Eciu T — HOpMHUPOBAHHOE pacLIMPEHHOE JIOKANbHOE TEPHAPHOE KOJbLO,
10 T v T, u30oMopHsI.

237



		webmaster@dml.cz
	2012-07-31T22:10:01+0200
	CZ
	DML-CZ attests to the accuracy and integrity of this document




