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Math. Slovaca 29,1979, No. 3 

PROJEKTIVE EBENEN MIT HOMOMORPHISMUS 
UND ERWEITERTE LOKALE TERNÄRRINGE 

FRANTISEK MACHALA 

Zu einem Viereck (o, e, u, v) in projektiver Ebene JT läßt sich ein Ternärkörper 
Tn = T(o, e, u,v) erklären und zu jedem Ternärkärper T läßt sich umgekehrt eine 
projektive Ebene JTT konstruieren. Die projektiven Ebenen JT, JtT(0,e,u,v) und die 
Ternärkörper T, TnT sind dabei isomorph (vgl. z. B. [4]). In folgender Arbeit 
werden ähnliche Behauptungen für projektive Ebenen mit Homomorphismus [1] 
(kurz PK—Ebenen) und erweiterte lokale Ternärringe bewiesen. 

Definition 1. Eine PK—Ebene ist definiert als ein Tripel (JT, JT, X), wo 
JT = (P, L, I) eine Inzidenzstruktur, JT = (P, L, I) eine projektive Ebene, X:JI-*JI 

ein Epimorphismus sind, wobei es gilt: 

(1) x,y eP, xx^hyx => 3 ! p eL; x,y Ip . 

(2) x,y eL, xx + yx --> 3 ! p eP; p I x, y . 

Unter einer PK—Ebene werden wir weiter direkt die Inzidenzstruktur JT aus 
Definition 1 verstehen. Die einzige nach (1) durch die Punkte x,y bestimmte 
Gerade p bezeichnen wir mit p =xy. Mit p =x Dy bezeichnen wir den nach (2) 
durch die Geraden x, y bestimmten einzigen Punkt. Ein Quadrupel (o, e, u, v) 
von Punkten der PK—Ebene JT heißt ein Viereck, falls keine drei Punkte aus ox, 
ex, ux, vx auf einer Geraden in n enthalten sind. Im folgenden wird stets 
angenommen, daß in der PK—Ebene JT ein Viereck (o,e,u,v) festgewählt ist. Wir 
setzen dabei Q = {x eP \x I ou}, R' = {x e Q \xx = ux}, R = Q\R', Qi = 
= {(a,b)eQxQ\beR'^>aeR'},Q2 = {(a,b) e Q xQ\aeR' --> b eR'}. 

Wir definieren eine Abbildung ?:Qi—>P durch folgende Vorschriften 
(P1) - (P3 ) : 

(PI) Es sei (x, y) ein beliebiges Paar aus RxR und setzen wir w =vyHoe, 
s = uw Hxv. Dann s = (x, y)5 . 

(P2) Es sei (x, y)eR' xR. Setzen wir n =yv Hoe, nt = nu Hev, s =oniDxv, so 
s = (x,y)*. 
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(P3) Es sei (x, y)eR' xR'. Setzen wir h =xvOoe, w =yvdoe, w1 = uw\Jev, 
s =ow1C\uh, so s = (x, yf. 

§ ist eine bijektive Abbildung der Menge Q{ auf P ([3]). 
Ferner definieren wir eine Abbildung n:Q2-*L durch folgende Vorschriften 

( L 1 ) - ( L 3 ) : 

(LI) Es sei (m, k)e R x R. Setzen wir n =mv Hoe, nx = nuOve, p =onx UJuv, 
z =vk\3oe, q =uzOov, so r =pq =(m, kf. 

(L2) Es sei (m, k)eR x R'. Setzen wir h =oe Hkv, w = uh \Jev, q =ow\Juv, so 
r = mq =(m, kf. 

(L3) Es sei (m, k)eR' x R'. Setzen wir h = kvHoe, q = uh\Jov, so r = mq = 
(m,k)\ 

n ist eine bijektive Abbildung der Menge Q2 auf L ([3]). 
Wir bezeichnen Q' = {(a, b, c)eQ x Q xQ \b eR' --> c eR'} und definieren 

eine Abbildung t: Q'-*Q durch 

1) Gilt keR oder x, keR', meR, so y = t(x, m, k)o(x,yf I (m, k)". 

2) Für alle unter 1 nicht angeführten Fälle gilt JC = t(y, m, k) o (x, yf I (m, k)". 

Satz 1. Das Tripel T(o, e, u,v) = (R, R', t), wo R, R', t oben definiert sind, ist 
ein erweiterter lokaler Ternärring ([3], Satz 3). 

Bezeichnen wir Q = {xx eP \xx I (ou)x}, R=Q\{ux}, Q, = {(ax, 
bx)\(a,b)eQx}, Q2 = {(ax, bx)\(a,b)eQ2} und setzen wir (xx, yxf 
= (x, yfx V(xx, yx) e Qu (xx, yx)n = (x, y)nx V(xx, yx) e Q2, so ist <f bzw. r\ 
eine bijektive Abbildung der Menge Öi bzw. Q2 auf die Menge P bzw. L. Ferner 
bezeichnen wir Ö ' = {(ax, bx, ex) \ (a, b,c)eQ'} und erklären wir eine 
Abbildung t: Q'-^Q durch 

1) Gilt kx±ux, so yx = t(xx, mx, kx) o (xx, yxf I (mx, kxf. 

2) xx = t(yx, mx, ux) <=> (xx, yxf I (mx, ux)*1. 

Satz 2. Das Tripel T(ox, ex,ux,vx) = (R,ux, t) ist ein erweiterter Ternärkör-
per und es gilt [t(a, b, c)]x = i(ax, bx, ex) V(a, b,c) e Q' ([3], Beweis des 
Satzes 3). 

Es sei T = (R, R', t) ein erweiterter lokaler Ternärring [2]. Wir bezeichnen 
Q=RuR', Oi = {(a,b)eQxQ\beR' -=> aeR'}, Q2 = {(a,b) e 
Q xQ \a eR' --> b eR'}. Es seien weiter Pi, Lv elementfremde Mengen, §i eine 
bijektive Abbildung von Qi auf Pi und 771 eine bijektive Abbildung von Q2 auf Li . 
Wir setzen (x,yf* = [x, y] V(x, y)eQu (m, k)"1 = (m, k) V(m, k) e Q2 und 
erklären eine Inzidenzrelation I1czP1xL1 durch 
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1) Gilt k eR oder x, k eR', m eR, dann [x, y] It (m, k) o y =t(x, m, k). 

2) [x,y]Ix (m, k) <>x=t(y,m,k) m allen in 1 nicht angeführten Fällen. 

Das Tripel JIT = (PU Li, Ji) stellt eine Inzidenzstruktur dar. 
Es seien ZT=(R, t\R) der lokale Ternärring mit maximalem Ideal R0, &'' = 

= (RIRo, t') der Restklassen—Ternärkörper und T = (R/R0, {R'}, t) der erwei­
terte Ternärkörper, die in [2] durch T = (R, R', t) definiert werden. Wir bezeich­
nen Q=R/Rou{R'}, Öi = {(ä, b)\(a, b)eQ1}, Q2 

= {(ä,b)\(a,b)eQ2}. Sind Pu £i elementfremde Mengen, §i eine bijektive 
Abbildung von Öi auf Pi und 171 eine bijektive Abbildung von Q2 auf £1, dann 
setzen wir [x,y] = (x,y)^ V(jc,y)eÖi, (rh,k) = (m,k ) n i V(m,k)eQ2 und 
erklären eine Inzidenzrelation / i<=P ix£ i durch 

1) Gilt k£R', so [x,y] U (m, k) oy = t(x, m, k). 

2) Gilt k eR' so [x, y] U (m, k) o x = i(x, m, k). 

Nach [3], Satz 2, stellt nT = (Pu Lu Ii) eine projektive Ebene dar und nach Beweis 
des Satzes 5, [3] ist die Abbildung X\: jtT^jtT mit [x, y]xi = [x, y], (m,k)xx = 
= (m,k) ein Homomorphismus der Inzidenzstruktur nT auf JTT. 

Satz 3. Das Tripel (jtT, jtT, xx) ist eine PK—Ebene ([3], Satz 5). 

Satz 4. Ist JT eine PK—Ebene, dann sind Jt, JtT(0,e,u,v) und ü, Jrt(ox,ex,Ux,vx) 
isomorph. 

Beweis . Jeder Punkt seP läßt sich als s=(x,y)^ mit (jc,y)eOi und jede 
Gerade reL als r = (m,ky mit (m, k)eQ2 schreiben. Ist T(o,e,u,v) = 
= (R,R',t) der erweiterte lokale Ternärring aus Satz 1 und JtTio,e,u,v) = 
= (PuLuIl) die PK-Ebene aus Satz 3, dann gilt Pi = {[*, y]\(x, y)eQx}, Lx = 
= {(m, k) \(m, k)eQ2}. Da § bzw. n eine bijektive Abbildung der Menge Qi 
bzw. O2 auf die Menge P bzw. L ist, ist die Abbildung q>: 

(x,y)"^[x,y]\/(x,y)eQu 

(m,ky^>(m,k) V(m,k)eQ2 

eine bijektive Abbildung der Menge PuL auf die Menge P1UL1. 

1) Gilt k eR oder x, k eR', m eR, dann (x, y)* I (m, k)n o y =t(x, m, k) o 
[x,y]It (m,k). 

2) Nehmen wir an, daß die Elemente x, m, k die Forderungen aus 1 nicht 
befriedigen. Dann (x, y)5 / (m, k)n o x = t(y, m, k) o [x, y] Ii (m, k). 

Die Abbildung cp ist also ein Isomorphismus der Inzidenzstrukturen .7T und 
HT(o,e, 11, v). 
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Für die projektive Ebene n = (P, L, I) gilt P = {(xx, yxf \ (xx, yx) e Öi} und 
L = {(mx, kx)f\\(mx, kx) e Q2}. Erklären wir nach Satz 2 den erweiterten 
Ternärkörper T(ox, ex, ux, vx) = (R, ux, t) und zu diesem die projektive Ebene 
JTrcoK.ex.ux.ux) = (Pi, L i , Li), so erhalten wir Pi = {[x,y]\(x,y) e Ö i } , Li = 

= {(m,k)\(m,k) e Q2} und die Abbildung (p: 

(xx,yxf*-*[x,y], 

(mx, kxy*y->(m, k) 

ist ein Isomorphismus der projektiven Ebenen ft, JtT(x,ex,ux,vx). 

Den Definitionen von f, <p, cp, xx nach gilt für alle Paare (x, y)eQ\ 

(x,yf «4> (xx,yxf £> [x,y], 

(x,yf £ [x,y] £> [x,y] 

und für alle Paare (m, k)eQ2 

(m, kf i-» (mx, kxf i—> (m,k), 

(m,ky -> (m,k) K-> (m,k). 

Daraus folgt xcp = cpxx und das Diagram 

Jt —> JTT(0yetU,v) 

x i [Xi 

-TT —> Tt~T(ox,ex,ux,vx) 

ist kommutativ. 

Definition 2. Ein erweiterter lokaler Ternärring T = (R, R', t) heißt normiert 
(mit hervorragendem Element ueR'), wenn das folgende gilt 

1) a) t(x,m,o) = m \/xeR' \/meR, 
b) t(x,o,k) =k \/x,keR', 
c) t(o,m,k) = m \/m,keR' bzw. \/meR \/keR'. 

2) In der Menge R' gibt es ein Element u derart, daß 

a) t(u,m,k) = k \/meR \/keR' bzw. \/m,keR', 
b) t(u, m, k) = m \/m,keR, 
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c) t(y,m,u) = m Vy,meR bzw. \fyeR V m e K ' , 
d) t(y,u,k) =k Vy,keRf bzw. y = \, keR', 
e) t(x, 1, u) =x Vx eR'. 

Satz 5. Ist JT = (P, L, I) eine PK—Ebene, dann ist der erweiterte lokale 
Ternärring T(o ,e,u,v) = (R,R',t) normiert (mit hervorragendem Element u). 

Beweis . Wir beweisen, daß T(o,e,u,v) alle Eigenschaften aus Definition 
2 befriedigt. 

1) a) Es seinen xeR', meR. Setzt man y = t(x, m, o) und s=(x,y)*, r = 
(m, o)11, dann s I r. Nach (LI) erhält man o I r, rxJ=(ov)x und nach (P2) gilt 
s=xvUr. Durch Vergleich der Konstruktionen (LI) und (P2) ergibt sich also 
m=y. 

b) Es seien x, keR'. Setzt man y =t(x, o, k) und s = (x, y) ? , r = (o, k)11, dann 
s I r. Aus (L2) folgt o I r und vx I rx. Nach 2(c), Definition 12, [2] gilt y e R' und 
durch Vergleich von (L2) und (P3) ergibt sich y = k. 

c) a) Es seien m, k e R'. Setzt man x = t(o, m, k), s =(x, of, r = (m, ky, so 
s I r. Aus 2(b), Definition 12, [2] folgt x eR'. Laut (P2) erhält man s I ou und 
mithin s =x. Laut (L3) gilt dann s=m und daraus ergibt sich m=x. 

ß) Es seien m eR, k eR'. Setzt manx = t(o,m,k) unds = (x, o)*,r = (m, ky, 
so s I r. Nach (PI) und (P2) gilt s =x, woraus nach (L2) m=x folgt. 

2) a) a) Es seien meR, keR'. Setzt man y = t(u,m,k) und s=(w,y)5, 
r = (m, k)n, so s I r. Unter Anwendung der Konstruktionen (P2) und (P3) erhält 
man sx = vx. Wegen x = u ergibt sich nach (P3) s = r • uv. Aus (L2) und (P3) folgt 
also y = k. 

ß) Es seien m, k eR'. Setzt man x =t(u, m, k) und s = (x, u)M, r = (m, ky, 
dann s I r. Aus (L3) folgt rx = (uv)x und nach Definition der Menge Qi ist x e R'. 
Wegen y = u gilt nach (P3) s = r Huv und nach (L3) x = k. 

b) Es seien m, keR. Setzt man y = t(u, m, k),s = (u,y)*, r = (m, k)n,sos I r. 
Nach (LI) gilt vx „non / " rx. Aus x = u erhält man nach (P2) s = r • uv und aus 
(P2), (LI) folgt y=m. 

c) a) Es seien y, meR. Setzt man x = t(y, m, u), s = (x, y)H, r = (m, w)n, so 
s I r. Wegeny eR g i l t sx^vx . Aus k = u folgt nach (L2) vir und laut (PI) ergibt 
sich dann x = m. 

ß) Es seien y eR, m eR'. Setzt man x = t(y,m,u),s = (x, y)5 , r = (m, w)n, so 
s I r, sx^vx, rx = (uv)x. Nach (L3) gilt vir und aus (P2) folgt x = m. 

d) a) Es seien y, k eR'. Setzt man x = t(y, u, k), s = (x, y)§ , r = (u, ky, so 
s I r. Aus (L3) folgt rx = (uv)x und u I r. Nach Definition der Menge Oi ist 
x eR' und laut (P3) gilt sx = vx. Durch Vergleich von (P3) und (L3) ergibt sich 
x =k. 

ß) Es seien y = 1, k eR', wo 1 =ouUve. Setzt man x -t(\, u, k), s = (x, l ) 5 , 
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r = (u, k), so s I r. Nach 2(b), Definition 12, [2] gilt x e R' und aus (L3), (P2) folgt 
x = k. 

e) Setzt man y =t(x, \,u) mit x eR' und s = (x, yf, r = (\, w)n, so s I r. Nach 
(L2) ist r = ev und aus x eR' folgt sx = vx. Laut (P3) ergibt sich x = y. 

Satz 6. T=(R, R', t) sei ein normierter erweiterter lokaler Ternärring (mit 
hervorragendem Element u) und JZT die durch T konstruierte PK—Ebene. Das 
Quadrupel ([o, o], [1, 1], [u, o], [u, u]) ist ein Viereck in JZT und die erweiterten 
lokalen Ternärringe T, T([o, o], [\, 1], [u, o], [u, u]) sind isomorph. Ist iiT die 
durch den erweiterten Ternärkörper T = (R/Ro, {R'}> t) konstruierte projektive 
Ebene und T([ö,ö], [1,1], [ü, ö], [ü,ü]) der durch nT erklärte erweiterte 
Ternärkörper, so sind T und T([ö, ö], [1, 1], [ü, ö], [ü, ü]) isomorph. 

Beweis . Es sei nT = (Pu Lu Ix) die mit Hilfe des erweiterten lokalen Ternärrin-
ges T = (R,R',t) konstruierte PK-Ebene. Dann gilt P, = {[x, y] \ (x, y)e Q,}, 
L, = { < m , k ) | ( m , k ) e Q 2 } , w o Q=RuR',Qi = {(a,b) e QxQ\b e R' --> 
aeR'},Q2 = {(a,b) e QxQ\aeR' :=> beR'}. Ist nT = (Pu Lu h) die durch 
den erweiterten Ternärkörper T = (R/Ro, {R'}, i) konstruierte projektive 
Ebene, so P, = {[x, y] \ (x, y) e Q,}, L, = {(m,k)\(m,k) e Q2} und die 
Abbildung xx mit [x, y]xx = [x, y] V(x, y) e Qu (m, k)xx = (m, k) V(m, k) e 
Q2 ist ein Epimorphismus von KT auf jtT. 

I. Wir beweisen, daß das Quadrupel ([o, o], [1, 1], [«, o], [u, u]) ein Viereck in 
7iT bildet. Setzen wir voraus, daß z. B . die Punkte [ö, ö], [1, 1], [ü, ö] auf einer 
Geraden (m,k) von jiT liegen. 

a) Ist k eR', dann, infolge von [ö, ö] Ii (th,k), gilt ö = i(ö,m,k) und nach 
11.3 aus Definition 11, [2] ergibt sich darus rh=ö. Wegen [1, 1] / , (m, k) gilt 
\ = t,(\,m, k) und daraus m = \, was ö+ 1 widerspricht. 

b) Nehmen wir k eR, also auch m eR an. Aus ö =t(ö, tri, k), \ = t(\, m, ö) 
erhält man nach (Kl), [2] k=ö und m = \. Gleichzeitig, weil [ü, ö] / , (m,k), gilt 
ö = i(ü, m, k) und nach 11.2 aus Definition 11, [2] ergibt sich daraus ö = 1, was 
wiederum ein Widerspruch ist. 

Ganz ähnlich läßt sich in den übrigen Fällen verfahren. 
II. Unter Anwendung der Definition 2 stellen wir in TCT die Verbindungsgeraden 

einiger bedeutenden Punkte und die Schnittpunkte einiger Geraden fest. 
1. Es sei (m, k) = [x, o] [u, u] eine Gerade aus nT. Ist k eR, dann gilt nach 

Definition der Menge Q2 auch meR und aus [u,u]Ix(m,k) folgt u = 
t(u,m,k). Nach 2b) (Definition 2, kurz D2) ergibt sich m=u, was aber ein 
Widerspruch ist. Ist meR, keR' bzw. m,keR', so folgt aus der Gleichheit 
u=t(u,m,k) gemäß 2a), D2 k = u. Unserer Voraussetzung nach gilt auch 
[x,o]I\ (m,k), also x = t(o, m,u) und aus lc), D2 folgt daraus m =x. So ergibt 
sich (x,u) = [x, o] [u, u] VJC eQ. In den speziellen Fällen erhält man 
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[o, o] [u, u] = (o, u), [u, o] [u, u] = (u, u) und [1, 1] [u, u] = [1, o] [u, u] = 
= (l,u). 

2. Wir betrachten die Gerade (m,k) = [ o , o ] [ l , l ] und nehmen dabei 
m,keR an. Dann gilt o =t(o, m, k), 1 = t(l, m, o) und aus (Kl) , [2] folgt k = o, 
m = l, also [o,o] [1, 1] = (l,o). Nach Definition 12, [2] gibt es genau eine 
Gerade, die durch die Punkte [o, o] , [1, 1] geht. 

3) Wir setzen [a, b] = (x, u)U(l,o). 
a) Es sei x eR. Sind a, b aus R, dann gilt a =t(b,x, u) und aus 2c), D2 folgt 

a=x. Ferner gilt b =t(a, 1, o) und aus (Kl) , [2] erhält man b=a. Mithin 
(x, u ) D < l , o ) = [ * , * ] . 

b) Es sei x eR'. Gilt a eR', b eR, dann ergibt sich a = t(b, x, u) und aus 2c), 
D2 folgt a=x. Ferner gilt b = t(a, 1, o) und aus la) , D2 folgt b = 1. In diesem Fall 
ergibt sich also (x, u) D ( 1 , o ) = [x, 1], 

4) a) Betrachten wir die Gerade (m,k) = [x,x] [u,o], wo xeR. Gilt m, 
k eR, so o =t(u,m,k) und laut 2b), D2 erhält man m=o. Weiter ergibt sich 
x = t(x, o, k) und wegen (Kl), [2] folgt x = k. Mithin [x,x] [u, o] = (o,x) 

b) Wir betrachten die Gerade [x, l][u,o] = (m,k), wo xeR'. Gilt m, 
keR', so u=t(o,m,k) und wegen lc), D2 folgt u=m. Zugleich gilt x = 
t(l, u, k), nach 2d), D2 erhält man daraus x = k und [JC, 1] [u, o] = (u, x). 

5) a) Wir setzen [x, y] = (o, k) D ( 1 , u), wo keR. Nehmen wir x, y eR an, 
dann y = t(x, o, k) und aus (Kl) , [2] folgt y = k. Wegen x = t(y, 1, u) gilt dann 
nach 2c), D2 x = l. Mithin (o,k)U(l,u) = [1, k]. 

b) Wir setzen [x, y] = (u, k) D (1, u ) , wo k eR'. Da x = t(y, u, k), gilt gemäß 
2d), D2 x = k. Zugleich ist y = t(x, 1, u) und wegen 2e), D2 folgt y = x. So ergibt 
sich [k,k] = (u,k)H(l, u). 

6) a) Es sei (m, k) =[o, o] [1, y], wo y eR. Gilt m, keR, so o =t(o, m, k), 
y =t(l,m,o) und nach (Kl) , [2] erhält man k = o, y=m. Daraus ergibt sich 
(y,o) = [ o , o ] [ l , y ] . 

b) Es sei (m, k) =[o, o][x, x], wo xeR'. Gilt meR, keR', dann o = 
t(o, m, k) und nach lc), D2 ist m=o. Aus x =t(x, o, k) folgt gemäß lb) , D2 
x = k und somit (o , x) = [o,o][x,x]. 

7) Es sei [x, y] I (u, u) mit x eR'. Dann x = t(y, u, u) und nach 2c), 2d), D2 
gilt x = u. 

8) Es sei [x,y] I (o, u). 
a) Gilt x, y eR, so x = t(y, o, u) und aus 2c), D2 folgt x =o. 
b) Gilt x eR', y eR, so y = t(x, o, u) und aus lb) , D2 folgt y = u. 

III. Nach Satz 1 erklären wir den zu nT gehörigen erweiterten lokalen 
Ternärring T([o,o], [1, 1], [u,o], [u, u]). Ist xeR, dann gilt nach (Kl) , [2] 
o =t(x,o,o) und deshalb [x, o] h (o,o). Ist xeR', dann gilt nach la) , D2 
o =t(x,o,o) und deshalb [x, o]Ir (o, o). Nehmen wir umgekehrt an, daß 
[x,y]Ii (o,o). Ist xeR, dann gilt gemäß (Kl), [2] y = t(x, o, o) = o und aus 
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xeR' folgt nach la) , D2 wieder y = t(x, o, o) = o. Somit erhalten wir die 
Äquivalenz [x, y] Ii (0,0) o y=o. Wir bezeichnen mit «S die Menge aller 
Punkte der Geraden (0,0), d .h. & = {[x, o]\x eQ} und setzen 9tr = 
{[x,o]\xeR'},PÄ=.9\9Rf = {[x, o] \x e R}. Die Abbildung A: x*-*[x, o] Vx e Q 
ist eine bijektive Abbildung der Menge Q auf die Menge ä . Im folgenden 
schreiben wir einfach xA =x' Vx e Q, also x' = [x, o] \/x e Q. Wir setzen e = [1, 1], 
v=[u,u] und .2, = {(«',&') e £x£\b' e 9R' => a' e 9R'}, 22 = {(a',b') e 
') x D \a' e 9R' :-> b' e 9R'}. 

Wir betrachten nun die Abbildung §: «Si—>Pi, die mit Hilfe des Viereckes (0', e, 
u',v) durch die Vorschriften (PI)—(P3) bestimmt ist. 

Ad (PI) Es seien x',y'e&. Dann w =vy'\3o' e, s = u'w\3x'v und s = 
(x',y'f. Nach 1, Teil II unseres Beweises gilt vy' = (y,u) und x'v = (x, u). 
Gemäß 2 ergibt sich o'e = (\,o), gemäß 3a) w = [y ,y] und nach 4a) folgt 
u'w = (o, x). Mithin gilt s = (o, x)H(x, u) = [a,b]. Sind a, b aus R, dann 
b =t(a, o, y) und laut (Kl), [2] ist b =y. Zugleich gilt a =t(b, x, u), nach 2c), D2 
folgt daraus a=x und somit s = (x', y'f = [x, y]. 

Ad (P2) Es seien x'e9l', y'ePft. Dann n=y'v Ho'e, nx = nu'Uev, s = 
o'n\[Jx'v und s = (x', y'f. Nach 1, 2, 3a) gilt n = [y, y], nach 4a) und 1 erhält 
man nu' = (o, y), ev = (\, u) und nach 5a) gilt n\ = [\, y]. Aus 6a) folgt o'nx = 
(y,o) und daraus s = (y, o)\D(x, u) = [a,b]. Gilt aeR', beR, dann b = 
t(a, y, o) und wegen la), D2 folgt b =y. Zugleich gilt a =t(b, x, u) und nach 2c), 
D2 ist a =x. Daraus erhält man s = (xf, y'f = [x,y]. 

Ad (P3) ES seien x', y'e9t'. Dann h = x'vUo'e, w = y'vUo'e, wx 

= u'wHev, s = o'w\E\u'h und s = (x', y'f. Nach 3b) gilt h = (x, u) • (1 , 
o) = [x, 1], w = (y, u)n(\,o) = [y, \], nach 4b) u'w = (u, y) und nach 5b) 
W\ = (u,y)U(\,u) = [y, y]. Nach 6b) ergibt sich o'w\ = (o, y) und nach 4b) 
u'h = (u,x). Es gilt also s = (o, y)H(u, x) = [a,b] und daraus b=t(a, 
o, y), a =t(b, u, x). Gemäß lb), 2d), D2 ergibt sich b =y, a=x und folglich s 
= (x',y'f = [x,y]. 

Wir bestimmen die Abbildung 77: «S2—>L\ durch die Vorschriften (LI)—(L3). 
Ad (LI) Es seien m',k'e9fc. Dann n =m'v\Do'e, n\=nu'Hve, 

p = o'n\\Ju'v, z=vk'Hoe', q = u'z^o'v und r =pq = (m', k'f. Es gilt 
n=[m,m], rci = [ l , ra ] und nach 6a) ergibt sich o'nx = (m,o). Setzt man 
P = lx*y] = (m> o) D (u, u), dann x GR' und nach 7 ist x = u. Weiter gilt 
y = t(u, m, o) und wegen la), D2 folgt daraus y=m. Mithin erhält man p = 
[u, m]. Aus dem Vorhergehenden ergibt sich z = [k, k] und u'z = (o, k). Setzt 
man q =[x,y] = (o, k)H (o, u),so gilt nach 8 x = o und daraus y =t(o, o, k) = 
k. So ergibt sich q=[o,k] und r = [u, m] [o, k] = (a,b). Ist a,beR, so 
m =t(u, a, b), k = t(o, a, b), woraus nach 2b), D2 und (Kl), [2] m=a, k = b 
folgt. Deshalb r = (m', k'f = (m,k). 
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Ad (L2) Es seien m'e$l, k'eW. Dann h=o'eUk'v, w = u'hUev, 
q = o'wUu'v und r = m'q = (m', k'f• Es gilt h = [k,\], w = [k, k], 
o'w = (o, k). Aus q = (o,k)\3(u,u) = [jc,y] folgt nach 1 x = u und 
y =t(u, o, k), woraus sich nach lb), D2 y = k ergibt. So gilt r = [m, o] [u, k] = 
= (a,b). Aus aeR,b eR' erhält man m =t(o,a,b),k = t(u, a,b) und aus lc), 
2a), D2 m=a, k = b. Mithin r = (m' k'f = (m,k). 

Ad (L3) Es seien m', k' e0l'. Dann h = k'vUo'e, q = u'hUo'v und r = 
= m'q = (m',k'f. Es gilt h = [k, 1] und q = (u,k)U(o,u) = [x,y]. Nach 
8b) ist y = u und wegen JC = t(u, u, k) folgt nach 2a), D2 JC = k. So erhält man 
r = [m,o][k,u] = (a, b). Gilt a, b eR', so m =t(o, a, b), k = t(u, a, b). Aus 
lc), 2a), D2 folgt m=a, k = b und mithin r = (m', k'f = (m,k). 

Wir setzend' = {(a',b',c') e £x£ x£\b'e9L' => c'eW} und definieren 
eine Abbildung t': &'^>Q durch 

1) Gilt k'e^ oder JC', k' e0l',soy' = t'(x', m', k') o (x',y'f U (m',k'f. 
2) Für übrige Fälle gilt JC'= t'(y', m', k') o (x', y'f I, (m', k'f. 
Nach Satz 1 bildet T(o',e,u',v) = (0l,$l',t') einen erweiterten lokalen 

Ternärring. Wir wollen zeigen, daß die oben definierte Abbildung A: O—>^ ein 
Isomorphismus des erweiterten lokalen Ternärringes T auf T([o, o], [1, 1], [u, o], 
[u, u]) ist. 

Es sei y = t(x, m, k). 
1) Gilt keR oder JC, k eR', m eR, so k' e$l oder x',k'eW, m'eW und 

y = t(x, m, k) <=> [JC, y] I\ (m,k) o (JC', y'f h (m', k'f o y' = t'(x', m', k'). 
2) Für übrige Fälle ergibt sich y =t(x,m,k) o [y,x] I\ (m, k) o 

(y',x'f I\(m',k'f o y' = t'(x',m',k'). 
Da A eine bijektive Abbildung von O auf ^ ist, ist sie auch ein Isomorphismus 

des erwiterten lokalen Ternärringes T auf T([o, o], [1, 1], [u, o], [u, u]). 
Jtt = (P\, Li, I\) sei die mit Hilfe des erweiterten Ternärkörpers T=(R/R0, 

{R'}, t) konstruierte projektive Ebene. Dann ist ür das Bild von JZT im Homomor­
phismus X\ und es gilt [JC, y]x\ = [JC, y] V[JC, y] eP\ und (m,k)x\ = 
= ( m , k ) V ( m , k ) G Li. Setzt man Ö = R/R0u{R'}, £ = {[JC, Ö]|JC e Ö } , 
?A = {[JC, Ö] I JC eRIR0}, dann ist A:JC—>[JC, ö] VJC e Ö eine bijektive Abbildung 
der Menge Ö auf J . Im folgenden setzen wir JC = JC' VJC e Ö, also JC' = [JC, ö]. Wir 
schreiben «Si = {(ä', b')\(a, b)eQ\}, ä2 = {(ä', b') \ (a, b)e Q2} und betrach­
ten eine Abbildung |:^i—>Pi bzw. fj:&2-+L\, die durch (x',y'f = (x', y'fxi 
V(x',y')e&\ bzw. (m',k'f = (m',k')xl V(m',k')e&2 bestimmt ist. Dann 
ergibt sich (x',y'f = (x^y'fx, = [x,y]x, = [x, y] und (m', k'f = (m',k'fx\ 
= (m,k)x\ = (m,k). 

Wir setzen Q' = {(ä', b', c')\(a, b, c)eQ'} und definieren eine Abbildung 
t' :&'-»& durch 

1. Gilt k'±ü', so y' = t'(x',m',k') o (x', y'f U (m', k'f. 
2. x' = t'(y',m',ü') o (x', y'f U (m', ü')\ 

235 



Nach Satz 2 ist das Tripel T([ö,ö], [1, 1], [ü,ö], [ü,ü]) = (R,ü',t') ein 
erweiterter Ternärkörper. 
1) Gilt k±ü, so y = t(x,m,k) o [x, y] h (m,k) o (x',y'f I, (fh',y')n o 

y' = 
= t'(x', m', k'). 
2) Gilt k = ü,soy = t(x, m, k) o [y,x] L (m, k) o (y',y'f U (m', k'f o y' 
= t'(x', m', k'). 

Die Abbildung A ist also ein Isomorphismus der erweiterten Ternärkörper T, 
T([ö,ö], [1,1], [ü,ö], [ü,ü]). 

Ist cp der Homomorphismus des erweiterten lokalen Ternärringes T=(R,R',t) 
auf den erweiterten Ternärkörper T=(R/R0, {R'}, t) aus Bemerkung 9, [2] mit 
x* =x V x e O und cp der Homomorphismus des erweiterten lokalen Ternärringes 
T([o, o], [1, 1], [u, o], [u, u]) auf den erweiterten Ternärkörper T([ö, ö], [1, 1], 
[ü, ö], [ü, ü]) mit [x, o]v = [x, ö], dann gilt 

A <p _ _ 

x •-> [x, o] »-> [x, o], 

v - * r - - l 

X »-» x •—> [x, o], 

also Xq) = cpk. Das Diagramm 

T 4 r ( [ o , o ] , [ l , l ] , r M ,o] , [« ,M]) 

T 4 F([ö,ö],[l",!],[u,ö],[u,ö]) 

ist daher kommutativ. 
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ПPOEKTИBHЫE ПЛOCKOCTИ C ГOMOMOPФИЗMOM И PACШИPEHHЫE 
ЛOKAЛЬHЫE TEPHAPHЫE KOЛЬЦA 

Фpaнтишeк Maxaлa 

Peзюмe 

K пpoизвoльнoмy пoлнoмy чeтыpexyгoльникy (o,e,u,v) в пpoeктивнoй плocкocти Ж c 
гoмoмopфизмoм мoжнo oпpeдeлить pacшиpeннoe лoкaльнoe тepнapнoe кoльцo T„ = T(o, e, u,v) 
и к пpoизвoльнoмy pacшиpeннoмy лoкaльнoмy тepнapнoмy кoльцy T пpoeктивнyю плocкocть жт c 
гoмoмopфизмoм. B пpeдлaгaeмoй paбoтe пoкaзывaeтcя, чтo пpoeктивныe плocкocти ж и жTn = 
л-гco.e.u.x,) c гoмoмopфизмoм изoмopфны и чтo вcякoe pacшиpeннoe лoкaльнoe тepнapнoe кoльцo 
T(o, e, u,v) нopмиpoвaнo. Ecли T — нopмиpoвaннoe pacшиpeннoe лoкaльнoe тepнapнoe кoльцo, 
тo T и T^ изoмopфны. 
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