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ЛЕКСИКОГРАФИЧЕСКОЕ ^-ПРОИЗВЕДЕНИЕ 
СТРУКТУРНО 

УПОРЯДОЧЕННЫХ **2-ГРУПП 

ОНДРЕЙ ДРЕВЕНЯК 

Понятие структурно упорядоченной дистрибутивной РО-группы было вве
дено А.И. Ч е р е м и с и н ы м [4]. В предлагаемой работе исследуется раз
ложение дистрибутивной РО-группы на лексикографическое сг-произведение 
и обобщаются некоторые результаты работы [8]. 

Мы используем обыкновенные обозначения для структурно упорядочен
ных групп и .О-группы (см. [1, 6, 9]). Понятие структурно упорядоченной 
дистрибутивной Р^О-группы используется в таком же смысле, как в [5]. 
Напомним следующие понятия, введёные в [5] и [8]. Пусть О является 
структурно упорядоченной группой. Символом Р(С) будет обозначаться её 
положительный конус Два элемента х, у еС являются дизъюнктными, если 
хлу = 0. Подмножество А < = 0 называем дизъюнктным, если любые два 
элемента являются дизъюнктными и а > 0 для каждого аеА. Для хеС, 
А с С будем писать |лг|лА = 0 , если | * | л | а | = 0для каждого а е А. Для А с= С 
положим 

А = {х е О: \х\л \а\ = 0 для каждого аеА}. 

Множества А , В с С дизъюнктны, если А с В . Система .9# = {А7} (^е^) 
подмножеств С дизъюнктна, если для любого ](1)Ф](2), ]'(1), ^(2)е^ Ау(1)с: 
Ау(2). .г4 является максимальной дизъюнктной системой, если .<& не является 
собственным подмножеством ни одной дизъюнктной системы. Для а, Ь е С, 
а^Ь положим [а,Ь] = {хеО: а^х ^Ь}. Подмножество А <= О выпуклое, 
если [а, Ъ] а А , когда а <Ь, а, Ъ еА. 

Пусть ^ не пустое множество индексов и для каждого ] е^ Ау является 
/-группой. Прямое произведение А =ПА У (^е^) является множеством всех 
таких отображений /:^—> и А,, что /(/) е А; для каждого / е / ; /(/) называется 
у-той компонентой элемента /. Операции + , л , V в А считаются по 
компонентам. 

Предположим, что М выпуклая /-подгруппа /-группы О, О^хеС Если 
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существует уеС такое, что у = 8 и р {теМ: т^х}, и если элемент у 
принадлежит М, тогда положим у =х(М) и говорим, что у является проек
цией элемента х в /-подгруппу М . 

Пусть 9/ = {Ау} (/е-0 — максимальная дизъюнктная система выпуклых 
/-подгрупп /-группы С Предположим, что 
(1) для каждого О^д еС и каждого ]' е^ существует проекция д(А}); 

(и) каждая система {и,} (/СО, 0-^ц-еА, имеет наим. в.г. в С. 
Тогда существует изоморфизм ср /-группы С на прямое произведение ПА 7 

(^е^). В таком случае говорят, что /-группа С является прямым произ
ведением своих /-подгрупп Ау, и обозначают её 0 = [ПАу] (/е*0-

Будем писать х>А,хеС,Ас:С, если а ^ х для каждого а е А . Выпуклую 
/-подгруппу А /-группы С будем называть р-подгруппой в С, если для 
каждого О^хеСт, х^А существует х(А). Пусть В является выпуклой 
/-подгруппой /-группы С и пусть имеет место условие: 

Е с л и Х с В и если 8ир X существует в С, то 8ир ХеВ. Тогда В называется 
замкнутой подгруппой в С. для любого Л с О , А является замкнутой 
подгруппой в С. Замкнутую подгруппу /-группы С, порожденную подм
ножеством ^ с=Ст будем обозначать С (О). Если .90 = {А,} (] е^) — система 
подмножеств С, то обозначим также С(.гЛ) вместо 

(Y/<) 

Элемент зеС называется базисным, если 5 > 0 и множество {хеС: 
0<х^з} является цепью. Подмножество 5с=Ст является базисом в С, если 
оно максимальное дизъюнктное подмножество в О и каждое 5 е 5 является 
базисным элементом. 

Говорят, что структурно упорядоченная О-группа С является лексиког
рафическим расширением структурно упорядоченной _2-группы Н, (обоз
начаем С = (Н)), если Н является /-идеалом в »С2-группе С, ^2-фактор-
-группа С/Н линейно упорядоченная и для каждого 0 <д е С\Н имеет место 
д >к для всех пеН. 

Пусть для каждой /-группы Н кН (ядро Н) является /-подгруппой /-группы 
Н , порожденной множеством всех элементов х, несравнимых с элементом 0. 
Тогда кН является /-идеалом, Н = (кН) и кНаА, если Н = (А ) (см.[3]). 

Пусть /-группа О является прямым произведением своих /-подгрупп А,. 
Предположим, что С является одновременно О -группой. Пусть для каждого 
] е^ А; является 42 -подгруппой в О и для каждого а> е&2, д\, д2, ..., дп€С, 
1 ^ / ^ л = п(со) имеет место 

( !) (9192...дпа))(А1) = д1(А;)д2(А;)...дп(А;)а). 
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Тогда говорим, что /*С2-группа С является прямым произведением /.С2-групп 

А,. 
Следующее определение лексикографического произведения Ш-подгрупп 

аналогично с определением лексикографического произведения /-групп, вве
дённого в [8]. 

Определение 1. Пусть А0 является бесконечным порядковым числом и пусть 

для каждого А <А0 5^ = {А*} (/ е1х) является системой ненулевых Ю-под

групп в С, которая удовлетворяет следующим условиям: 
(а) для каждого А < А0 и каждых двух разных элементов /(1), /(2) е Iх имеет 

место включение А*о)с:(А*(2))6 ; 
(Р) если А <А0, А =А(1)+ 1 и / е ! А , то либо 

д Л _ дА(1) 
А { — / 1 , ( 1 ) 

для некоторого 1(1) е /Я ( 1 ), либо существует такое подмножество I а1 1}, что 

сагс1/>1 и существует /О-подгруппа А в С, которая является прямым 

произведением Ю -групп 

А1$№)е1), 

а А) является собственным лексикографическим расширением подгруппы 

А (см. [5], определеннее); 

(у) если А <А 0 является лимитным порядковым числом и / е! , то сущест

вует такая трансфинитная последовательность {/(V)} (у <А), что для каждого 

у < А имеется 

• / \ .-V 'ж У ( 1 ) А У ( 2 ) 

г ( у ) е / , А,-(;(1))сЛ,(У(2)) 

для каждой пары порядковых чисел У ( 1 ) , У ( 2 ) , удовлетворяющих отношению 
у ( 1 ) ^ у ( 2 ) < А и что А | является лексикографическим расширением 
^-группы 

A=c(ijA:My, 

(6) С ( ^ ) с = С ( ^ ' ) д л я А < Я ^ Я о и С = иС(6^) (А <А0). Тогда С называется 
лексикографическим произведением Ю-подгрупп А) (/е/1). С назьвзается 
лексикографическим о-произведением Ю-подгрупп А, (/е/ ), если С яв
ляется лексикографическим произведением этих Ю-подгрупп и если А0 = со. 

Примечание. Можно показать, что из выше приведённого определения 1 
вытекает следующее утверждение: Для каждого натурального числа п и для 
каждого индекса / е Г существует такой индекс г(1)е1я+ь что 

A П л rt+1 

« ç A , ( D , 
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В дальнейшем предположим, что С структурно упорядоченная дис
трибутивная РО-группа, удовлетворяющая условию: 

(Рз) Каждое ограниченное дизъюнктное подмножество в С имеет наим. в. г. 
в О. 

Предположим, что имеется данная система &}\ выпуклых /_П?-подгрупп В, 
(/6Л) со следующими свойствами: 

(а) Каждое в) является р-подгруппой в С. 
(Ь) Система 6̂ 1 является максимальной дизъюнктной. 
(с) ( Б ; ) =В) для к а ж д о г о / е Л . 
В этой работе доказывается, что существует выпуклая /^-подгруппа X в 

С, имеющая следующие свойства: 
(А) X является лексикографическим а-произведением Ш -подгрупп сис

темы 5^1; 
(В) если У является выпуклой /^-подгруппой в С и если У является 

лексикографическим а-произведением той же самой системы &)\, то У с Х . 
Прежде всего построим выпуклую Ю-подгруппу X. Пусть ^(У>\) является 

множеством всех элементов х еО, которые могут быть представлены в виде 

(2) х = чЬ; (^е^1), 

где О^Ь) еВI для всех у е^\. 
Пусть А является множественным объединением всех интервалов [— х, у], 

причём х, уе^(Э?\). Согласно [8, утверждение 3.2] Л является замкнутой 
выпуклой /-подгруппой /-группы О, порожденной множеством и В , (^е^^). 
Очевидно, Р(А)= ^(Э?^) и каждое х еР(А) можно записать в виде (2). В [8, 
утвержд. 3.3 и 3.4] доказаны следующие два утверждения: 

1. Р(А) является множеством всех элементов х еР(С), для которых имеет 
место х У> В , для всех у е ^^. 

Обозначим ^ множество всех таких элементов й еР(С), что для каждого 
у е^\ или а1 является дизъюнктным с Р(В)), или а">Р(В)). 

2. Пусть а еР(С)\Р(А). Тогда элемент а можно представить в виде а = 
Ь+а1, где Ь еР(А),а1е^иэлемента*>В) тогда и только тогда, когда а>В). 

3. А является ^-подгруппой в С. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть со е^, хи х2, ..., х„ еА, х{^0, 1 ̂ / ^дг =п(а>). 
Положим Х\Х2...хпсо =х. Элементы х{ могут быть записаны в виде (2). Могут 
произойти следующие два случая а) Предположим, что х^Ву для каждого 
} е^\. Согласно условию (а) для каждого/ е^^ существуетх(В)) и имеет место 
х(В;)^х. Так как система {В)} является дизъюнктной их(В))е В), множест
во {х(В})} (^е^\) является дизъюнктным, сверху ограниченным. Согласно 
условию (Рз) существует в С элемент 

у = ^х(В)) (^е^1) 
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и имеет место О^у ^д:. Предположим, что у <х и положим х —у =г. Тогда 
т. ^х, так что г^В) для каждого / е Л . 

Подобным рассуждением, как для элемента х, получаем, что для каждого 
^е^^ существует проекция %(В))^0. Предположим, что для некоторого 
^(0)е^\ имеет метсо г(В / ( 0 ) )>0. Тогда 

х(В]ю)<т:(В1

т) + х(В)ю)^7: + у =х 

и одновременно 

-- (В цо)) + х (Ву(о)) е -В/(о), 

что является противоречием с максимальностью проекции х(В)(0)). Поэтому 
г(В)) = 0 для каждого / е^1. Значит, элемент г является дизъюнктным со 
всеми множествами В). Так как 5̂ 1 является максимальной дизъюнктной 
системой, то т. = 0, и, значит, 

x = Vx(В)) (^е^1). 

Этим мы доказали, что х еА.Ъ) Предположим, что для некоторого /(1)еЛ, 
л:>В}(1). Достаточно рассмотреть случай сагй ^1>19 потому что в случае 
сагё/1=-1 х еВ)ф). Пусть са^6^1>1. Элементы х, можно записать в виде 

(3) * = *>«<)+ V b) (je Ji). 

На основании (3) по свойству (Ь) и согласно [5, лемма 1] для элемента х 
получаем 

X =XiX2...XnCO 

Положим 

(fr/a)+ V bňíbl^ V bj)... 
\ ;T/(i) / \ /T/(D / 

."(fc7o)+ V bni)(ú = b)ii)b2
m...bHi)cú + 

\ j*j(D I 

+ (V b})(v bA..(v bňa>. 
\/*/(D / \/*/(l) / \/*/(D / 

yi = &/(i)6/(D...67(i)fi>» 

y2 = (v b})( V bf)...( V bj) 
\/*/(D / V / 0 ) / \/T/(l) / 

(O. 

Тогда имеет место 

(4) дс=у1+у 2, 

причём у ^ О , у 2 ^ 0 , у\ еВ)(1) и у2лЬ = 0 для каждого Ь еР(Вц\)). Если было 
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бы у1 = 0, тогда х =у2 и, значит, х^>В)(1), получается противоречие с пред
положением. Следовательно у1>0. Тогда ух<2у\еВ)(\). Так как дг>ВЯ1), 
должно быть 2у1^дс. Тогда согласно (4) существуют элементы гь 7.2еСУ 

удовлетворяющие условиям 

2у1 = г1 + г2, О ^ г - ^ у ь 

0 ^ г 2 ^ у 2 . 

Поскольку У1лу2 = 0, то и _Г1Лг2 = 0, мы имеем 

2уг = 7.1+7.2 = г1\/7.2. 

Далее, 

2у1 = 2ух л (цV т.2) = г\ V 0 = гь 

потому что 2у1Лгг = 0. Этим получаем 

2у1 = г 1 ^ у ь 

что является противоречием. Значит, х^В) для каждого / е Л и согласно а) 
элемент х принадлежит Л. Согласно [5, лемма 3], получается, что А является 
-Г2-подгруппой в С. 

4. Пусть (ое&9 аи а2, ..., апе^(Э>

1), \^г^п=п((о). Тогда для каждого 
/ е Л имеет место равенство 

(а1а2...ап(о)(В)) = а1(В))а2(В))...ап(В))ш. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Элементы а, могут быть записаны в виде 

(2') а> = уЪ) 0'€ Л), 

где 0 ^ Ь ) е В 5 для всех / е Л . Согласно (а) для каждого ге{19 2, ..., п) 
существует а,(в5). Очевидно, Ь)(В)) = Ь). Тогда из равенства (2') 
применением бесконечной дистрибутивности получаем Ьу = а,(В,) для каж
дого / € Л . Следовательно, 

(5) а.(В1) = ЬкВ 1 ) 

для каждого (' б {1, 2, ..., п) и каждого / б / . . 
Значит, ввиду (Ь), [5, лемма 1], (2'), (3), (5) и согласно [8, утвержд. 2.4] 

получаем: 

(а1а2...а„а>)(В1) = [(VЬ1)(VЬ;)...(VЬГ)а^](ВI

1) = 

= [(ь' + у.-ч) (ь? + уЫ.)...(ь7+у«) о»] (В,') = 

= [ь/ь?..̂ *» + (у.-»1) ( у ь~)-(у .«) со] (в?) = 
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= (Ь)Ь*.. .Ъ"со )(В)) = Ь)Ъ).. .Ь^со = 

= Ь)(В))Ь*(В)).. .ЬКВ))со = а1(В))а2(В)).. .ап (В))со. 

В дистрибутивной ^2-группе справедливо следующее утверждение. 

5. Пусть С является дистрибутивной ^-группой. Тогда для каждого со е^, 

каждого I е {1, 2, ..., п} и для каждого Ъ, а1у а2, ..., апеС имеет место: 

1) а1а2...а(-1(а<-Ь)а(+1...апсо = 
= а1а2...апсо —а1а2...а{-1Ьа{+1...апсо ; 

2) а1а2...а1-10а1+1...апсо = 0 ; 
3) аха2.. .а1-1(-а[)а1+1.. .апсо = -аха2.. .апсо. 

6. А является прямым произведением Ю-подгрупп В) (/ е^1). 

Доказательство. Согласно [8, теорема 2.6] А является прямым произ
ведением /-групп В) (] е^1). Надо проверить, что для каждого/ е Л и каждого 
со е^ справедливо равенство 

(V) (д1д2...дпсо)(В)) = д1(В))д2(В))...дп(Вп)со. 

Пусть со е^,д1,д2,..., дпеА. Пусть д является любым элементом из С. Если 
положим д + = д V0 и д~ = —(длО), то д =д+ — д~. Элемент д1д2...дпсо можно 
представить в виде 

(6) д1д2...дпсо = (д1-д~)(д1-д2)...(дп-д~)со. 

На основании дистрибутивности оператора со и вследствие утверждения 
5 элемент д1д2...дпсо равен сумме элементов вида 

(-1)* вРдР...дУа>, 

где (е,-) е { + , — } и А:-число тех символов (е,), которые равны символу — . Для 
каждого элемента д\Е{) имеет место О^0{ е < )еА ; следовательно, дс*'уе ^(У1). 
Поэтому 0<е<) можно записать в виде 

д^=VЬ) (^е^1), 

причём 0 ^ Ь } е В ) (^е^1). Для каждого сое^ и каждого ^е^1 согласно 
утверждению 4 имеется 

(7) (д<РудР>.. .д^оХВ)) = д^\в))д^\в)).. .д>\в))а>. 

Ввиду (6), (7) и утверждения 5 левая сторона (1') равна сумме выражений 
вида 

(-1)кд[<>\В))дР\в))...д(;-\в))а>. 
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Если преобразуем применением (6) правую сторону (V), получим 

д1(В))д2(В))...дп(В))(о = (д:(В))-дТ(В)))(див))-
-д2(В)))...(д:(В))-д-(В)))со. 

Опять на основании дистрибутивности оператора со и вследствие утверждения 
5, правая сторона (1') равна сумме выражений вида 

(-1)* д^\в))д^\В})...д>\В*)а>, 

где к — число тех символов (г,), которые равны символу —. Следовательно, 
имеет место (1'), и поэтому А является прямым произведением Ю-групп В). 

Пусть 7 с = / ь сагс!/>1 и предположим, что удовлетворены условия: 
(ш) для каждого /(1), ^(2)е^ и каждого х еС х >В)а) тогда и только тогда, 

когда х >В)т; 
(IV) существует такое лее О, что х>В) для каждого ^е^ и х является 

дизъюнктным с каждым Вг

к (Асе/Л/). Если ^ и ^' подмножества / ь 

удовлетворяющие (ш), (IV), и сагс!./>1, саго!/ '>1, ^п^'Ф09 то ^ = ^'. 
Следовательно, каждое / е Л принадлежит самое большее к одному 
подмножеству ^ с данными свойствами; если такое / существует, обоз
начим его /, а в противном случае положим / = {/}• Пусть ^2 множество 
всех /, / е / ь Пусть / е/ 2 , саге!/ > 1. 

Обозначим О'0") множество всех элементов х еС9 удовлетворяющих (ГУ). 
Если О'(])Ф09 то, очевидно, -О'О) является замкнутым множеством от
носительно операции + и является выпуклой подструктурой в С. Положим 

В) = [-*!, 42]9 

где д.19 ^ 2 е ^ ' ( / ) . В [8, утвержд. 3.9] доказано утверждение: 
7. Пусть }'€ / 2 , О ^ х е С . Если элемент х является ДИЗЪЮНКТНЫМ С каждой 

Ю-группой Вк для к е/Л/, то х е В/. 
, 2 

8. В] является ^-подгруппой в О. 
2 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Ввиду [8, утвержд. 3.5], достаточно проверить, что В/ 
является замкнутым множеством относительно операторов сое^. Пусть 
(^е^, Ъи Ъ2, ..., ЬпеР(В)). Согласно [8, утвержд. 3.8] &2={В)} (^е^2) 
удовлетворяет условию (Ь) и поэтому для каждого Ь( имеет место 

(8) Ь1лЬ\ = 0 для всех /се/Л/. 

Из (8) и определения /^-группы вытекает, что 

Ь1Ь2...Ьпсо лВк = 0 для всех Асе/Л/. 

Согласно утверждению 1 элемент Ь1Ь2...Ьпсо принадлежит В). Далее 
применением [5], леммы3, получаем, что В) является ^-подгруппой ^-груп
пы С. 
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9 . В ) = < [ П В , 1 ] > ( / е / ) и В)Ф[ПЬ)] Ц е]). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из факта, что система 5̂ 1 максимальная дизъюнктная 

в О и что любое х е В/ дизъюнктное с ВЯ1) для каждого ^(1)е^^\^, вытекает, 
что система {В/} 0" е 7) является максимальной дизъюнктной в [ П В ; ] (/ е/)-
Кроме того, эта система удовлетворяет условиям (а) и (с). Тогда в силу 
утвержденияЗ, [ПВ;] (]€]) является & -подгруппой в В/, а согласно 
утверждению6 является прямым произведением Ш-подгрупп В) (/ е7)-

Положим /(5^0 = 5̂ 2. Система выпуклых /.Ф-подгрупп &2= {В2} (^е^2), 
ввиду [8, утвержд. 3.7, 3.8 и 3.10], удовлетворяет условиям (а), (Ь), (с); 
следовательно, можно аналогично конструировать :У3= /С^г) = Г(Э>\). Опре
делим индукцией 

Г ( ^ 1 ) = / [ / п " 1 ( ^ 1 ) ] Для п>2. 

Имеем сконструированные выпуклые Ю-подгруппы систем 5̂ „. Согласно [8, 
см. §3] система 5̂ „ удовлетворяет условиям (а), (Ь), (с) для каждого натураль
ного числа п. Мы показали для системы 5̂ 1, что С'(&\) является Я -подгруппой 
(см.З). Далее, на основании конструкции системы 5 ,̂ вытекает, что каждый 
элемент 0<дс еС(&>

п) может быть записан в виде 

х = \/Ъ> (^е^п), 

где О^ЬубВ" (^е^п). Тогда подобным образом, как и в доказательстве 
утверждения 3, можно показать, что для каждого натурального числа п С(&>

п) 
является ^2-подгруппой в С. Для каждого натурального числа п положим 
В" =С(Уп). Тогда, очевидно, имеет место 

В ' с В ^ В ' с - : . . . 
Положим 

До(^-)=йвп. 
п = 1 

Очевидно, Во(&\) является _С2-подгруппой в С. Ввиду [8, утверж.3.11] 
и утверждений 3, 6, 8 и 9 справедлива теорема: 

Теорема 1. Пусть 5̂ 1 = {В}} (уеЛ) — система выпуклых Ю-подгрупп 
структурно упорядоченной дистрибутивной РО-группы С, удовлетворяющих 
условиям (а), (Ь), (с). Предположим, что С удовлетворяет условию (Рз). 
Тогда Во(Уг) является лексикографическим о-произведением Ю-групп сис
темы 5 1̂. В случае, когда множество операторов ;С2 пусто, утверждение этой 
теоремы редуцируется на утверждение 3.11 в [8]. 

Теперь положим Во(Э>{) = Х. Мы покажем, что если У — выпуклая /;С2-под
группа в О и если У является лексикографическим а-произведением той же 
самой системы 5̂ 1, то Ус=Х. 
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Пусть У любая выпуклая Ю-подгруппа в О, которая является лексиког
рафическим а-произведением системы &>

х. В дальнейшем для систем выпук
лых /О-групп лексикографического а-произведения X будем применять 
обозначения, как и выше, т.е. Вп (^е^п)^ В случае лексикографического 
а-произведения У Ю-группы систем 5^\ удовлетворяющие условиям 
определения 1, мы быдем обозначать Ап (/е !„). 

Для каждой /-группы Н, пусть кН — /-подгруппа /-группы Н, порожденная 
множеством всех элементов х, несравнмых с элементом 0. 

В следующем утверждении мы будем пользоваться теми же обозначениями, 
как и выше. 

10. Пусть I а1п-и Iс=/п_ь сагс11> 1, саге!/> 1. Предположим, что А" и Вп в 
О являются собственными лексикографическими расширениями прямого 
произведения 162-подгрупп А"'1 (ге1) и В"'1 (зе1). Пусть для каждого 
г(2)е1п-1 существует такое .у(2)е/п_ь что 

А п —1 ГУП~ -

г(2) <-=Ь-(2), 

и пусть 
0<хеВп\кВ", д:>А"о) 

для некоторого г(1)е1. Тогда 

X > Л " ( 2 ) 

для каждого г(2)е1. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть верны предположения утверждения 10 и 

Тогда в силу [3, теорема 3.1] выпуклые Ю-подгруппы Л " и В • являются 
сравнимыми. Пусть В" с=А7 И существует такое г(2)е1, что 

х$Апт. 

В силу [3, теорема 2.1] кАп и Вп сравнимы. Пусть ВпакАп. Согласно 
предположению 

кА1И = [А?(Т,,х(А?(Т)

1)*], 
где 

(ЛГо)1)* 

- комплементарный прямой множитель 

Л "(Т)1 в кАп. 

Благодаря выпуклости 10-подгруппы В" в кАп, имеет место 

Вп = [Ап

га
1

)пВп) X ((АкТ)

1)*пВ;)]. 

40 



Ho 
AP\T)nB7 = A;<T,,=j-{0} 

и, так как Вп — собственное лексикографическое расширение, Вп является 
директно неразложимым, мы получаем 

(А;-(т)

1)*пв;={о}. 
Поэтому 

В" = Аг(1), 
что противоречит 

•.̂  л п — 1 

х > А г ( 1 ) . 

Пусть теперь 
Вп~окАп и Ап^Ф{0}. 

Согласно предположению для г ( 2 ) е ! существует такое 5(2)е/„_1, что 

А п — 1 гуП — 1 

г(2) С1Г>Я(2). 

Тогда, либо 5(2)б/ , либо 5(2)е/„_Л/. В первом случае 

X >В5(2) 

и то же самое верно для 
AГ1 

-г (2) 

- и возникает противоречие. Во втором случае 5(2)ф/, и, следовательно, 

вппв:ё1={о}. 

Тогда, так как Вп ~ъкАп, мы получаем 

кАппВ:^ = {0}, 

а отсюда в силу отношения 

™»(2) =>/\г(2) ßn —1 л n — 1 

,(2) з A r 
следует, что 

ikArnAPm^íO}, 

а это является противоречием. 
Обратно, предположим, что Вп-эАп. Тогда кВп=>кАп. В силу пре

дположения для г(2)е1 существует такое 5(2)е/„-1, что 

Л п — 1 г»п~-

г(2) С!-» 5 (2). 

Тогда либо 5(2)б/, либо 5(2)е/„-Л.7. В первом случае 

^ «̂  л п — 1 
* > А Г ( 2 ) , 

что является противоречием. Во втором случае, поскольку 5(2)ф/, мы 
получаем 
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ВГ<2)п*В/

,= {0}. 

Поскольку кВ" =>кА", из предыдущего равенства следует 

ВГ(2)1пА:АГ={0} 

а отсюда в силу отношения 

A n — Ì ryП — 1 

г(2) C = ± ř s ( 2 ) 

получаем 

А : ( 2 ) П А : А Г = { 0 } , 

что явно противоречит включению 

Аг^с/сАГ. 

Это завершает доказательство утверждения 10. 

11. Предположим, что А - выпуклая Ш -подгруппа в С, которая является 

собственным лексикографическим расширением. Предположим, что А1 и А 2 

являются прямыми множителями в кА. Пусть 0<х е С. Тогда х > Ах тогда 

и только тогда, когда х > А 2 . 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть удовлетворены предположения утверждения 11. 

Если х е А , то, очевидно, имеет место утверждение 11. Если х фА, то или 

х>А, или х^>А. В первом случае доказательство очевидно. Во втором 

случае, согласно [2], лемме 6.2. (ш), можно элемент х представить в виде 

х =лг1 +х2, причём С̂1 = ̂ с(А)еР(А), 0=^* 2 и х2ла = 0 для каждого а еР(А). 

Следовательно, одновременно имеет место* =x1VX2. Из приведённого выте

кает, что х >Аг тогда и только тогда, когда х > А 2 . 

Теперь индукцией покажем, что для каждого натурального числа п и для 

каждого I е1п существует такое / е/„, что справедливо включение 

(9) А-с^В-. 

Пусть п = 1 и I е ! „ . Тогда I е Л и А ( = В,. Пусть п > 1 и предположим, что 

утверждение верно для п — 1. Пусть / е !„ , тогда мы имеем два случая: 

С л у ч а й I. Пусть 

Л „ А п — 1 

« = А , - ( 1 ) 

для некоторого 1"(1)е1„_1. Тогда в силу индукции 

Л л — 1 о " - 1 

«(1) С Ь Л 1 ) 

для некоторого / (1) е /„-1- Существует / е 1П, для которого справедливо вклю
чение 

-37а,1 с В?. 

Следовательно, А7 <-=В" для некоторого / е/„. 
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Случай II. Пусть существует такое подмножество I с_1„_ь что саге/> 1, и 
/__-подгруппа А ' в С, которая является прямым произведением /__-групп 

АГа)1 (I ( ! ) € / ) , 

а А? является собственным лексикографическим расширением /.С_-подгруппы 
А'. Возьмём фиксированное | ( 1 ) е 1 . По предположению индукции для каж
дого /(2)е/ существует такое /(2)е/„_1, что верно включение 

А ,(2) С В / ( 2) . 

Далее, из предыдущей конструкции лексикографического а-произведения X 
вытекает, что для индекса /(1)е/„-1, (удовлетворяющего соотношению 

Л п — 1 г)п~1\ 
1(1) - " ^ / ( 1 ) ) » 

должна возникнуть одна и только одна из следующих двух возможностей : 
1) Существует индекс/ е/„ и такая /__-подгруппа В' в О, что имеет место 

В' ФВп = (В') и В' является прямым произведением /_2-групп 

В?^(^(2)е^\ 

причём /*(1)е/с:/„_1. 
2) Существует такое /*'(1)е/„, что 

В
п ~ - г>п 

1(1) — - 0 ; ( 1 ) . 

Перейдём к случаю 1). В этом случае выпуклые /__ -подгруппы А п и В " в С 
являются собственными лексикографическими расширениями, и так как 
АппВпФ {0}, то они взаимно сравнимы ([3, теорема 3.1]). В случае Ап с_Б" 
доказательство тривиально. Предположим, что В" сАп. Существует 0<х е 
Вп\кВп. Таким образом, х >кВп. Согласно конструкции Вп, /_2-группа 

Бп-1 
/(1) 

является прямым множителем кВп

9 следовательно, 

X > Б У ( 1 ) . 

В силу индукции 

и согласно утвержд. 10 

x >A?ã 

x>A- (2) 

для каждого /(2) е I; таким образом, х >кАп. Так как /__ -группа В" выпуклая 
в С, то кАп с1Вп. Отсюда на основании соотношения ккАп =кАп мы полу
чаем кАп с:кВ п.С Другой стороны, из Вп сАп вытекает кВп акАп. В общем 
получаем кВп=кАп. 
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Пусть теперь 0<( еА"\кА". Предположим, что 

;(3)е./„-1\/, 0<иеВ"(з)\ и^(. 

Тогда либо и е кА", либо и >кА". Первый случай не может возникнуть, так 
как /Ф-группа кА" =кВ" является прямым произведением /_>2-групп 

в;(Г)

10'(2)е/), 

и каждая из них дизъюнктна с 

Бп - 1 
1(3) . 

Во втором случае 

и>В"(2)\ 

что является противоречием. Поэтому I дизъюнктно со всеми Ш-группами 

В"(з) для у(3)б/„-1\./. 

Из этого вытекает, что элемент г принадлежит (В" ) = В". Мы доказали, что 
А" а В". Тем самым доказательство в случае 1) укончено. 

Далее рассмотрим случай 2). В этом случае для /(1) существует такое 
]'(1)е1п, что 

{0}^в;а )

1-=в;Ч 1). 
Для 

Бп - 1 
/(1) 

могут возникнуть две возможности: 

а) 
Бп - 1 

/(1) 

является собственным лексикографическим расширением, 

ь) 
Я/(1) =В,( Г ) 

для некоторого / ( г ) е Л . 
Теперь перейдем к рассмотрению случая а). Пусть 

Бп - 1 
1(1) 

является собственным лексикографическим расширением. Очевидно, 

А?ПВ;^Ф{О} 

и, следовательно, 1&2-подгруппы 

А п г>« — 1 

^ И В / ( 1 ) , 

согласно [3, теорема 3.1], сравнимы. Предположим, что 
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ßп —1 л n 

id) c iA, . 
В силу [3, теорема 2.1] кА" можно сравнить с 

аО Предположим, что 

R п - 1 

Вд1) =>/сА7. 

Если ;(1)-?--/(2)е/„-1 и 

0<ЬбВГ(2)1, 

то Ь не принадлежит А?, так как Ъ дизъюнктно с 

В п - 1 
/О) • 

Поэтому Ю -группа А 7 дизъюнктна с 

для каждого/(2)е.Л,-1, ](2)Ф](1). Из этого вытекает 

л п /г»п-1.66 

А, < = ( В т ) ) . 

Так как, согласно (с), 
1-->/(1)) — Ь / ( 1) , 

получаем 

Вт) = А7, 

следовательно, А7 =В7(1). 
а2) Далее исследуем случай, когда 

в;

п(1) 

является собственным подмножеством к А". В силу предположения мы имеем 

ЛАГ = [АГ(Т)1х(АГ(7>1)*], 
где 

(АкТ)1)* 

является комплементарным прямым множителем 

А Гт в кА". 
Taк кaк 

ßяľ)1 

является выпуклой Ш-подгруппой в кА", имеет место 

Внп = [(АГатВяТ,1) х (АкТ)1)*пВкТ>1)]. 
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Но 

и поскольку 
Ar(i)

1n-B7(i)1=Ar(i)
1-^{0}, 

БЛ - 1 

;(П 

является собственным лексикографическим расширением, 

Вл - 1 
У(1) 

директно неразложимо, мы получаем 

поэтому 

Кроме того, 

(AГ<ľ)1)*nB7(7>1 = { 0 } ; 

B rt-1 _ A rt-1 
І ( І ) - A ł ( i ) . 

kAr^ATa)1, 

а тогда существует такое *(2)е1, что г'(2)^=/(1) и 

ч " - 1 
A,(2) 

является прямым множителем кАп. По предположению индукции существует 
такое /(2)е/„-ь что 

А л —1 г>п~ 1 

1(2) С # / ( 2 ) . 

Для каждого / е 1п-\ обозначим символом /' такой индекс из множества /„, для 
которого верно включение 

в; - 1 с в;. 
Если 

Вл / г>«~1 

/'(2)=Р1-*/<2), 

то, поскольку 
А,(2) 

является прямым множителем кАп, согласно части II. 1) этого доказатель
ства удовлетворено включение А " сВ7 ( 2 ) . Следовательно, имеет место 

(10) Вп

(1) = Вщ)1 = А Га/ с= А Г с= ВГЧ2). 

Из соотношения В/Ч1)с:В/Ч2) вытекает Вп>(1) = Вп>(2у В силу (10) мы имеем 

/ ' ( 2 ) — -Ь>/(1), 

следовательно,/(2) =/(1). Выше было приведено соотношение 

значит, 
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«(2) C Z І * / ( 2 ) , 

A »t — 1 D n _ 1 

«(2) C = i * / ( 1 ) . 



Так как 

мы получаем 
B n - l _ A n-\ 

j(l) —Aid), 

Л n - 1 Л n - 1 

Ai ( 2 ) c_A/( 
1(2) «--,,-_,•(!). 

Из этого следует 
Л п~1 — л

 п - 1 

/^1(2) — / 1 , ( 1 ) , 

итак, 1*(2) = |(1), что является противоречием. 
В случае, когда 

Вп-1 
1(2) 

является собственным лексикографическим расширением, подобным спосо
бом, как мы получили равенство 

Вп-1 _ л п-\ 

ЯП - А / ( 1 ) , 

получаем равенство 

ВП2) = А 1 ( 2 ) . 
Если 

Ву(2) = В 1 ( г ) 

для некоторого 1{г)е1и тогда, очевидно, 

В/(2) = А | ( 2 ) . 

В силу предположения существует 0<и еА"\кА". Очевидно, 

и > ВдТ)1 и и > В?С2). 

Пусть теперь 1с/„_! — множество всех таких индексов /(з)е/„-ь что 

Б " —1 д п-\ 
1(3) — А,(3) 

для некоторого г(3)_1„-1, где 

А яз) 

— прямой множитель &А7. В силу утверждения 11 существует индекс/'(3) е/„, 
саг_/ ' (3)>1, и /_2-подгруппа В">(3), которая является собственным лексико
графическим расширением прямого произведения Ю -подгрупп 

В з̂")1 для /(3)е/'с_/-_1, / с = / ' 

и, следовательно, возникает противоречие. Доказательство в случае а) окон
чено. 

Остается проверить случай Ь). Пусть 

-В/а) 
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не является собственным лексикографическим расширением, тогда сущес
твует такой индекс ^(^)е^\, что верно включение 

А п — 1 г*п~- Е>- А -• 

1(1) <= ̂ / ( 1 ) — # , - ( г ) — Л 1 ( г ) , 

а отсюда вытекает, что 

Вп - 1 _ А п-1 
>(1) — А , ' ( 1 ) . 

Так как, согласно предположению, 

кА?ФА?а)\ 

то существует такое г (2) е I, что 

1(2)* 1(1) и Л ^ 1 

является прямым множителем кА". В силу индукции существует такое 

^(2)е^п-и что 

А п —1 0 п —1 

1(2) с : Ь 7 (2) . 

Теперь, кроме исследуемой Ю-группы 

Вп - 1 
Ш) , 

обратим внимание и на /О-группу 

Но опять 
B n - l 

J(2) 

является либо собственным лексикографическим расширением, либо сущес
твует такое ^(5)е^1, что 

,n- l „ 1 Б
п~1 — О 1 

/(2) — -О.ОО. 

Далее /О-группу 

# / ( 2 ) 

рассматриваем согласно /О-группе 

-9 ;(1) , 

в части П. 2) а) этого доказательства. 
Ъ\) В случае, если 

В;

п(2) =э/сЛГ, 

получаем 

48 

#J(2) — Л f . 



Выше было приведено соотношение 

В)(1) = А , ( 1 ) 

и, следовательно, 

Из этого вытекает 

а отсюда имеем 

Hy(l) CГ. A i —Bj(2). 

ß n-1 _ D п - 1 
У(l) — -t>У(2) , 

A n —1 л n 

«(i) =AІ, 

что является противоречием с предположением. 
Ь2) В случае, когда 

Вл - 1 
У (2) 

является собственным подмножеством кАп, или 

Б
п-1 
/(2) 

равно В,(.) для некоторого ^(8)е^^9 мы поступаем согласно части II. 2) а) 
последнего обзаца этого доказательства. 

Мы доказали, что соотношение (9) имеет место для каждого натурального 
числа п. 

На основании предыдущего результата получаем 

Ап = С(Э>'п)^С(3>п) = Вп, 
а отсюда 

С\Ап = У^Х=иВп. 
л = 1 л = 1 

Этим мы доказали теорему. 

Теорема 2. Пусть система 5^ = {В у} 0' е Л ) выпуклых 1&2-подгрупп струк
турно упорядоченной Р&-группы С удовлетворяет условиям (а), (Ь) и (с). 
Предположим, что С удовлетворяет условию (Рз). Пусть У является выпук
лой 162-подгруппой в С, которая является лексикографическим о-произведе-
нием системы 5^. Тогда У с Х . 

П р и м е р : Пусть 5̂ 1 является системой выпуклых Ю-подгрупп В) (^е^1) 
структурно упорядоченной дистрибутивной Р&-группы С, удовлетворяющих 
условиям (а), (Ь), (с). Тогда выше приведённые выпуклые /.С2-подгруппы 
А = С(иВ)) 0 е^1) и Во(5^) Ю-группы С удовлетворяют условиям (А) и (В). 
(Для того чтобы были удовлетворены условия определения 1, в случае 
Ю-подгруппы А достаточно положить В) = В] для каждого натурального 
числа п.) 

Пусть теперь 5 = {5у}(/ е Л ) является базисом в С. Пусть для каждого / е Л 
В) = {$)} . Тогда, очевидно, имеют место условия (Ь) и (с). Кроме того, 

49 



каждая в) является линейно упорядоченной (см.[7]), следовательно, в) яв

ляется собственным лексикографическим расширением, и тогда в) является 

р -подгруппой в С. Согласно [5, лемма 11], каждая В , является & -подгруппой 

в С. Пусть 6̂ 1 является системой всех В1; тогда в О существует Ю-подгруппа 

Во№). 

Теорема 3. Пусть О является структурно упорядоченной дистрибутивной 

Р&-группой с базисом {$,} (/ е Л ) и ЕР\ = {{я,} } (/ е^О- Предположим, что С 

удовлетворяет условию (Рз). Тогда 1& -группа В 0(6^1) является наибольшей 

выпуклой 162-подгруппой в С, которую можно представить в виде лексико

графического о-произведения Ю -групп системы Э*\. (В случае ;С2-=0 м м 

получаем утверждение 4.6 из [8].) 
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