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Math. Slovaca 31,1981, No. 1, 3—12 

О ФУНКЦИЯХ, КОМПОЗИЦИЯ С МЕТРИКОЙ 
КОТОРЫХ ЯВЛЯЕТСЯ МЕТРИКОЙ 

ЯН БОРСИК—ЙОЗЕФ ДОБОШ 

При исследовании свойств данного метрического пространства (М, д) час­
то является пригодными заменить метрику д иной, являющейся с нею 
равномерно, или топологически эквивалентной. Поскольку метрика является 
функцией, новую метрику возможно приобрести ее композицией с какой-то 
функцией /: ^о—>-^о- В литературе известны некоторые достаточные усло­
вия: если функция / достигает нуль в нуле и только в нуле, является 
неубывающей и вогнутой [2, стр. 70]; если функция / приобретает нуль 
в нуле и только в нуле, является неубывающей и субаддитивной [3, стр. 178], 
[4, стр. 149]. Для функций, соответствующих этим условиям, известны тоже 
некоторые результаты о эквивалентности данных метрик: если функция / 
является непрерывной в точке 0, то метрики ^,^^о^ являются равномерно 
эквивалентными [4, стр. 228], если функция / является непрерывной, то 
метрики @,/о@ являются топологически эквивалентными [3, стр.178]. 
В первой части работы исследуются некоторые достаточные условия. Необ­
ходимое и достаточное условие находится во второй части, в которой иссле­
дуется множество М всех функций, композиция с каждой метрикой которых 
является метрикой. Третья часть работы исследует отношения метрик д, /о@ 
для / е М. 

1. Достаточные условия 

1.1. Утверждение. Пусть (М,д) является метрическим пространством 
и пусть функция /:Яо—>Яо обладает следующими свойствами (где Я о 
= {хеК:х^0}) : 

(1) ЧаеК0:Г(а) = 0оа = 0, 

(2) Ча,ЬеК+

0:1(а + Ь)^{(а)+{(Ь), 
. (3) Ча,ЪеК+

0:а^Ь -ф/(я)ЗД>). 
Тогда функция {о^ является метрикой на М. 

Доказательство. [4, стр. 149]. 

1.2. Утверждение. Пусть (М, ^) является метрическим пространством 
и пусть функция [: К0-+К0 обладает следующими свойствами: 



(1) УаеК:):1(а) = 0оа=0, 

(2) Vр,^еК:),р + ^ = \Vа,ЪеК^:^(ра + ^Ъ)^р^1(а) + ^'^(Ъ). 
Тогда функция [0д является метрикой на М. 

Доказательство . Пусть х, уеКо, х<у. Подставляя в (2) ^=x/у, а=0, 
Ь = у, получаем у • /(*) - х /(у)^0 . Положив в (2)р =х/у,а=х, Ь=х+у и 
используя предыдущее неравенство, получаем {(х + у) =\ /(*) + /(у) 
~ (У 7 0 0 - Х'1(у))1(у-х) ^ г(х) + /(у). 

Подставляя в (2) р = 1/2, а = 0, Ъ = 2х, получаем {(х+х) ^ /(*) + /(*). 
Следовательно, \/х,уеК»: ?(х + у) § /(*) + /(у). Пусть Эх, уеКо, х<у: 
!(х)>1(у). Положим г = (у!(х) - х-{(уШ(х) - 1(у))еК+ (где /Г 
= {дсеЯ:х>0}). Подставляя в (2) р =/(у )//(*), а=х, Ъ=г, получаем (1 
~~ /(.У У/С*)) */(г) = 0, т. е. ^(г)=\0, а это в противоречии с (1). Значит, 

Чх,уеК:г.х^у =>/(дт)^/(у). 

Согласно 1.1. /о@ является метрикой. 

1.3. Утверждение. Пусть (М,д) является метрическим пространством 
и пусть функция /: Я о—>#о обладает следующими свойствами: 

(1) /(0) = 0, 
(2) ЗаеК+УхеК+:/(х)е(а,2а). 

Тогда функция {0д является метрикой. 
Доказательство. Очевидно, что/0д обладает 1. и 2. свойством метрики. 

Пусть х, у, геМ. Если хФуФъФх, то ({0д)(х,у) 1==- 2а = а + а =\ 
($од)(у,х) + ($од)(у,г). В остальных случаях неравенство треугольника 
очевидно выполняется. Следовательно, /о@ является метрикой. 

2. Необходимое и достаточное условие 

2.1. Обозначим знаком М множество всех функций / :Я^->Я^ обладаю­
щих следующим свойством: для каждого метрического пространства (М, д) 
(М,/ор) тоже является метрическим пространством. 

2.2. Утверждение. (М, 0) является моноидом. 
Доказательство. Пусть /, деМ и пусть (М, д) — метрическое про­

странство. Тогда (М,д0д) является метрическим пространством. Следова­
тельно, (М, /о(д од)) = (М, ({0д)0д) является метрическим пространством, 
а это означает, что /од еМ. 

2.3. Лемма. Пусть/еМ. Тоща 

УаеК1:Г(а) = 0оа = 0. 

Доказательство. ПустьМ = # , д(х, у) = \х -у| для всехх, у еК. Тоща 
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(М,/од) является метрическим пространством и У/а еК0 :д(а, 0) = а. Пусть 
аеКо. Тогда 0 = /(а) = (^:о^)(а, 0) о а=0. 

2.4. Лемма. Пусть /еМ. Тогда 

\/а,Ь,сеКо:\а-Ь\^с^а + Ь ф /(а) _§/(&) +/(с). 

Доказательство. Пусть М = КхК, д((хх,у}), (х2,у2)) = \/((дг, -х2)
2 

+ (у^ -у2)
2) для всех хи х2, уи у2еК. Пусть а, Ъ,сеК+

9\а-Ъ\ =\ с _§ а + Ь, 
тогда а + Ь + с =" 0, а - Ь + с ^ 0, а + Ь - с =- 0, -а + Ь + с =^ 0. 
Положим и = (а/2,0), V = (-а/2,0), и> = ((с2-Ъ2)1(2а), (У((а + Ь + с) • 
(а + Ь - с) • (а - Ь + с) • (-а + Ь + с)))/(2а)),еслиаф0и и> =(Ь, 0),если 
а = 0. Из того, что (М,/о@) является метрическим пространством, следует 
(Год)(и,у) ^ Цод)(и,к) + (Год)(у,п). Значит,/(а) .= /(6) + /(с). 

2.5. Лемма. Пусть {еМ. Тогда 

(1) Ча,ЪеК1:1(а + Ь)?=!(а) + {(Ъ), 
(2) \/а,ЬеК+

0:а^2Ь Ф/(а)__52 /(б). 

Доказательство. Пусть а,ЬеКо. Поскольку |(а + & ) - а | ^ Ь ^ 
(_7 + Ь) + а, то {(а + Ъ) =\ /(а) + /(Ь). Пусть а,ЬеК+,, а=\2Ь. Поскольку 
\а-Ь\ ;= Ь _§ а + 6, т о / ( Й ) ^ /(&) + /(*>) = 2-/№). 

2.6. Следствие. Пусть ?еМ и пусть а еК+

0. Тогда \/пеМ:{(а)/2п _^/(а/2п). 
Доказательство. Так как а =\2 • (а 12), то /(а) _ё 2 {(а/2), т. е. /(а)/2 _§= 

/(а/2). Пусть Л еАГ и пусть /(а)/2* _§ (а/2*). Поскольку а/2* ё 2 • (а/2*"1), то 
/(а/2*) _§ 2 -{(а/2к+х). Отсюда следует, что/(а)/2*+1 _§ /(а/2*)/2 __§ /(а/2*+1). 

2.7. Теорема. Пусть /: Ко—>#о. Тогда для того, чтобы {еМ, необходимо 
и достаточно, чтобы 

(1) УаеЯ; ./(а) = 0<->а = 0, 
(2) Ул,&,се.кг:|в-Ь| ё с __5 а + Ь Ф /(а) ^ /(6)+/(с). 

Доказательство. Необходимость вытекает из 2.3. и 2.4., покажем доста­
точность. Пусть (М, д) является метрическим пространством и пусть х, у, 
геМ. Тогда ({<>д)(х,у) = 0 о д(х9у) = 0 о х = у. Положив д(х,г) = а, 
9(У> У) = Ь* 9(У*%) = С> получим \а — Ь\ =\ с =\ а + Ъ9и согласно (2) будем 
иметь /(а) _2 /(&) + /(с), т.е. (Го0)(х,г) .§ (/о^)(у,дг) + (/од)(у, г). 
Отсюда следует, что /еМ. 

2.8. Следствие. Пусть /: Я ̂  —> 1? о• Тогда для того, чтобы/еМ, необходимо 
и достаточно, чтобы: 

(О /(0) = 0& Э а е Д + : / ( а ) > 0 , 
(/У) У а , Ь , с е К ^ | а - Ь | = § с _ ё а + Ь ф / ( а ) ^ / ( Ь ) + / ( с ) . 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Необходимость вытекает из 2.7, покажем достаточ­
ность. Пусть х еК + . Согласно свойству Архимеда Зп е ]У: а/2п ^ 2х, из чего 
следует согласно 2.6, 2.5 (2), что 0 < ?(а)/2п ^ !(а/2п) ^ 2 •/(.*). Тогда 
УхеКо:/(х) = Оох = 0 и в силу 2.7 /еМ. 

2.9. Теорема. Пусть [еМ. Следующие утверждения эквивалентны: 

(1) / является непрерывной, 
(2) [является непрерывной в точке 0. 
(3) \/е>03хеК + :{(х)<е. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . (2) =-> (1). Пусть аеК+ и пусть 8 >0. Тогда 3 / > 0 
Ух еКо, х<у: / ( * ) < е . Положим б = тт {у/2, а/2}. Поскольку 6 <у, то 
{(8)<е. Пустьх еКо, \х - а | < < 5 . Так как \х-а\ .§ 6 ё с̂ + а, то согласно 2.4 
справедливо/^) ё [(а) + /(6), /(а) ^ /(*) + /(<5). Значит, |/(х) - / ( а ) | Г§ 
/(б) < г . Т о г д а ^ е Я ^ О О З ^ О ^ е Я ; , , | * - я | < б : | / (*) - / ( в ) | < е , 
т. е. / является непрерывной на К+ и согласно предположению следует, что / 
является непрерывной. 

(3) => (2). П у с т ь е > 0 . Тогда ЗаеК+:{(а)<е/2.В силу 2.5 имссм\/х еК+

0, 
х^2а:[(х) ё 2-{(а)<е. Положив б = 2я, получим V*. > 0 38 > 0V^сеЯо, 
х < <5:/(;с) < е. Таким образом, / является непрерывной в точке 0. То, что 
(1) => (3), очевидно. 

2.10. Следствие. Пусть [еМ. Пусть / является разрывной. Тогда Э г > 0 

V^се^^:/(^с)^г. 

2.11. Утверждение. Пусть /, деМ. Тогда { + д, т а х (/, д)еМ. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть аеК+

0. Тогда (? + д)(а) = 0 <=> /(а) + #(я) 

= 0<^>/(а) = 0&д(а) = 0 о а = 0; (тах (/, д)) (а) = 0 <=> т а х (/(а), д(а)) 

= 0 о [(а) = 0&д(а) = 0 о а = 0. 
Пусть а, Ь, се Ко, \а-Ь\ ё с ^ а + Ъ. Тогда согласно 2.7 (! + д)(а) = {(а) 

+ д(а)^!(Ь) + /(с) + д(Ь) + д(с) = Ц + д)(Ь) + Ц + д)(с)\ !(а) ^ {(Ъ) 
+ /(с) § т а х ( / ( Ь ) , д(Ь)) + т а х (/(с), д(с)), д(а\ =\ д(Ъ) + д(с) Ш 
т а х (/(Ь), д(Ь)) + т а х (/(с), д(с)), т. е. ( тах (/, д))(а) = т а х (/(а), д(а)) ё 
т а х (/(6), <1(Ь)) + т а х (/(с), <1(с)) = (тах (/, д))(Ь) + ( т а х (/, <?))(<;). 
Отсюда в силу 2.7 следует, что / + #, т а х Ц,д)еМ. 

2.12. П р и м е р . Пусть/: К + ->К+,1(х) = Ъх - 2 - | * - 1 | + \х -2\ для всех 
.* е До. Нетрудно проверить, ч т о / 6 ^ , удовлетворяет условиям 1.1, является 
непрерывной и не является вогнутой. 

2.13. П р и м е р . Пусть/ : К + ->Ко, /(0) = 0, /(х) = [х] + 2 для всех х >0. 
Тогда ?еМ, удовлетворяет условиям 1.1, является разрывной и не является 
вогнутой. 



2.14. Лемма. Пусть / е С « а , Ь > ) , где а9ЬеК9 а<Ь. Пусть /(а)=/(&). 
тогда Уе>03и9 Vе(а9Ь): 0 < \и-у\ <е &/(м) = !(У). 

2.15. Утверждение. Пусть /еС«я,&>), где а9ЬеК9 а<Ъ. Тогда Уе> 
ОЭх9 уе(а9Ъ):0<\х-у\ < е А 0(х) - Г(у))/(х-у) = № - №)/(а-Ь). 

Доказательство. Определим д: Я-*Я следующим образом д(х) = /(х) 
+ (1(а)-1(Ъ))'(а-х)1(а - Ь) для всех хеК. Тогда деС((а9 Ъ)), д(а) = д(Ъ) и 
в силу 2.14 имеем ^ > 0 Э . г , уе (а9 Ь) :0<\х-у\<е&д(х) = д(у). Таким 
образом, (1(х)-!(у))1(х-у) = (!(а)-ПЬ)Жа-Ь). 

2.16. Утверждение. Пусть ^еМ и пусть Л9 кеК+. Определим д: Ко"-н>Ко, 
д(х) = кх для х 6 (0, А), д(х) = /(*) для х е (А9 оо). Тогда для того, чтобы 
д еМ9 необходимо и достаточно, чтобы /(*/) = Ы & V*, у е (А, оо): |/(дг) 
- Г(у)\ 2к-\х-у\. 

Доказательство. 1. Пусть д еМ. Так как д является непрерывной 
в точке 0, то согласно 2.9 / является непрерывной на (А9 оо). Тоща /(*/) = Ы. 
Предположим, что 3̂ с, у е (й9 оо): |/(дг) — /(у)| > к • \х — у \. Ради определен­
ности предположим х<у. Тогда в силу 2.15 Эм, V е (х9 у) : 0 < \и — V\ < 
А&(/(и) - {(V))/(и-V) = (/(х) - !(у))1(х-у)9 откуда получим |/(и) 
- Г(ь)\ = \и-V\ • \1(х) - 1(у))1\х-у\ >\и-V\ • к • | х - у | / | х - у | = к • 
|и —у|. Положим а = и9 Ь=V9 с = \и-V\9 тогда | а - & | § с ^ а + Ь9 |/(а) 
~ 1(Ъ)\ > к • с, т. е. \д(а) — д(Ь)\ > д(с)9 а это в противоречии с тем, что 
д еМ. Таким образом, V*, у е (й9 оо): \/(х) - /(у)| ^ к-\х -у\. 

2. Пусть /(с/) = Ы&\/х9уе (Д9 оо): [/(*) - /(у)| = А: • \х -у |. Очевидно, 
что ЧаеКо:д(а) = 0 о а= 0. Пусть л, Ь, сеЯо\ \а-Ь\ § с ^ а + Ь. 

а. Если а9 Ь в <0, й)9 то с е (0, 2</). Пусть с е (0, с/), тоща д(а) = ка ^ кЪ 
+ кс = д(Ъ) + д(с). Если с ё <<*, 2</), то Ы - /(с) = /(</) - /(с) ^ |/(с) 
- 1((1)\ ^ к\с-а\ = к-(с-(1)9 откуда следует -/(с) .§ к (с- 2А). Тоща 
ка - /(с) ^ /: • (а + с - 2А)9 из чего следует, что д(а) = ка =\ /(с) + к • (а 
+ с -2й)^к(а + (а + Ь) - 2(1) + /(с) ^ к • (й + (А + Ъ) - 2й) + /(с) 
= д(Ь) + д(с). 

б. Если а е (О, А)9 Ъ € (й9 оо), то с е (о, оо). Если с е <0, </), то Ы - /(Ь) 
= /(</) - /(Ь) ё |/(6) - /(<*)| ^к\Ь^а\^ к(Ь-с1)9 откуда следует, что 
-/(6) ^ к ^ ( 6 - 2</). Тоща /;а - /(6) § к ' (а + Ь - 2(1), из чего следует д(а) 
= ка ё /(Ь) + Л • (а + Ь - 2й) ^ Г(Ь) + к • (а + (а + с) - 2(1) Ш /(&) 
+ *•(</ + (</ + с) - 2(1) = /(&) + ъс = ^(6) + #(с). Пусть с 6 <<*, оо). 
Согласно 2.5 ^ е Я ^ : * / ё 2х Ф/(<*) -5 2 / М , значит, \/хеК+

0:х ^ <*/2 Ф 
/(д:) 15 /(^)/2 = Ы/2. Тоща ^(а) = ка ^ Ы = Ы/2 + Ы/2 = /(6) + /(с) 
= 0(*>) + ^(с). 

в. Если а е <̂ /, оо), ь е <0, ^) то с б (о, °°). Если с б <0, Л)9 то /(а) - Ы 
= /(я) - /(<*) = 1/(я) - / (^) | = ^ ' |<г - ^ | = ^ - Ы, откуда следует, что 

/(а)^ка.Тощад(а) = {(а) ^ ка ^ кЬ + кс = д(Ь) + д(с).Еслис е (49 оо), 



то/(а) - /(с) ^ |/(а) - /(с) | ^ А: • \а -с\ ё А:Ь. Следовательно, д (а) = /(а) 
^ кЬ + /(с) = я(Ь) + д(с). 

г. Если й , 6 е (а1, оо), то с е (0, оо). Если с е (0, с/), то /(«) - /(6) ^ |/(д) 

- / (Ь) | .§ /с • \а-Ь\ ^ /ее, откуда следует, что д(а) = /(я) ^ {(Ъ) + /ее 

= в(Ь) + <1(с). Пусть се(с1 , оо), тогда д(а) = [(а) _ё 1(Ь) + /(с) = д(Ь) 

+ #(с). З н а ч и т с я , Ь, се К+, | а - Ь | ^ с - § а + 6 = > #(я) ^ д(Ь) + д(с) и 

согласно 2.7 д еМ. 

2.17. Следствие. Пусть [еМ. Пусть к еК+. Пусть д: До —>К+

}, д(х) = кх 
для всех х еК + . Положим а = тт {х еК+ : /(*) = /с*}, и (1 = а, если а еК+, 
р = 0, если а е К \ Пусть 

(1) V* е (0,/3):&с § / ( * ) , 
(2) V^с,уЕ(^,оо): | / ( х ) - / ( у ) | ^ * • |х - у | . 

Тогда т'т ({, д)еМ. 
Д о к а з а т е л ь с т в о , а. Пусть а е К + . Сначала покажем, что ?(а) = ка. 

Пусть 8 X ) . Из определения а получим, что Зу еК+: /(у) = ку&а^у<а 
+ е/(2к). Тогда |/(у) - / ( а ) | § к • | у - а | ; следовательно, 0 ^ / ( а ) - /(у) 
+ /с • \у -а\ ^ 2/с • | у - а | < г, т. е. О _§ /(а) - ка<е. Тем самым мы 
показали, что для каждого е > 0 имеет место |/(а) - /са| <е, т. е. / ( а ) = ка. 
Пусть * е ( а , оо). Тогда /(*) ё / ( а ) + |/(х) - / ( а ) | ^ / ( а ) + Л - | х - а | 
= кх = д(х). Значит, V^се(а,оо); /(д-) =§ #0с). Это показывает, что 
функция гшп (/, д) удовлетворяет условиям утверждениа 2.16, в силу которо­
го т т ($,д)еМ. 

б. Пусть а &К+. Тогда для каждого х е К + справедливо /(.г) = |/(;с) - /(0) | 

^ к - \х — 0\ = кх = д(х); значит т т (/, д) = [еМ. 

2.18. П р и м е р . Пусть {: К + -^К+, ?(х) = 2х для х е (0, 1), /(*) = 1 + 1 х 
для х е(1, °°). Тогда {еМ, является непрерывной и не удовлетворяет усло­
виям 1.1. 1.3. 

2.19. П р и м е р . П у с т ь / : К + -+К+, ?(0) = 0, {(х) = | * - 1 | + 1 д л я * > 0 . 
Тогда /еМ, является разрывной и не удовлетворяет условиями 1.1, 1.3. 

2.20. П р и м е р . Пусть/ : Ко—»До", д(х) - х для дге(0, 2), д(х)=\ для 
х е(2, оо). Тогда д удовлетворяет условиям 2.5. 1 д еМ. 

2.21. Утверждение. Пусть {/}7-1 — последовательность функций из М, 
которая сходится. Пусть 

УеК+: (1 .т/)(а) = 0. Тогда Мт^еМ. 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть а, Ь, с е К ! , \а~Ь\ ^ с § а+Ь. Поскольку 

V^еN:^^еМ,^оV^еN:^^(а) ё /,(Ь) + /,(с), и значит 

(Ит/ | ) (в) = Нш(/.(а))1й Нт(/,(&)+/,(с)) = 
I—*оо I—»оо /—»оо 

= (11т/)(Ь) + (11т/)(с). 

согласно 2.7. Н т / е Ж 

2.22. Следствие. Пусть 

ъ 
1 - 1 

ряд функций из М, сходящийстя к функции /. Тогда I еМ. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {5„}~=1 — последовательность частичных сумм 

ряда 

1 - 1 

Согласно 2.11. V/е^V: 51еМ. Пусть аеК+, тоща У^еN: ^(а)>0, откуда 
следует, что 

\/пе^.^п(а) = ^(а)^Г\(а), 
1 - 1 

т. е. 

/(а) = Н т ( 5 я ( а ) ) ^ / 1 ( « ) > 0 . 
I—»оо 

Следовательно, согласно 2.21. /еМ. 

2.23. Утверждение. Пусть ^€аМ, ^^=0. Пусть Ухе К* множество Ух 

~ { / ( * ) : / е ^ } является ограниченным. Определим функцию ъир 3?: Ко-* 
Ко, ($ир 5Е)(х) = зирУ?х. Тогда $ирЗ?еМ. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Поскольку V* еК*:$х с=К+, то $ и р < ^ > 0 , т . е . 
V* еК+: ($ир 3?)(х) = 0. Отсюда следует, что У а еКо : (&ир ^)(а) = 0 <=> 
а = О.Пустъа,Ь,сеКо, \а-Ь\ ё с ё а + Ь,тогда V / е ^ : / ( д ) § / ( & ) + /(с) 
ё (8ир-3?)(Ь) + (8ир^)(с) , т . е . ($ир«^)(я) ё (8ир.5?)(Ь) + (8ир^)(с) . 
Согласно 2.7 $ирЗ?еМ. 

3. Отношение метрик р, /о^ 

3.1. Определение. Пусть (Р, ^), (О, а ) являются метрическими простран­
ствами. Пусть а еР. 



Отображение {:Р^>0 называется д — о-непрерывным в точке а тогда 
и только тогда, когда 

Уе>03д>0ЧхеР,д(х,а)<д:о(1(х),{(а))<е. 

Отображение $:Р-*0 называется д — о-непрерывным тогда и только 
тогда, когда д — о-непрерывно в каждой точке. 

Отображение /: Р—>0 называется равномерно д —о-непрерывным тогда 
и только тогда, когда 

\/е>03д>0Ух, у еР, д(х, у)<д:о({(х), [(у))<е. 

Пусть д, о — метрики на множестве М. Метрики д, о называются топологи­
чески эквивалентными (равномерно эквивалентными) тогда и только тогда, 
когда тождественное отображение 1с1(М):М—>М является д—о-непрерыв­
ным и о — д-непрерывным (равномерно д — о-непрерывным и равномерно 
с -р-непрерывным). ([1], стр. 232). 

3.2. Лемма. Пусть (М, д) является метрическим пространством. Пусть 
/ е Ж является непрерывной функцией. Тогда метрики д, [од равномерно 
эквивалентны. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть е>0. Из того, что функция / непрерывна 
в точке 0, следует 36>0^х е (0,6):[(х)<е. Пусть х,уеМ, д(х,у)<8. 
Тогда?(д(х, у))<е. Значит, Уе>0 36>0 V*, уеМ, д(х, у)<б:({0д)(х, у)< 
е, т. е. отображение 1(1 ( М ) : М^>М является равномерно д —/о ^-непреры­
вным. Пусть е>0. Согласно 2.5 У/хеКо:2е ^ 2х Ф /(2е) ё 2 /Ос). 
Положим 6 = / ( 2 Е ) / 2 > 0 , тогда V̂ с е К о :/Ос) < 6 Ф х < е. Пусть х, у еМ, 
({0д)(х, у)<д,тогъъд(х, у)<е. Значит,Уе>0 38 > О V*, у еМ, (?0д)(х, у) 
< б: д(х, у)<е, т . е . отображение к! (М): М-*М является равномерно 
/о@ — @-непрерывным. Поэтому метрики д,?од равномерно эквивалентны. 

3.3. Теорема. Пусть (М, д) — метрическое пространство. Пусть сущес­
твует предельная точка а множества М относительно метрики д. Пусть /еМ. 
Тогда метрики д, /од топологически эквивалентны тогда и только тогда, 
когда / непрерывна. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть метрики д, ?0д топологически эквивалентны. 
Пусть е >0. Отображение к! ( М ) : М-+Мд —/о @-непрерывно, поэтому 36 > 
О УхеМ, д(х, а)<б: (?0д) (х, а)<е. Так как ^ ' > 0 ЗхеМ, хФа: д(х, а)< 
е', то положив е' = б, получим ЗхеМ, хФа: д(х,а)<б. Отсюда следует, что 
Уе >0 Зу еК*: / ( у ) < е , то-есть согласно 2.9. функция / непрерывна. Если / 
непрерывна, то в силу 3.2 метрики д,?<>д топологически эквивалентны. 

3.4. Теорема. Пусть (М, д) — метрическое пространство. Пусть не сущее-
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твует предельная точка множества М относительно метрики д. Пусть / е М. 
Тогда метрики д, /од топологически эквивалентны. 

Доказательство. Пусть / разрывна. Согласно 2.10 3%еК+ У/у еК+: 
/(у) = %. Пусть х еМ, 8>0. Из условий теоремы следует, что 36 > 0 Ут. еМ, 
%Фх: д(х, т.) = 6. Это означает, что УгеМ, д(х, 1)<6: х=г, т.е. что 
/(д(х,г)) = 0<е. Таким образом, V̂ с е М\/е > 0 36 >0 Vу еМ, д(х, у) < 
6: (/од) (х, у)<е, т. е. отображение к! (М): М-^М д -/©^-непрерывно. 

Пусть хеМ, 8>0. Пусть <5<§. Тогда VуеМ, /(д(х, у))<6: д(х,у) 
= 0<е. Следовательно V.* е МУе > 0 36 > 0VуеМ, (/0д) (х,у) < 6: 
д(х, у)<8, т. е. отображение 1с1 (М): М^>М /0д — р-непрерывно, и поэтому 
метрики д, /од топологически эквивалентны. Если / непрерывна, то согласно 
3.2 д, /0д топологически эквивалентны. 

3.5. Теорема. Пусть (М, д) метрическое пространство. Пусть ^ > 0 
Зх, у еМ, хФу: д(х, у)<е. Пусть /еМ. Тогда метрики д, /0д равномерно 
эквивалентны тогда и только тогда, когда / непрерывна. 

Доказательство. Пусть метрики д, /0д равномерно эквивалентны. 
Пусть е>0. Тогда 36 > 0 ^ , уеМ, д(х,у)<6: (/од) (х,у)<е. Поскольку 
Зх,у еМ, хФу: д(х, у)<6, то/(д(х, у))<е. Значит, \/е>0 Зу еК+:/(у)<е, 
т. е. согласно 2.9. / непрерывна. 

Если / непрерывна, то в силу 3.2 д, /0д равномерно эквивалентны. 

3.6. Теорема. Пусть (М,д) — метрическое пространство. Пусть 3а>0 
\/х, уеМ, хФу: д(х, у)="а. Пусть /еМ. Тогда метрики д,/од равномерно 
эквивалентны. 

Доказательство. П у с т ь / е ^ разрывна. Тогда согласно 2.10 Э§ е К+ V* 
6 Д + : /(*) ^ §. Пусть е >0. Положим 6 = а. Тогда V*, у еМ: д(х, у) < 6 ф 
х = у,т. е./(д(х, у)) = 0<е. Поскольку^ > 0 36 > 0\/х,уеМ, д(х,у) < 
6: (/од) (х, у)<е, то отображение 1с1 (М) равномерно д —/о @-непрерывно. 
Пусть е>0. Положим 6=^/2. Тогда V.*, уеМ: /(д(х,у)) <6=> д(х,у) 
= 0<8. Так как ^ > 0 36 > 0V^с, уеМ, (/0д) (х,у) < 6: д(х,у)<е, то 
отображение 16 (М): М-^М равномерно /0д — д -непрерывно. Поэтому мет­
рики д, /0д равномерно эквивалентны. Если / непрерывна, то согласно 3.2 
д,/0д равномерно эквивалентны. 

3.7. Пример. Пусть М = {\1п: пеЩ, д(х,у) = \х -у\ V*, у еМ. Пусть 
/еМ разрывна. Согласно 3.4 д, /0д топологически эквивалентны и согласно 
3.5. не являются равномерно эквивалентными. 

п 
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