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/-МНОГООБРАЗИЯ БЕЗ 
НЕЗАВИСИМОГО БАЗИСА ТОЖДЕСТВ 

Н. Я. МЕДВЕДЕВ') . 

Вопрос о существовании независимого базиса тождеств многообразий ал
гебраических систем неоднократно рассматривался ранее. Так, например, 
в [12] построен пример многообразия группоидов, не имеющего независимого 
базиса тождеств, аналогичное утверждение справедливо для полугрупп [13], 
для групп ответ на этот вопрос неизвестен [6] (проблема 4.64). В этой статье 
доказано существование бесконечного числа /-многообразий, не имеющих 
независимого базиса тождеств. 

§ 1. Определения и вспомогательные результаты 

Хорошо известно, что класс _? всех решёточно упорядоченных групп 
(/-групп) является многообразием в сигнатуре (•, ', е, V, л ) 
/-многообразием). Множество ^ всех /-многообразий является дуально бра-
уэровой решёткой относительно естественно определённых операций объе
динения и пересечения [9]. Пусть V, Vе^, тогда говорят, что V накрывает V 
в решётке ^, если У-э V и из У э ^3 V следует \г= ^ или V= ^. Все 
/-многообразия, в которых выполнено тождество (х\лх2

>х\,х2)че = е, будем 
называть о — аппроксимируемыми /-многообразиями. Пусть Е — некоторое 
множество тождеств сигнатуры ( •, ', е, V, л ) . Через V(2) обозначим /-мно
гообразие, определяемое этой системой тождеств. Множество тождеств 2 
называется независимым, если из Х\<=2 следует V(I!\)^ V(2) для любого 
собственного подмножества Х\ (см. [8]). Говорят, что /-многообразие V(Е*) 
обладает независимым базисом тождеств, если существует независимое мно
жество тождеств 2. такое, что V(^) = V(2Л). На связь между существованием 
независимого базиса тождеств /-многообразия V и накрытиями V в решётке 
/-многообразий ^ указывает следующее, хорошо известное (см. [2]). 

') Работа выполнена автором при прохождении научной стажировки на кафедре математики 

Высшей технической школы в Котике. 
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Предложение. Пусть Уа IV а &— /-многообразия и пусть 1Уконечнобази-
руемо. Если V имеет бесконечный независимый базис тождеств, то сущес
твует бесконечное число / многообразии ^, (<=\,2 « , . . ) , накрывающих 
V в решётке ^, причём ^, с XV. 

Всюду буква /V обозначает множество натуральных чисел, К — аддитив
ную группу действительных чисел, 2ЕА — /-многообразие абелевых /-групп. 
Группу С, наделённую линейным порядком Р, будем обозначать (С, Р) 
Операции объединения и нересечения в решётке ^ обозначаем V и Д 
соответственно. Как обычно |Д:|=Д:УДГ ', [х,, х ] = х,'х2 х х2. \а\>\Ь\ озна
чает, что | а | > | / > | " при леУУ. Основные факты по линейно и решеточно 
упорядоченным группам можно найти в [1] и [5], по теории групп - в [4] и [7]. 

Пусть ОФАр — подгруппа аддитивной фуппы действительных чисел К, 
1 Ф (5 — положительное действительное число, такое, что из а е Ар следует 
Ра, /3 'а е Ар. Пусть Вр = (/3) — бесконечная циклическая подгруппа мультип
ликативной группы положительных действительных чисел, порождённая 
числом р. Рассмотрим множество 

Тр = {(г,а)\геВр = (Р), аеАр} 

с операцией умножения 

(г, а)(г', а') = (гг', г'а + а') 

Считаем ТРэ(г, а)5*е, если г = /Зр и р>0, либо р=0 и а^О. Тогда Тр — 
линейно упорядоченная группа. Пусть Рр — этот линейный порядок фуппы 
Тр. Отметим, что множество элементов Тр вида (1, а), где аеАр, образует 
выпуклую инвариантную подфуппу, изоморфную Ар и при этом 

(г, с) '(1,а)(г,с) = (1,га). 

Обозначим эту подгруппу Ар. Множество элементов Тр вида (г, 0), где 
ге Вр = (Р), образует подгруппу В'р, изоморфную Вр. Так как для произволь
ного элемента (г, а) группы Тр справедливо 

(г,а) = (г,0)(1,а), 

то группа Тр есть полупрямое произведение Ар и бесконечной циклической 
группы В'р (см. [7], сф.336). 

Лемма 1 (см. [11], лемма 1) Пусть (С, Р) — неабелева линейно упорядочен
ная группа, обладающая архимедовой, инвариантной, выпуклой подгруппой 
А, такой, что фактор-группа С А — бесконечная циклическая группа. Тогда 
(О, Р) изомофна линейно упорядоченной группе (Тр, Рр) дчя некоторого 
положительного числа р"Ф\ и 0ФАр<= К. 
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Лемма 2. Пусть Щ = \&хг(Тр, Рр) — 1-многообразие, порождённое линейно 
упорядоченной группой (Тр, Рр). Тогда существует 1-многообразие ^'р, обла
дающее свойствами: 1) ЩсЩ,2) ЩФ$А. 

Доказательство. Пусть /5>1. Тогда существуют натуральные числа к и 
л такие, что /3<л</3*. Рассмотрим подфуппу ТрсТр, где Тр= 
{(г, а)\1е Вр=Ц}к), а е Ар), линейно упорядоченную относительно индуциро
ванного порядка Р'р=РрпТр. Теперь в качестве Щ можно взять уаг;(Т„, Рр). 
Действительно, так как Тр неабелена, то Щ=\ах{(Тр, Рр)Ф^А и, поскольку 
(Тр, Р'р) — /-подфуппа (Тр, Рр), то 1/^с ^р. Последнее включение является 
строгим, ввиду того, что тождество 

1) (|*К|*2М*,|)-,|[|*,|,|*,К|х2|]|(|х,К|*2М*,|)л 
А|[|Х.|,|*.М*2|]|---|[|*,|,|*,К|*2|]|-

выполняется на линейно упорядоченной фуппе (Тр, Р'р) и нарушается на 
линейно упорядоченной фуппе (Тр, Рр) при * 2 = *, = (/3, 0), * , = ( 1 , а ) , где 
а>0. 

Пусть теперь 0</3< 1. Тогда существуют к, пеЫ, такие, что р*~1 < л </8"*. 
Полагаем Тр= {(г, а)\ге В'р= (/5*), а е Ар} и Р'р= ТрпРр. В качестве Щможно 
взять \ах,(Тр, Р'р). Доказательство аналогично предыдущему, с той лишь 
разницей, что вместо тождества 1) надо рассмотреть тождество 

2) (|*.К|х2Мх,|)|[|х,|,|х,К|х2|]|(|х,К|х2К|х,|)-,д 
А|[|Х,|,|*,М*2|]|" = |[|*,|,|*,| У |* 2 |]|-

Следствие. (Тр, Рр)е ^р\^'р. 

Лемма 3. (см. [11], лемма 4). Пусть V,, У2, V, — I-многообразия, V, = У2 V 
V. и (О, Р) — линейно упорядоченная группа. Если (О, Р)еV,, то 
(0,Р)еV1 или (С,Р)еV>. 

§2. /-многообразия V,, V,, 

Пусть V\ = У(-Г,) — /-многообразие, определяемое следующей системой 
тождеств 2Г,: 

Г а) ( |* .Мх 2 Мх,|)- , | [ |х . | , | х ,Мх 2 | ] | ( | х ,Мх 2 Мх, | )л 
| А | [ | Х , | , | Х , К | Х 2 | ] | " = | [ | Х , | , | * , ^ | Х 2 | ] | - (пеКп^Ъ), 
I Ь) (х,лх2 'х, 1хг)че = е. 

V, рассматривалось ранее в [10]. Рассмотрим фуппу С = А чих В, где А» В — 
линейно упорядоченные фуппы. Тогда (см. [5], стр.16) А = АЬ, где Ь е В, 
любой элемент д е О однозначно представим в виде д = аь,...аккЬ, где в», е Аь„ 
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Ь е В, Ь,<Ь7<...<Ьк при линейном порядке В и аь

г = аь. Считаем а = 
аь,...аЬкЬ е Р\е, если Ь>е в линейно упорядоченной фуппе В, либо Ъ = е и 
й». > е в Ай.. Отметим, что при этом линейном порядке \аь \ >̂ \а \, если Ь,> Ь 
и «ы, а^ ф е. Назовем такой порядок фуппы С порядком типа (А). Пусть 
теперь А=(а0), В = (Ы,) — линейно упорядоченные бесконечные цикличес
кие фуппы, С\ = (я,,) ^г (/>„) и Р, — линейный порядок типа (А) на группе С,. 
Непосредственная проверка показывает, что (С,, Р,)е V,. Пусть (О,, Р)е V 
построена. Тогда полагаем С,+, — (с) \УГ С, где (с) — линейно упорядоченная 
бесконечная циклическая группа и Р,+ , —линейный порядок типа (А) на С,+ ,. 

Тогда ( С + 1 , Р,+ ,)е V, (см. [10], лемма 1). Так как все группы С,, С, О , .. 
неабелевы, то V,ФЗ!А 

Лемма 4. Пусть 1 </3 — произвольное действительное число, 0 Ф Ар. Тогда 
справедливы соотношения: 1) (Тр, Рр)^ V,, 2) V,^^р — \ат (Тр, Рр). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Существует п е Л/, такое, что л>/3 + 3. Тогда 

тождество 

(|х,МхМх.|) 1|[|х,|,|х,Мх|]|(|х,МхК|х|)л 
л|[|х,|,|х,Мх2|]|" = |[|х,|.|хМх|]|-

из системы ~, нарушается на (Тр, Рр) при х̂  = х, — (/?, 0), х, =(\, а), где 
аеАр>0. Следовательно (Тр, Рр)^ V, и V,±^р = \ат,(Тр Рр). 

Лемма 4'. Пусть ^'р — I-многообразие, определённое в доказательстве 
леммы 2. Тогда V, ^ ^'р. 

Доказательство аналогично доказательству леммы 4. 
Пусть V! = V(~/^) — /-многообразие, определяемое системой тождеств ~1: 

а); ( | х , М х 2 М х , | ) ' |[ |х, |, | х , М х , | ] | ( | х \у\х К | х , | ) л 

л | [ | х , | , | х , М х 2 | Г = | [ | х | , | х , М х 2 | ] Г 
Ь) (х,лх^'х хХг)че = е 

По определению VI => V, и V, конечнобазируемо 

Лемма 5. V? => V,. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Достаточно заметить, что V, Ф V,. Рассмотрим линей

но упорядоченную фуппу (Тр, Рр), где Ар = Я — аддитивная группа действи
тельных чисел и /3 = 4. Тогда непосредственная проверка показывает, что 
(Т4, Р 4 )е V?, а по лемме 4 (Т4, Р4) ^ V,. 

Лемма 6. Не существует I-многообразия ^ такого, чтт ̂  накрывает V, в 
решётке ^ и ^-VЛ^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть, напротив, существует / многообразие ^, на
крывающее VI и ^~ V",. Поскольку ^— о-аппроксимируемое /-многообра-
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зие, то существует линейно упорядоченная группа (0,Р)е^\VI и 
(С, Р ) е V?. Ледовательно, существуют такие х,, х2, х^е О, пеЫ(п>3), что: 

1) (|х,К|х2К|х,|) '|[|х,|, |х,К|х2|]|(|х,К|х2К|х,|)л 
А|[|Х,|,|Х1К|Х2|]|-Ч-|[|Х,|,|Х,К|Х2|]|-, 

2) (|х,К|х2Мх,|)-'|[|х,|,|х,К|х2|]|(|х,К|х2КИ)л 
А|[|Х,|,|Х,К|Х2|]Г=|[|Х,ИХ,К|Х2|]|1. 

Из 1) и 2) следует: 

3)(|х,К|х2К|х,|) Ч[Ы. к.К|х2|]|(|х,К|х2К|х,|))<|[|х,|. |х,К|х2|]|-, 

4)(|х,К|х2К|х,|) ,|[|*.И*.Мх2|]|(|х,К|х2К|х,|)^|[|х,|,|х,К|х2|]|\ 

Положим |[ |х, |, | х , ^ | х 2 | ] | = а, | х , | У | Х 2 | V |ХЧ| = Ь. Тогда 3) и 4) перепишутся 

следующим образом: 

5) а ' ^ Ь хаЬ<а". 

Из неравенств 5) следует, что элементы а, Ъ *аЬ — архимедово эквивалент
ны и аф е в С. Следовательно, скачок У„ => V,, выпуклых подгрупп в (О, Р), 
определяемый элементом а, инвариантен относительно сопряжения элемен
том Ь. Рассмотрим подгруппу К группы О, порождённую элементами а и Ь, 
линейно упорядоченную относительно индуцированного порядка 0 = КпР. 
Пусть \г

аг\К = Аа, VапК = Аа. Тогда Аа инвариантна в К. Рассмотрим фак
тор-группу К = К1А„ естественно линейно упорядоченную, К^А = Ла1Аа 

— выпуклая, архимедова, инвариантная подгруппа в К. Поскольку фак
тор-группа К/А — бесконечная циклическая группа и, как следует из 
неравенств 5), К неабелева, то по лемме 1 линейно упорядоченная группа К 
изоморфна некоторой линейно упорядоченной группе (Т«, Р») при />"^3, 
ОФ Ард:К. Значит, /-многообразие ^ содержит /-многообразие Щ = 
уаг,(Т«, Р«). По лемме 2 существует /-многообразие ^'р, такое, что Ща (/« и 
ЩФ&А. По лемме 4 и лемме 4' ^рфV^, ^'р%Vи а по лемме 4 и следствию 
из леммы 2 (Т„, Р.) ф Щ, V,. Тогда 1 / э 1/ц V V, => V, и 1 / э Щ V V, => V,. По
скольку ^ накрывает V,, то ^=^рVV, = ЩУ V,. Но (Тр,Рр)е^ 
= ^'|>VV^, значит, по лемме 3, либо (Т«, Р«)е 1/р, либо (Те, Рр)еV^. Оба 
случая невозможны. 

Следствие. I-многообразие V, не допускает конечной базы тождеств. 
Из предложения § 1 и леммы 6 следует 

Теорема 1. 1-многообразие V, не допускает независимой базы тождеств. 
Определяем следующую последовательность коммутаторов (см. [3]) от 

переменных х,, х2, ..., х„, ..., где 5,(х,, х2) = [х,, х2] и если 5,(х,, ..., х*) уже 
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определён и включает к переменных, то 5,+ | является словом от 2(к+\) 
переменных и 

5,+ (х , . ., ДГЧА .)) = [|5,(х , х*)|л|д:* + ,|, |5,(х*+ 2 х2* + |) |л|х 2<*+,) |]. 

Рели теперь к системе тождеств X , определяющих /-многообразие V,, 
добавить тождество 

с), 5,(х,,...,хк)=е ('3=2), 

То мы получим /-ступенно разрешимое /-многообразие V,,. Очевидно, что 
V, V е . . с V„с...V,. Поскольку (С,, Р,)е V,2\^А, 
(С , Р.)е Vп\V12, ..., (О,, Р,)е ^ ( , + 1 Д ^ „ ..., то все /-многообразия V,, раз
личны. Обозначим систему тождеств, определяющих /-многообразие V,,, 
через X, (1^2). 

Пусть V?,= V(X? ) — /-многообразие, определяемое следующей системой 
тождеств: 

а)' ( | д г , К | х 2 К И ) , | [ |ДС,М* 1 |У |ДГ 2 | ] | ( |ДГ 1 МХ 2 |У |ДС, | )Л 

л | [ | х , М х , К | х 2 | ] | 3 = | [ | х , | , | х , М х 2 | ] | \ 
Ь) (х, лх 2 'х, 'х2^<? = е, 
с), 5,(х,, ..., хк) = е 

Очевидно, что V?, конечнобазируемо и У*,э V,,. Поскольку линейно упоря
доченная группа (Т., Р4), определённая в доказательстве леммы 5, принадле
жит ^ , \ ^ „ то V|,:эV|,. 

Следующие утверждения доказываются аналогично лемме 6 и теореме 1. 

Лемма 7. Не существует I-многообразия ^ такого, что ^ накрывает V,, в 
решётке I. и (Ус V?,. 

Следствие. V,, не допускает конечной базы тождеств. 

Теорема 2. I-многообразие V,, не допускает независимой базы тождеств. 

§3 . /-многообразия \У,, \У,, 

Пусть »У, — V(2!0

I) — /-многообразие, определяемое следующей системой 
тождеств .27?: 

а)2 ( | х , М х 2 | ) Ч[|х,|, | х , М х 2 | ] | ( | х , М х 2 | ) л | [ | х , | , | х , | У | х 2 | ] | " = 
= |[ |лг,|, |*,Мдг2 |]Г ( и б Л Г . я ^ З ) , 

. Ь) (х1лх2 'х1 *х2)че = е. 

Очевидно, что IV, => V,. 
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Лемма 8. УУ,=> V,. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим линейно упорядоченную группу 

(С, Р,) X (с), являющуюся лексикофафическим произведением линейно упо

рядоченной группы (С,, Р,) и линейно упорядоченной бесконечной цикличес

кой фуппы (с). (С, Р,)х (с)ф V,, поскольку тождества из X, нарушаются на 

(С, Р,)х(с) при х, = ао, х2 = Ь», Хч = с. Непосредственная проверка показы

вает, что все тождества системы X? на (С, Р,)х (с) справедливы. 
Пусть IV? = V(X?Л) — /-многообразие, определяемое системой тождеств 

Х ? Л : 

а)5 ( | х , М х 2 | ) , | [ | х 1 И х , К | х 2 | ] | ( | х , К | х 2 | ) л 
А | [ | Х , | , | Х , М Х 2 | ] | 3 = | [ | Х , | , | Х , К | Х 2 | ] | \ 

. Ь) (х,лх2'х,'х2)\/е= е. 

Поскольку (Т., Р*)е И^МУ... то №", => IV,. Следующие утверждения доказы
ваются аналогично лемме 6 и теореме 1. 

Лемма 9. Не существует I-многообразия V, накрывающего \У, в решётке 1~ 
и IV? => V. 

Следствие. IV, не допускает конечной базы тождеств. 

Теорема 3. 1-многообразие IV, не допускает независимой базы тождеств. 
Если к системе тождеств X?, определяющих /-многообразие IV,, добавить 

тождество с), (см. §2), то мы получим систему тождеств X?,, определяющих 
«"-ступенно разрешимое /-многообразие IV,, и, поскольку 
(С, Р,)е Щ(,*,)\\У,„ то Щ2сЩ^ с...с Щ, с . . . с IV,. Отметим также, что 

И ' П Э У Ц , так как (С„ Р,)х(с) е И^ДУ,, и Щ,^ V,,, при к>(, поскольку 
(СР^еКи+^Ы,,. 

Теорема 4.1-многообразие Щ, не допускает независимой базы тождеств. 

§4 . /-многообразия V.., V2,, \Уг, И ,̂ 

Рассмотрим фуппу 0 = А у/г В, где А и В — линейно упорядоченные 
фуппы. Тогда любой элемент д е О однозначно представим в виде д = 
аь,...аь^Ь, где аь,€АЬ„ ЬеВ, Ь,<Ь2<...<Ьк при линейном порядке В. Счи
таем д = аь,...аЬкЬе 0\е, если Ь>е в линейном порядке фуппы В, либо Ь = е и 
а», > е в линейно упорядоченной фуппе Ль,. Отметим, что при этом линейном 
порядке фуппы С = А \УГВ имеет место |дб,|« 1.7̂ 1, если Ь,>Ь2 и аЬх, а^Фе. 
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Назовём такой порядок фуппы С порядком типа (Б) Пусть теперь А = (а), 
В = (Ьо) — линейно упорядоченные бесконечные циклические фуппы. О, = 
(а„) у^т(Ьп) и О, — линейный порядок типа (Б) на фуппе О,. 

Пусть: 1) V2= V(.Г2) — /-многообразие, определяемое следующей систе
мой тождеств 2"2: 

а), (|*,Мдг2Мдс,|)|[|дг,|, |дс,М*,|]|(|дс,Мдс2Мдс,|) ' Л 

Л | [ | Д С 1 | . | Х 1 К | Х 2 | ] | " = | [ | Х 1 | , | Х 1 М Д : 2 | ] | - ( й б Л / , И > 3 ) , 
Ь) (х\лх2

1х^х2)\/е = е; 

2) №2= V(.Г2

I) — /-многообразие, определяемое системой тождеств _Г': 

а). ( |х,К|х 2 | ) | [ |дс 1 И* 1 Мдс 2 | ] | ( |дс 1 К|дс 2 | ) ' Л 

Л Щ Д С И Д С К М Г - ^ Ш Х . И Х . К Н Ц - (ибЛ/.я&З), 
. Ь) (дг,лдсг'дс, хх2)уе = е. 

Очевидно, что И ^ э V;. Непосредственная проверка показывает, что: 1) 

( С , ООе У2 и, поскольку О, — неабелева, то V2Ф^А, 2) ( О ь 0\)х(с) е 

Если к системам тождеств Х2 и 1%, определяющих /-многообразия V2 и И 2̂, 
добавить тождество с), (см. §2), то мы получим системы тождество Е2, и 2%,. 
Пусть V2, = У(Хг,), Н'г, = V(22,) — /-многообразия, определяемые этими 
системами тождеств. Рассмотрим фуппу (Си 0,)е V2. Пусть (с^) — линейно 
упорядоченная бесконечная циклическая фуппа, С2 = (с) ч/т С, и 0 2 — ли
нейный порядок типа (Б) на фуппе С 2 . Тогда (С 2 , Ог) е У2. Пусть ( С , О ) е V2 
уже построена. Тогда полагаем С+, = (с) \*тС7, где ( с ) — линейно упорядо
ченная бесконечная циклическая фуппа и 0,+ 1 — линейный порядок типа (Б) 
на С,+ 1. Непосредственная проверка показывает, что (С,+ ,, О, ,)е V2. Отме

тим, что (С„ С ) е У2и+[)\У2„ ^ 2 ( , + ,)\УУ2(. Так как (О,, О,) х (с) е Щ,\У2„ то 
№2,=>У2,. Из ( С , С ) е У20+1)\\У2, следует \У2,± У2к при к>1. Отсюда 
получаем, что все /-многообразия V2„ И^, различны. 

Теорема 5.1-многообразия V2, V2,, \У2, \У2, не допускают независимой базы 

тождеств. 
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