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Л МНОГООБРАЗИЯ БЕЗ НЕЗАВИСИМОГО 
БАЗИСА ТОЖДЕСТВ (II) 

Н. Я. МЕДВЕДЕВ 

Эта статья является продолжением работы автора [1]. Методами, разрабо
танными в этой работе, доказано существование бесконечного числа разре
шимых ступени 2 /-многообразий, не имеющих независимого базиса тож
деств. Все определения и обозначения, не определяемые здесь, можно найти 
в[1]. 

Рассмотрим 

ит/п(х, у) = \((\х^\у\Г1\[х, у]\п(\х^\у\)л\[х, у]\т) 
X (|Х| V | У О " 1 ! ^ У]|"Чк1 V | У | ) | 

где 0 < — < 1(т, п >0) и (Тт/п, Рт/п) — линейно упорядоченная группа, опре-

ТП 

деленная в [1] (§ 1) при /3 == —. Пусть Vт/п - / — многообразие, определяемое 
следующей бесконечной системой тождеств Ет/п: 

Г а) (\x\V\у\)-1ит/п(x, у)(\x\V\у\)лик

т/п(x, у) = ик

т/п(х, у) (/се IV), 
1 б) (xлу~1x~1у)Vе = е. 

Заметим сначала, что все /-многообразия Vт/п различны. Непосредственная 
проверка показывает, что на линейно упорядоченной группе (Тт/п, Рт/п) 
выполнено тождество ит/п(х, у) = е и, следовательно, выполнены все тождес
тва системы 2т/п. 

Пусть — < — , покажем, что тогда (Тт/п, Рт/п)ё Vт^/п^. Действительно, при 
УХ\ п 

имеет место: х = (^,0), у = (1,а)Ф(1,0), 

1) | [ - , у ] | = (1,Ь),где ЬФО; 

2) (\хЫу\Г(1,ЪУ(\хЫу\) = (1,^ъ)П = (1,ЬГ; 

3) (\х\ч\у\)-\1, Ь)п"'(\х^\у\) = (1, Ь)тп>>(1, Ь)т>" так как т^тКтпи Из 
3) получаем ( | Х | У М ) - ' ( 1 . Ь)" ' ( |х |у |у | )>(1, Ь)т' и, значит, 
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к-,,,-, ( ( " , 0), (1, а)) = |(1, ЬГ>(\х^\у\Г1(иЬГЧ\хЫ\у\)\>е 

в линейно упорядоченной группе (Тт/п, Рт/п). Но 

(к1 V (у!)-*^,^,^, у)(|д:| V |у|) = 

-(=.»г-«((=.«).с..))е.«)<--((=.о).(1..)) 
и поэтому все тождества а) системы 2тх/пх нарушаются на (Тт/п, Рт п) при этих 
значениях переменных х и у. Следовательно (Тт/п, Рт/п) ё Vтx/„x и Vтx „, =̂  У т „. 

Лемма 1. Пусть /3 — положительное действительное число и /3>1. Тогда 
для любого 

0 < ^ < 1 , Vа^/(Т^, Р„)ёУт,я и (Тр,Р,)ёУтп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Покажем, что тождества а) из Ит „ нарушаются на 
(Т/з, Рр) при х = (/3, 0), у = (1, а), где аФО. Действительно, 

| [ л - , у ] | = ( 1 , Ь Ж 1 , 0 ) 
и 

так как т<п и /3>1. Отсюда 

ит1п(($, 0), (1, в)) = | ( ( |дс |у |у |ГЧ1, Ь ) " ( | * М у | ) л ( 1 , ЬГ) 

*(\х\ч\у\Г1(\,Ь)-"(\х\у\у\)\ = 
= |(1,6Г(/5,0ГЧ1,ЬГЧ|8,0) |>е 

И 

(/3, ОГ '^а/З, 0), (1, я))(0, 0)<м^/я((/3, 0), (1, а)) 

при натуральных /с>/3. Следовательно, тождества а) из Лт п нарушаются на 
(Ъ,Рр) при к>@. 

Теорема 1. I-многообразие Vт/п не имеет независимого базиса тождеств. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Рассмотрим /-многообразие \Ут/„, определяемое тож

дествами : 
Г а) (\x\V\у\)~^ит/п(x, у)(\x\V\у\)лит/п(x, у) = и3

т/п(х, у), 
1 б) (xлу~1x~1у)Vе = е. 

Покажем, что не существует /-многообразия V, накрывающего Vт п в решёт
ке /-многообразий Ь и такого, что У/т/п ~2 V-2 Vт/п. Пусть, напротив, У-такое 
/-многообразие. Так как в V выполнено тождество б), то V является 
о-аппроксимируемым /-многообразием и, значит, однозначно определяется 
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своими линейно упорядоченными группами (см. [1]). Поэтому существует 
линейно упорядоченная группа (О, Р ) е V и х, у е С, такие, что 

1) (\х\у\у\)-1ит/п(х, у)(\х\у/\у\)лит/п(х, у) = ит/п(х, у), 
2) (\Ач\у\)~1ит/п(х, у)(|л:|V|у|)Ам^/„(х, у)Фит/п(х, у) и /с>3. 

Отсюда следует, что элементы ит/п(х, у) и (|дс|у\у\Ухит/п(х, у)(\х\у\у\) 
архимедово эквивалентны. Поэтому в системе выпуклых подгрупп линейно 
упорядоченной группы (О, Р), скачок выпуклых подгрупп <5а=>Са, опреде
ляемый элементом ит/п(х, у) инвариантен относительно сопряжений элемен
том (|дс|у|у|). Пусть К-подгруппа О, порожденная элементами ит/п(х, у) и 
(1*1 у | у | ) , упорядоченная линейно относительно индуцированного порядка. 
Положим Ка = КпСа, Ка = КпСа. Очевидно, что Ка, Ка нормальны в К. 
Тогда в линейно упорядоченной фактор-группе К = К/Ка подгруппа А=Ка1 
/Ка является выпуклой, инвариантной, архимедовой. Ввиду неравенства 1) 
группа К неабелева. Фактор-группа К/А — бесконечная циклическая группа. 
Значит, по лемме 1 из [1] линейно упорядоченная группа К порядково 
изоморфна линейно упорядоченной группе (Тр, Рр) для некоторого 3 ^ /3 ^ к. 
Тогда Vа^,(Т/з, Р^зуаг^Тр-, Рр2), где (Т/з2, Рр2) — подгруппа линейно упорядо
ченной группы (Т/з, Рр), порожденная множеством {(/З2, 0), Ар}. Действитель
но, существует такое натуральное число р, что 0 < р < | 3 2 . Тогда непосред
ственная проверка показывает, что тождество 

(|*Му |)-1 |[*,у]|(кМу|)л|[х,у]|р = |[х,у]|-

справедливо на (Т/з2, Рр2) и нарушается на (Тр, Рр) при х = ЦЗ, 0), у = (1, а), где 
аФО. По лемме, (Тр, Рр)ё Vт/п, (Т/з2, Рр2)ё Ут/Я9 значит, 

V = Ут/Я VVаг/(Т/з, Рр)= ^„/„ууаг^Т/з2, Рр2). 

Но хорошо известно (см. [1]), что если линейно упорядоченная группа 
(Тр, Рр)еУ= Ут„.ууаг,(Т„-, Рр>), то (Тр, Рр)еУт/п или (Тр, Р^еуаг^Тр 2 , р?). 
Оба включения невозможны. Значит V,,./,. не имеет накрытий, лежащих 
внутри \Ут/„ и, следовательно, по предложению из [1], не имеет независимого 
базиса тождеств. 

Если к системе тождеств 2т/п, определяющей /-многообразие Ут/п, доба
вить тождество (см. [1], §2) 

(*) [|[*,у]|лМ, |[хьУ1]|л|*1|] = *, 

то мы получим разрешимые ступени 2 /-многообразия ит/п. Поскольку на 

линейно упорядоченных группах (Тт/п, Рт/п) ( 0 < — < 1 ) и (Тр, Рр) ( 0 > 1 , 0 — 

действительное число) это тождество выполнено очевидным образом, то все 
/-многообразия ит/п различны. 
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Теорема 2. Двуступенно разрешимое I-многообразие ит/п не имеет незави
симой базы тождеств. 

Доказательство. Обозначим через IV'!„/„ — /-многообразие, определяе
мое тождествами /-многообразия №т/п и тождеством (*). Дословное повторе
ние доказательства теоремы 1 показывает, что /-многообразие ит/п не имеет 
накрытий внутри /-многообразия \У̂ /„ и, следовательно, не имеет независи
мого базиса тождеств. 
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