
Mathematica Slovaca

V. K. Bulitko; Ján Ninčák
Группoвые раcкраcки пoлных двудoльных графoв и oценки чиcел Хегквиcта

Mathematica Slovaca, Vol. 38 (1988), No. 1, 11--17

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/136462

Terms of use:
© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1988

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/136462
http://project.dml.cz


M a t h . Slovaca 38 , 1988 , No . 1 , 

ГРУППОВЫЕ РАСКРАСКИ ПОЛНЫХ ДВУДОЛЬНЫХ 
ГРАФОВ И ОЦЕНКИ ЧИСЕЛ ХЕГКВИСТА 

В. К. БУЛИТКО — ЯН НИНЧАК 

На V. Венгерском коллоквиуме по комбинаторике в Кестхели 
Р. Хегквист [1] предложил следующую проблему: Пусть ^(п,С) — 
— множество всех разбиений (см. [3]) множества ребер графа С на классы 
М(, 1 < I < п, которые являются паросочетаниями. (Здесь М( удобно трак­
товать как одноцветное множество.) Пусть задано ^е^(п, С). Определим 
Ц<7) (%)) к а к длину наибольшего (наименьшего) двухцветного цикла, 
которого ребра принадлежат поочередно двум классам А/, и М] (/ ф)), г, 
] = 1, 2, ..., п. Положим 

Ь(п9 С) = т т Цд)9 1(п, С) = т а х /(#). 
^е^(п,С) ^е^(п,С) 

Найти оценки Ь(п9 С) и 1(п, С) для разумно выявленных графов С. В част­
ности, верно ли, что ^(п, Кпп) = 2л? 

В [2] доказано, что ^(п, Кпп) = 4, если п = 2к (к > 1 — целое) и в [9] 
получена оценка П^1 Кпп) < п, если п — четное. 

В данной заметке значительно продвинулось решение этой проблемы, 
а также полученный результат оказывается полезным и для луп. 

Пусть дан двудольный полный граф Кпп, правильно реберно раск­
рашенный п цветами 1,2, ..., п, и пусть вершины каждой его доли зану­
мерованы числами 1,2, ...,«. Рассмотрим матрицу раскраски Ап = (а0), 
где 1-я строка соответствует 1-ой вершине (вершине с номером /) первой 
доли Кпп, ау-ый столбец — вершине с номером у другой доли этого же 
графа. Ап является таблицей умножения подходящей квазигруппы на эле­
ментах 1, ..., п [3]. Очевидно также и обратное, т.е. по произвольной квази­
группе на п элементах 1, ..., п можно построить такую раскраску двудоль­
ного графа Кпп цветами 1, ..., п и выбрать такую нумерацию вершин долей 
числами 1, ..., п, что матрица Ап раскраски будет таблицей умножения для 
С. Так как т-цветные цепи (и циклы) не изменяются с изменением нумера­
ции вершин долей, можно ограничиться в дальнейшем рассмотрением 
специальных квазигрупп — квазигрупп с единицей или луп, ибо всякая 
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квазигруппа главно изотопна некоторой лупе (теорема Алберта см [31 
[4]). " 

Ко-таблицей умножения лупы С порядка п будем называть матрицу 
А'п = Ц,)> я.уе{1, ..., л}, такую, что если в О для 1,7, к имеет место /.А: = }, 
то д- = ,-с, т.е. для любых г,} верно /.я- =у. Ясно, что таблицу умножения 
произвольной лупы С можно рассматривать как ко-таблицу умножения 
некоторой лупы С Обозначим ДО) ор-граф лупы О', вершины которого 
суть элементы О', а дуга (/,у) с меткой а- принадлежит 1\С) тогда и только 
тогда, когда г.а'%= у, где а» — соответствующий элемент ко-таблицы 
умножения С . Для а# = е (^-единица луны) (/,/) -петля графа ДО), т.к. 

Всякую последовательность дуг вида (/, ̂ . Ж ^ Н ^ Л ) , ..., (|я,л) ( / „ ^ 
будем называть антиориентированным (к, ^-циклом, если а = к 
1 ' ^ г ' 

1 < г < п а ^ + 1Л = д,Уя = :5. В таком цикле чередуется не только цвет, но и 
их направление. См. рис.: 

Если все /,, /2, ..., 1п различны, то этот цикл — простой, а его длина равна 
2л. Заметим, что мы не исключаем случай, когда либо к = е, либо 8 = е. 
Если, например, к = е, то хг = ]п г = 1, ..., п. 

Лемма 1. Длина любого антиориентированного (к, з)-цикла в ДС) для 
произвольной конечной лупы С четна и не меньше 4. 

Лемма 2. Можно установить взаимно-однозначное соответствие меж­
ду двухцветными чередующимися циклами правильно реберно раскрашен­
ного в п цветов двудольного графа Кпп и антиориентированными (к, 8)-
циклами графа лупы 1\С), где С специально построена по заданной раск­
раске Ап графа Кпп, причем кФ 8 и длины соответствующих циклов сов­
падают. 

Замечание. Эту лупу С мы в дальнейшем будем называть ассо­
циированной с раскраской Ап графа Кпп. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Любому двуцветному чередующемуся циклу Кп п 

в матрице Ап взаимно однозначно соответствует такая совокупность 5 
элементов, что: 
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(а) для любой строки (столбца) либо ни один из элементов строки (столб­
ца) не входит в ,5, либо входят в точности 2; 
(б) если к, з — цвета ребер рассматриваемого двухцветного чередую­
щегося цикла, и а, а' — элементы произвольной строки (столбца) матрицы 
Ап, входящие в 5, то либо а = к и а' = з, либо а = з и а' = к. 

Но если Ап рассмотреть как ко-таблицу умножения однозначно 
определенной ею лупы С, то совокупность /5, очевидно, однозначно пред­
ставляет в С антиориентированный (к, д)-цикл. При этом, если/ — номер 
столбца, два элемента которого с номерами строк / и Г входят в 5, то 
последовательные дуги (/,/) (/',/), / Ф Г составят вклад этого столбца в 
антиориентированный (к, .у)-цикл. Вклад строки /2, два элемента которой 
из столбцов у и / входят в 5, составят последовательные дуги (/2, у) (/->,/), 
IV/. 

И обратно, по каждому антиориентированному (к, .у)-циклу однозначно 
восстанавливается совокупность 5 элементов матрици Ап, обладающая 
свойствами (а) и (б). Действительно, по двум последовательным дугам 
вида (/, у) (/,/), принадлежащим антиориентированному (к, У)-циклу, мы 
получаем номера столбцов//, в которых находятся два элемента сис­
темы 5 из строки /. Аналогично получаются и элементы столбцов, входя­
щие в совокупность 5. При этом справедливость свойства (б) непосред­
ственно видно из проведенной реконструкции и определения антиориен­
тированного (к, .у)-цикла. Свойство (а) вытекает из того, что Г\0) — граф 
лупы: из вершины выходит одна и только одна дуга с заданной меткой 
(однозначность и всюду определенность алгебраической операции); в вер­
шину заходит одна и только одна дуга с заданной меткой (однозначность 
левого деления в лупе). Лемма доказана. 

Следствие. Проблему вычисления чисел П^п, Кпп) и 1(п, Кпп) [1] можно 
рассматривать как чисто алгебраическую проблему теории луп. 

Действительно, если Ъ/а в лупе С обозначает решение уравнения ха = Ь, 
то существование антиориентированного (к, 5)-цикла в графе Т\С) рав­
носильно существованию такого уеС, что выполняется равенство 
у. (к/з). (к/з)... (к/з) = у, где й-длина цикла. 

</раз 
Заметим, что Г(С), если исключить петли, представляет собой полный 

и-вершинный 1-ор-граф в терминологии [5], дуги которого правильно 
раскрашены в л-1 цветов. Очевидно верно и обратное: любой п-
вершинный полный 1-ор-граф с правильно раскрашенными в л-1 цветов 
дугами можно рассматривать после присоединения петель как граф под­
ходящей лупы. 

т 

Теорема 1. Пусть п = \\ р™г, где /?,г — /г — е простое число, тг > 1, и 
г = 1 
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верна импликация г < г' =>р1 < />,.,. Тогда 

(1) 1(п, К„,„) > тт{1(р,г, Кр^\ г =1,2, ..., т}, 
т 

(2) Цп,Кн,я)<2 — 1\Цр1г,КР1.Р1). 
г = \ г г 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для каждого г = 1, ..., т выберем лупу Сг, поря­
док которой (число элементов) совпадает с/?,. Рассмотрим лупу С порядка 
п, что является декартовым произведением луп Сг, г = 1, ..., т, причем Сг 

т 

берется в качестве сомножителя ровно тг раз, т.е. С = \\ СГ/. 
г= 1 

Такое ограничение эквивалентно, как показано выше, ограничению 
множества рассматриваемых раскрасок. А это в свою очередь приводит 
при подсчете чисел Хегквиста к возможности получения, вообще говоря, 
только верхних оценок для ^(п, Кпп) и нижных оценок для 1(п, Кпп). 

Для прямого произведения С операции выполняются покомпонентно 
над элементами С, если эти элементы рассматривать как наборы длины 

т 

]Г тг, в которых 1-ая компонента принадлежит 1-ому множителю произ-
г = 1 

т 

ведения ]~] СГ/. Теперь воспользуемся тем, что существование антиориен-
г= 1 

тированного (к, У)-цикла в Г(С) длины 2^ эквивалентно разрешимости (см. 
Следствие к Лемме 2) в С уравнения 

у.(к/5).(к/5).(к/5)... (к/5) = у, 

где слева 2^ операций (# умножений на к и ^ «делений» на .у). Назовем это 
уравнение (к, ^-уравнением степени ^. Но тогда (кг, 5Г) — уравнение поря­
дка ^^ разрешимо в сомножителе Сг лупы С, где кг, 5Г — проекции к и 5 
соответсвенно на Сг, и ^^|^. 

Обратно, если в каждом сомножителе Сг прямого произведения С раз­
решимо (кг, 5г)-уравнение степени ^^, то в С разрешимо (к, ^-уравнение 
степени ^, где к = (к}, ..., кг) и ^ = (8,, ..., ^г), а ^ — наименьшее общее 
кратное (НОК) ненулевых чисел ^], ..., #„. 

Так как для любых т-ок натуральных чисел (а,, ..., ат) и (а\, ..., ат), для 
т 

которыцх а\ < я„ / = 1, ..., т, верно НОК{а\, ..., а'т} = \\ ап то также вер-
/ = 1 

т 

но Ь(п9КПшГ) <\\ И$1г9К р). Отсюда, используя следующее утверж-

дение: Если Ъх\а\ и Ъ1/а[ для всех /, то НОК{а\, ..., ат} < 
т а 

< НОК{Ъх, ..., Ьт} \\ --, которое проверяется непосредственно, и тот 
/ = 1 Ь ( 

факт, что все ^(р^, КР .Р,) делятся на 2, мы получим требуемый результат. 
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Утверждение (1) следует из того, что любой антиориентированный 
(кп 5г)-цикл в Сг переходит в антиориентированный (к, .?)-цикл в С, где в 
наборе к(з) г-~ компонента совпадает с кг(зг), а остальные — с е. Теорема 
доказана. 

Ограничимся теперь такими раскрасками Кпп, которые приводят к 
частному случаю луп — группам. Такие раскраски мы будем называть 
ассоциативными или групповыми. Итак пусть (?*(л, Кп „)-множество груп­
повых раскрасок Кпп. Положим, как у Хегквиста, в [1]. 

^*(п) = т т ^(^), 1*(п) = т а х /(?) 

Лемма 3. Цп, Кп,п) < Ь*(п) и 1(п, Кп,п) > 1*(п). 
Лемма 4. Пусть С-группа, ассоциированная с заданной (групповой) раск­

раской ^ ребер графа Кпп. Справедливы утверждения: 
(а) порядок любого неединичного элемента С ограничен числами /(#) 
(снизу) и ^(^) (сверху) ; 
(б) существуют элементы (7, имеющие порядок % ) и ^(^). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Согласно Следствию к Лемме 2 можно перейти 
от простого двухцветного чередующегося цикла в КПчП длины 2т к прос­
тому антиориентированному (к, 8)-циклу той же длины в графе ассоциир­
ованной группы, где к, 5 — элементы группы. В силу ассоциативности 
умножения в группе написанное по циклу условие (...((кз~х)к)5~х ...)8-1 = е 
можно переписать в виде (к8~х)т = е, причем (кз~х)т ф е для 1 < т! < т. 
Последнее условие можно выразить в группе утверждением, что т — 
порядок элемента Ъ,Ъ = кз~\ Ъ ф е. 

Обратно, любой неединичный элемент # в группе можно представить в 
виде # = кз~\ к Ф 5. Допускается случай з = е. После этого видно, что 
соотношение ^ = е, где т — порядок # в <7, эквивалентно наличию в Г(С) 
простого антиориентированного (к9 $)-цикла длины 2т. 

Теперь утверждения (а) и (б) следуют непосредственно из определений 
величин /(#) и ^(^). Лемма доказана. 

k 

п 
r- 1 

Теорема 2. Пусть п = Г1 р"г и простые упорядочены: 

.. <р.. Тогда: 

(1) /*(«) = 2Pll 

(2) 2pik<L*{n)<2J\Pir. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . По известным результатам (см. например [6]) 
для конечных групп в С найдется элемент порядка р9 где р — простое 
число, делящее п. С другой стороны, порядок каждого элемента О делит 
порядок С Отсюда и из Леммы 4 следует первое утверждение. 

Оценка Е*(п) снизу следуует из сказанного при доказательстве (1). 
Оценку сверху получим, рассматривая группу С, являющуюся прямым 
произведением циклических групп порядков р19 р(9 ..., /?,, причем для 
каждого 1Г соответствующая циклическая группа берется тг раз в качестве 
сомножителя. Получается абелева группа, произвольный элемент кото­
рой представим в виде произведения некоторых образующих сом­
ножителей — групп. Следовательно, порядок его не превышает произ­
ведения взаимно простых порядокв сомножителей. Очевидно в С эта 
граница достижима. Теперь утверждение (2) теоремы следует из Леммы 4. 

Теорема доказана. 
Следствие 1. Для п9 имеющих вид рт

9 %с1е р — простое число, верно 
^(п9 К„,„) < 1(п9 К„,„) и Е*(п) = 1*(п) = 2р. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Уже для Е*(рт) и 1*(рт) верно ^*(рт) < 1*(рт) по 
теореме. 

Следствие 2. (Б. Зелинка [2]). Если п = 2т

9 то Ь(п9 Кпп) = 4. Это следует 
из теоремы и Леммы 1. 

Следствие 3. ДК 0 , К х х ) = 4, /(К0, К к к ) = К0. Следует взять бесконеч­
ную декартову степень группы порядка 2 и воспользоваться теоремой и 
Леммой 1. 

Замечание. В бесконечном случае имеется определенная свясь с ис-
вестной проблемой Бернсайда о существовании бесконечных конечно 
определенных групп с заданным тождеством хт = е (см. [7, 8]). 
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