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L'ESPACE LINÉAIRE DES FONCTIONS CLIQUÉES 
SUR R" EST GÉNÉRÉ PAR LES FONCTIONS 

QUASI-CONTINUES 

EWA STRONSKA 

Soient R l'espace des nombres réels avec la métrique euclidienne et Rn = 
= RxRx . . .x i? l'espace produit. 

Définitions. Une fonction f: Rn -+ R est dite quasi-continue (cliquée) au point 
xe Rn lorsqu'il existe pour tout nombre e > 0 et pour tout entourage ouvert U du 
point x un ensemble ouvert, nonvide Va U tel que 

\f(u) — f(x)| < s pour tout ueV (oscf^ s). 
v 

Dans son article [1] Z. Grande a prouvé que le plus petit espace linéaire de 
fonction réelles d'une variable contenant toutes les fonctions quasi-continues, 
est la famille de toutes les fonctions cliquées. 

Dans cet article, je prouve que ce théorème de Grande reste également vrai 
au cas de fonctions réelles de plusieurs variables réelles. Ma démonstration est 
une modification de la démonstration de Grande, mais Grande a profité dans 
sa démonstration du fait que tout ensemble linéaire étant à la fois du type FG et 
de première catégorie peut être présenté comme l'union de certaine famille 
dénombrable d'ensembles fermés disjoints deux à deux. Ce fait n'est pas vrai au 
cas des ensembles dans Rn (n > 1). 

Théorème 1. Sif: Rn-> R est une fonction cliquée, il existe deux fonctions 
cliquées g, h : Rn -> R telles que f= g + h et (1) // existe pour tout point xeRn, 
des suites (x*)r= i> (y*)*°= i de points de continuité de la fonction g et h respective
ment tels que xk, yk =É X (k = 1, 2, ...) lim yk = lim xk = x et qu'il existe les 
limites finies lim h(yk) et lim g(xk). 

k-* oo k -*• oo 

Preuve . Désignons par A l'ensemble des tous les points xeRn tels que, 
quelle que soit la suite (x*)^, , xk ^ x (k = 1, 2, ...) de points de continuité de 
la fonction f convergente vers x, s'il existe la limite lim f(x*), alors cette limite 

k-+oo 

est égale à + oo ou bien — oo. La fonctionfétant cliquée, l'ensemble des points 
de continuité de la fonction f est dense et par conséquent l'ensemble 

{xeRn\ oscf(x)< 1} 
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est ouvert et dense. Puisque 

A c R" - {xeR" ; oscf(x) < 1}, 

l'ensemble A est donc nondense, il existe une suite (A ,̂),x=, de sphères fermées 
telles que: 

-a(\jK)=\jK,uClA; 
\i=\ / / = 1 

— KjnKj = 0 lorsque z'#j ( / , j= 1, 2, . . .); 
— les centres de toutes les sphères K( (i = 1, 2, ...) sont des points de 

continuité de la fonction f appartenant à l'ensemble R" — C\A (C\A 
désigne la fermeture de l'ensemble A); 

— la fonction f est bornée sur toute sphère K( (i = 1, 2, . . .); 
— K;ŒR" -C\A (i= 1, 2, . . .); 
— V 3 V V 3 \x-y\<s. 

£ > 0 N i> N veK, yeCU 

Afin d'établir l'existence de cette suite (AT,),X=1, il suffit de choisir pour tout 
n = 1,2, ... un système fini de points 

unl9 ..., unk(n)e\xeR" ; —|— < Q(X9 C\A) < -\ 
l n + \ n) 

auxquels la fonctionjest continue (g(x9 Cl A) = inf \y - x\) et tels qu'il existe 

2 
pour tout xeR" tel que |x | ^ n, un indice 1 ̂  / ^ k(n) tel que |x - uj < - . 

n 
Puisque f est continue en tout point uni (1 ^ / ^ k(n) et n = 1, 2, ...), il existe 
donc des sphères fermées Kni de centres uni disjointes deux à deux et contenues 

dans IxeR" ; < g(x, C\A) < -> sur lesquelles f est bornée. 
I n + 1 n) 

En rangeant la famille {Knfrn= x en une suite (Ktf= \, nous obtenons une suite 
i ^ k(n) 

satisfaisant à toutes les conditions exigées. 
Fixons pour tout / = 1, 2, ... un point x, e Int K, (Int K, désigne l'intérieur de 

l'ensemble K() étant un point de continuité de la fonction f Posons 

m, = inf f et M, = supf ( / = 1 , 2 , ...). 
Ki Ki 

Soient f : K, -^-> [ — a,, a] (/ = 1, 2, ...) des fonctions continues telles que: 

— fi(xi)=f(xi)(i=\929...); 
— [~an a] => [mh M,] (/ = 1, 2, . . .); 
— f(x) = 0 pour tout xeKt- IntK, ( /= 1, 2, ...). 
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Posons 

et 

f,(x) lorsque x e K, (i = 1, 2. 

0 lorsque xєR" - ů 
/•= 1 

K, 

h=f-g. 
Remarquons que la fonction g est continue en tout point x $ Cl A et cliquée en 
tout point xeR". Il en résulte que la fonction h est cliquée comme la différence 
de deux fonctions cliquées. La fonction g satisfait à la condition (1) en chaque 
point x$C\A, puisque elley est continue. La fonction h satisfait aussi à la 
condition (1) en tout point x$C\A comme la différence de la fonction / satis
faisant là cette condition et la fonction g qui est continue au point x. 

D'autre part, il existe pout tout point xeClA des suites de points u( sKt et 
xikeKik (k = 1, 2, ...) étant des points de continuité de la fonction g et h 
respectivement, convergentes vers x et telles que g(uik) = 0 et h(xik) = 0 (k = 
= 1,2,...). 

Il en résulte que les fonctions g et h satisfont aussi à la condition (1) en tout 
point x G Cl A et la preuve est achevée. 

Théorème 2. Soit g: Rn -* R une fonction cliquée telle que, quel que soit le point 
xeRn, il existe une suite (uk) de points de continuité de la fonction g telle que 
lim uk = x et il existe la limite finite lim g(uk). 

k-* oo k-* oo 

On peut écrire g = m + n, où m: Rn -> R est une fonction quasi-continue et 
n : Rn -+ R est une fonction cliquée et telle que Vensemble n_1(0) est dense et 
contient Vensemble des points de continuité de la fonction g. 

Preuve. Il existe pour tout xeRn une suite (xk)™=] de points de con
tinuité de la fonction g tels que xk ^ x (k = 1,2, ...), lim xk = x et qu'il existe 
la limite finie 

lim g(xk) = a(x). 
A.-+ oo 

Posons 
m(x\ = {<?(*) lorsque g est continue au point x 

\ a(x) lorsque g est discontinue au point x 

(Étant donné xeRn, il peut exister beaucoup de nombres a(x). Nous prenons 
l'un d'eux.) et 

n = g - m. 

La fonction g étant cliquée, l'ensemble des points de continuité de la fonction 
m est résiduel et conséquent, d'après la définition de la fonction m, la fonction 
m est quasi continue. 

La fonction n est cliquée comme la différence de deux fonctions cliquées et 
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n(x) = 0 pour tout point x étant au point de continuité de la fonction g. La 
preuve est donc achevée. 

Théorème 3. Soit n : Rn -> R une fonction cliquée telle que l'ensemble n ~](0) est 
dense. Il existe des fonctions quasi-continues <p9 y/ : Rn -+ R telles que n = <p + W-

Preuve. Remarquons que 
oo 

i?"-«-'(0)c \jAk, 
k= 1 

OÙ 
Ak = {xeRn

9oscn(x)^2-k}9 (k= 1,2, ...). 

Dans le premier pas, trouvons une famille {Kxki}^i =, de sphères fermées, disjoin
tes deux à deux et telle que: 

— Kxki cz Rn — Ax pour k, i = 1, 2, ...; 

— C l ( Û Kxk) => Ax pour tout k = 1, 2, ...; 

— V 3 V V V 3 | x - y | < £ . 
£ > 0 N k> N i> N xe Kxki y£Ax 

L'existence de cette famille {Kxkl}9 on la prouve semblablement par l'existence de 
la suite (Kt) dans la preuve du théorème 1. Rangeons tous les nombres rationnels 
en une suite (vv,),00-. x telle que w, # w, lorsque i #y (i,j = 1,2, ...). Définissons les 
fonctions gx et /i, de la manière suivante: 

n(x) pour tout xeA 

M wk pour tout xe M Kxki9 k = 1, 2, ... 
£ i ( * ) = < '=i 

/ 00 00 

0 pour tout J c e R " - U U ^ i * ' u ^ 
x* = i , = i 

et 

A iW = 

•îv* lorsque xe \J Kxki9 k = 1, 2, 
/ = i 

00 00 

0 lorsque xeTT- \J I J -Kiw 
i = l A: = 1 

Dans le second pas, trouvons une famille {K2k^i= , de sphères fermées, disjoin
tes deux à deux et telle que: 

— s'il existe Kxk]i etxeA2 tels que xeA2 n FrKxkii{ (Fr désigne la frontière), 
il existe une suite de sphères fermées K2k(i( <= Int ATi*./. (t = 1, 2, ...) telle 
que 

( oo \ oo 

U*2* l. l)=U*»...uM; 
» » i / * = i 
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— K2kiczR»-A2(K i = l , 2 , .. .); 

— K2ÂVi a \n\Kxkiii ou bien K2k]i[ r^K]kiii = 0 (fc„ k2, /,, i2 = 1, 2, . . .); 

— Clf Q # 2 J => A2 pour tout k = 1, 2, ...; 

— V 3 V V V 3 \x-y\<e. 
e>0 N k> N i> N *eK2 k i yeA2 

L'existence de cette famille (K2kl), on peut prouver de la manière suivante: 
1) de même comme dans la preuve de l'esixtence de suite (K,) (la preuve du 
th. 1), on trouve une famille de sphères fermées (K\k) disjointes deux à deux, 
telles que: 

oo 

— Kiki Œ R" - A2— ( J K]ki ; 
i, k = i 

— C l ( Q K\ki\ 3 Ax pour tout k = 1, 2, ...; 

— V 3 V V V 3 \x-y\<s. 
e>0 N k>N i>N x^Klk.yeAx 

2) Si l'ensemble A2 n K]k t ^ 0, on peut construire semblablement comme dans 
la preuve de l'existence de la suite (/Q (la preuve du th. 1) une famille (K2k^) de 
sphères fermées, disjointes deux à deux, telles que: 

— K\ki c lntK]koio - A2, (k, i = 1, 2, . . .); 

— C l ( Q K2
2)j => A2nK]kQiQ pour k = 1, 2, ...; 

— V 3 V V V 3 | x - y | < £ . 
e > 0 N * > / V / > / V .xGK 2

2 ^Y G ^2 n ^U 0 / o 

3) Enfin, si l'ensemble A2-( Ax u Q ^ u / ) ^ 0, alors en procèdent analogue-
\ k, i = 1 / 

ment comme dans la preuve de l'existence de la suite (K) (la preuve du th. 1), 
nous construisons une famille de sphères fermées (K2k)ki=] disjointes deux à 
deux, telle que: 

00 00 

— Kiki c Rn — A2— ( J K]ki — ( J K^ ; 
k, i = 1 *, i = 1 

— Cl ( l j K20 =̂  Cl (A2 n (Rn - A, - Q /<:, J ) pour tout A: = 1, 2, ... ; 

— V 3 V V V 3 œ | x - j > | < £ . 
e > 0 N k > N i > N xe *-'.. / „ . . \ xeK2k'yeA2n[Rn-Ai- <J Klki) 

\ k, i = 1 / 
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Étant fixé k, rangeons la famille (K\ki\j K2ki^j K^fL , en une suite (K2ki). Alors 
la famille {A^A/}*°/ = I satisfait aux conditions exigées. 

Rangeons tous les nombres rationnels de l'intervalle [ — 2~\ 2"1] en une suite 
(w,)r= i telle que vv, # Wj lorsque i 7-=j (Uj = 1, 2, ...) et définissons les fonctions 
g2, h2 de la manière suivante: 

gi(x) = 

'n(x) lorsque xeA2 —Ax 
00 

wk lorsque xe [J K2ki, k = 1, 2, ... 
i= 1 

oo oo 

0 lorsque xeR" - ( J J K2ki, u (A2 - A,) 
A = 1 / = 

et 

h2(x) = 
— wk lorsque xe \^j K2ki, k = 1, 2, 

/ = i 

00 00 

0 lorsque x e R " - J J K2ki. 
k=\/=1 

Enfin dans le 1er pas, nous trouvons (de même comme dans le deuxième pas) la 
famille {A^,}^/ = { de sphères fermées, disjointes deux à deux et telle que: 

— s'ill existe une sphère fermée Klxk^ (lx < l) et un point xeAt tel que 
xe¥rKlki n Ah il existe une suite de sphères fermées Klk, <= Int Kt k t, 
telle que 

a(\jKlk)=\jKlkiiu{x}; 
\ / = 1 / / = 1 

— Klki^R"-A,(k, i=\,2, . . .); 

— C l ( Q KJ\ => A/ pour tout k = 1, 2, ...; 

— K/V| c: IntK/|(fe2,2 on bien K/Vi n KW2 = 0 
(/, < /) (kx, k2, i2, i2 = 1, 2, . . .); 

— V 3 V V V 3 \x - y\ < e (i) 
e>0 N k> N i> N xeKm yeA, 

et en rangeant tous les nombres rationnels de l'intervalle [—2~'+ ', 2~'+ '] en une 
suite (w$*_, (w, 7e Wj lorsque / ^j, i,j = 1,2, ...), nous définissons les functions 

f
n(x) lorsque xeAt — At_x 

00 

wk lorsque x e J Klki, k = 1, 2, ... 
/ = i 

0 lorsque xeR" - (jj Q K f t , u ( ^ - A,_{)j 
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et 
- wk lorsque xe U K/*c> k = \,2, 

A,(jC) = < ' " ' OO 0 0 

0 lorsque xeR"- \J \jK,ki. 
k=\/ = 1 

Soit 

Ч>= }_gi et v-Y^Қ. 
1= 1 / = 1 

Des définitions des fonctions & et ht (l = 1, 2, ...) résulte que, quel que soit 
/ = 1, 2, ..., on a 

et 
hi(x) + Si(x) = n(x) pour tout xe^, — A{_ x 

hi(x) + gi(x) = 0 pour tout xeRn — (Af — Al_]). 

Il en résulte que, quel que soit / = 1, 2, ..., on a 

y (p (x) A- h (x)) - \nW l o r s c i u e xeAi 

L^kW + hdx))-^ ^ ^ xeRn_A{ 

et par conséquent 
oo oo oo 

<p{x) + y/(x) = X «?,(*) + _ h,{x) - £ (?,(*) + h,(x)) -
1= 1 / = 1 / = 1 

= lim X (gk(x) + hk(x)) = n(x) 
l-+ook= ! 

pour tout xeR". 
Puisque chacune des fonctions hh gt (l = 1, 2, ...) est continue en tout point 

00 00 / 00 oo 

xe[j U l n t K f t , u I n t R"-A,-U U **/ 
k = 1 i = 1 \ A: = 1 

et puisque la convergence de chacune des séries dans les définitions des fonctions 
ç et y'est uniforme, let deux fonctions <pet y/ sont donc continues en tout point 

xє [ 00 00 / 00 00 \ ~ | 

U UmtKtt(uInt R"-A,- U U * * ) [ 
k=\i=l \ k=\ i=\ / J Soient maintenant x un point limit de certaine sphère KWo, e un nombre 

positif et U un entourage ouvert du point x. Toutes les fonctions gt et ht pour 
/ < /0 étant continues au point x, il existe un entourage ouvert Va U du point 
x tel que 

e 
_ £/(") - _ gt(x) 

/</„ /</„ 
<-- et 

4 
_ А,(и) - Z А,(*) 

/</„ /</0 
pour tout MGV 
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Remarquons aussi que les fonctions gl et h{ sont constantes sur la sphère 

/v/ k / , 

I n t ( r n K / o V o ) ^ 0 et xeCl(Int (Vn KoVo)). 
00 oc 

Les séries £ ht et £ g/ étant uniformément convergentes, il existe un indice 
/ = i / = i 

naturel N > l0 tel que 

_ ш 
1= N+ I 

< * et 
4 

_ g,(u) 
/ = N+ 1 

є 
< -

4 
pour tout ueRn. 

Remarquons que 

W=Int l n t ( Ҝ n K / o V o ) - Џ I J U 4 ^ -
/ = / 0 + 1 к- 1 i- 1 

Si w G W, on a 

l«p(") - <PWI = £ Si(u) - _ gi(x) 
= 1 / = 1 

_ (g,(u) - g,(x)) 

_(g,(u)-gl(x)) 
1= 1 

:̂ 

/ < / п 

+ I S / » - g,n(x)\ + 

+ _ (g,(u) - g,(x)) 
/ = / 0 + l 

< - + 0 + 0 + - < £ , 
4 4 

+ Z (g,(u)-g,(x)) 
/ = N+ 1 

d'où vient la quasi-continuité de la fonction ç au point x. De même on prouve 
la quasi-continuité de la fonction ^en ce point x. Afin d'établir notre théorème, 
il suffit de prouver la quasi-continuité des fonctions ç et y/ aux points de 

00 00 

l'ensemble [J Ak. Fixons un point xe [J Ak. Il existe un indice naturel /0 tel 
k=\ k=\ 

que x e A1Q — A1Q _, (si /0 = 1, on A1Q _} = 0). Soient s un nombre positif et U un 
entourage ouvert du point x. Remarquons que pour / < /0 les fonctions gh 

à l'exception au plus l'une que nous désignons par gl9 sont continues au 
point x. De plus s'il existe gi{ (/t < /0) discontinue au point x, le point x 
appartient à la frontière de certaine sphère Klki. Il existe un entourage ouvert 
Va U du point x tel que 

/</<> 
/*/. 

/</<> 
/ # / . 

pour tout u s V. 
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La série ]T gt étant uniformément convergente, il existe un indice naturel 
/ = 1 

N > /0 tel que 

I g,(и) 
/=/V+ 1 

< - pour tout ueR". 
4 

Il existe également une sphère AT, fc ̂  c F n Int/.T/|fc .• telle que 

lg/0(w) - g/0Wl < ^ pour tout M Ê ^ . 

(S'il n'existe pas g, discontinue au point x, nous considérons KlQkQÏQ c F). 

Remarquons que 

( N oo oo \ 

/̂„vo - u u u **) * »• 
/ = /0 + 1 A; = 1 i = 1 / 

En effet, puisque lntKlQkQiQ - AN ^ 0, il existe donc la sphère ouverte B c 
c IntK/o/Vo - AN, telle que J5 - Km # 0 pour tous (/, k, i) pour lesques /0 < 
< / < TV, et e(Cl B, AN) = inf e(x, y) > 0. D'après (i), on a 

xeClfl 

Ye^/v 

N 00 00 

B- U U U***fc 
/ = /0 + 1 fc = 1 / = 1 

Mais tous les ensembles 

A,uQ QKftl (/ = / 0 + l , ...,N) 
A: = 1 / = 1 

sont fermés, donc 

/ V o o o o /V / oo оо \ 

в- U U U4, = 5- и U U ^ ^ / 
/ = / 7 + i * = 1 1 = 1 / = / n + i \ * = w = i / 

est un ensemble ouvert, nonvide. Puisqu' il est contenu dans WV, donc W est 
nonvide. 

Si u G W, on a 

|ç>(u) - ç>(x)| = 
00 w 

I ft(и) - I */(*) 
, = l , = 1 

I(ft(и)-ft(*)) 
' < ' o 
' # ' l 

+ 

+ lft,(и) - ft,(*)l + IftДи) - ft0(*)| + 
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+ I te,(")-*.(*)) 
/ = 'п + I 

+ t (£/(")-*.(*)) 
/ = / V + 1 

< 

£ ^ 8 r, € 
< - + 0 + - + 0 + - < £ , 

4 4 4 
d'où il vient la quasi-continuité de la fonction ç au point x. De même on prouve 
la quasi-continuité de la fonction y/ au point x et la preuve est achevée. 

Théorème 4. Toute fonction cliquée f: R" -> R est la somme de six fonctions 
quasi-continues. 

Preuve. D'après les théorèms 1, 2 et 3 on a f= g + h et g = m, + nx = 
= An! + ç>, + ^ et h = ra2 + n2 = m2 + <p2 + y2, où les fonctions m,, <p,, ^ , m2, 
<p2, y/2 sont quasi-continues. Il en résulte que 

f= /W| + -m2 + <P\ + <Pi+ V\ + Vi 

et la preuve est achevée. 
Il en resuite que la famille des fonctions cliquéesf: R" -> R est le plus petit 

espace linéaire contenant toutes les fonctions quasi-continues. 
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ЛИНЕЙНОЕ ПРОСТРАНСТВО ЮШКОВЫХ ФУНКЦИЙ НА Кп ПОРОЖДАЕТСЯ 
КВАЗИНЕПРЕРЫВНЫМИ ФУНКЦИЯМИ 

Е\уа 5(гоЙ8ка 

Резюме 

Доказано, что каждая кликовая функция / : К" -> Я является суммой шести квазине
прерывных функций. 
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