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L’ESPACE LINEA[RE DES FONCTIONS CLIQUEES
SUR R” EST GENERE PAR LES FONCTIONS
QUASI-CONTINUES

EWA STRONSKA

Soient R I’espace des nombres réels avec la métrique euclidienne et R" =
= Rx Rx...x R ’espace produit.

Définitions. Une fonction f. R" — R est dite quasi-continue (cliquée) au point
x€ R" lorsqu’il existe pour tout nombre € > 0 et pour tout entourage ouvert U du
point x un ensemble ouvert, nonvide V < U tel que

N f(w) — f(x)| < € pour tout ueV (oscfs £).

Dans son article [1] Z. Grande a prouvé que le plus petit espace linéaire de
fonction réelles d’une variable contenant toutes les fonctions quasi-continues,
est la famille de toutes les fonctions cliquées.

Dans cet article, je prouve que ce théoréme de Grande reste également vrai
au cas de fonctions réelles de plusieurs variables réelles. Ma démonstration est
une modification de la démonstration de Grande, mais Grande a profité dans
sa démonstration du fait que tout ensemble linéaire étant a la fois du type F, et
de premiére catégorie peut €tre presenté commé 'union de certaine famille
dénombrable d’ensembles fermés disjoints deux a deux. Ce fait n’est pas vrai au
cas des ensembles dans R" (n > 1).

Théoréme 1. Si f: R" — R est une fonction cliquée, il existe deux fonctions
cliqguées g, h: R" — R telles que f = g + h et (1) il existe pour tout point xe R",
des suites (x )i~ 1, (V)i de points de continuité de la fonction g et h respective-
ment tels que x;, y,# x (k=1, 2, ...) limy, = llm X, = x et qu'il existe les
limites finies lim h(y,) et llm g(x,). ke =

k—

k—

Preuve. Désignons par A I’ensemble des tous les points xe R” tels que,
quelle que soit la suite (x,)2_,, x; # x (k = 1, 2, ...) de points de continuité de
la fonction f convergente vers x, s’il existe la limite lim f(x,), alors cette limite

k— ©

est égale & + oo ou bien — co0. La fonction fétant cliquée, ’ensemble des points
de continuité de la fonction f est dense et par conséquent ’ensemble

{xeR"; oscf(x) < 1}
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est ouvert et dense. Puisque
Ac R"—{xeR"; oscf(x) < 1},

I’ensemble A4 est donc nondense, il existe une suite (K;)7, de sphéres fermées
telles que:

— Cl<o K,-)= OK,UCIA;

i=1 i=1

— KnK,=0lorsque i #j(i,j=1,2,..);

— les centres de toutes les sphéres K; (i =1, 2, ...) sont des points de
continuité de la fonction f appartenant a ’ensemble R" — ClA (Cl A4
désigne la fermeture de ’ensemble A);

— la fonction fest bornée sur toute spheére K; (i =1, 2, ...);

— K, cR"—ClA(i=1,2,..);

— VIV V I |x—yl<e

£€>0 N i>N x€K; yeCl4

Afin d’établir I'existence de cette suite (K)) ,, il suffit de choisir pour tout
n =1, 2, ... un systéme fini de points

1
Upis +ons u,,k(,,,e{XER"; < o(x, ClA)<—}
n

n+1

auxquels la fonction f'est continue (o(x, Cl 4) = inf |y — x]) et tels qu’il existe
yeClA

pour tout xe R" tel que |x| < n, un indice 1 < i< k(n) tel que |x —u,| <=

Puisque f est continue en tout point u,, (1 <i<k(n)etn=1,2, ...), il existe
donc des sphéres fermées K,; de centres u,, disjointes deux a deux et contenues

dans {xé R";

< o(x, Cl4) < l} sur lesquelles f est bornée.
n+ 1 n

En rangeant la famille {K,;},_, en une suite (K));~ ,, nous obtenons une suite

i< kin)
satisfaisant a toutes les conditions exigeées.
Fixons pour tout i = 1, 2, ... un point x;€ Int K; (Int K; désigne I'intérieur de
I’ensemble K)) étant un point de continuité de la fonction f. Posons

m,=inf f et M,=supf (i=12 ...
K; K;

Soient f;: K; = [—a;, a] (i=1,2,..) des fonctions continues telles que:

— filx) =f(x) (i=1,2,..);
— [=a,a]l>[m, M) (i=12,..);
— fi(x) =0 pour tout xe K, — IntK; (i=1, 2, ...).
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Posons
fi(x) lorsque xeK;(i=1,2,..)

0 lorsque xeR"— () K,

i=1

g(x) =

et
h=f—g.

Remarquons que la fonction g est continue en tout point x ¢ Cl 4 et cliquée en
tout point x € R". Il en résulte que la fonction 4 est cliquée comme la différence
de deux fonctions cliquées. La fonction g satisfait a la condition (1) en chaque
point x ¢ Cl 4, puisque elley est continue. La fonction /4 satisfait aussi a la
condition (1) en tout point x¢ Cl 4 comme la différence de la fonction f satis-
faisant la cette condition et la fonction g qui est continue au point x.

D’autre part, il existe pout tout point xe Cl 4 des suites de points u, € K; et
x, €K, (k=1,2, ..) étant des points de continuité de la fonction g et &
respectivement, convergentes vers x et telles que g(u;,) = 0 et h(x;) =0 (k =
=1,2,..).

Il en résulte que les fonctions g et 4 satisfont aussi a la condition (1) en tout
point xe Cl A4 et la preuve est achevée.

Théoréme 2. Soit g : R" — R une fonction cliqueé telle que, quel que soit le point
x€ R", il existe une suite (u,) de points de continuité de la fonction g telle que
lim u, = x et il existe la limite finite klim g(uy).

k—

On peut écrire g = m + n, ou m: R" — R est une fonction quasi-continue et
n: R"— R est une fonction cliquée et telle que I'ensemble n~'(0) est dense et
contient l'ensemble des points de continuité de la fonction g.

Preuve. Il existe pour tout xe R" une suite (x,);_, de points de con-
tinuité de la fonction g tels que x, # x (k =1, 2, ...), lim x, = x et qu’il existe
la limite finie e

lim g(x,) = a(x).
k— ©
Posons
m(x) = { g(x) lorsque g est continue au point x
a(x) lorsque g est discontinue au point x

(Etant donné xe R", il peut exister beaucoup de nombres a(x). Nous prenons
I'un d’eux.) et
n=g-—m.

La fonction g étant cliquée, ’ensemble des points de continuité de la fonction
m est résiduel et conséquent, d’aprés la définition de la fonction m, la fonction
m est quasi continue.

La fonction 7 est cliquée comme la différence de deux fonctions cliquées et
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n(x) = 0 pour tout point x étant au point de continuité de la fonction g. La
preuve est donc achevée.
Théoréme 3. Soit n : R" — R une fonction cliquée telle que I'ensemble n~'(0) est
dense. 1l existe des fonctions quasi-continues @, ¥ : R" — R telles que n = ¢ + y.
Preuve. Remarquons que

R"—n"0) c UAk,
k=1
ou
A, ={xeR";oscn(x)=>27%, (k=1,2,..).

Dans le premier pas, trouvons une famille {K,,;}i; - ; de sphéres fermées, disjoin-
tes deux a deux et telle que:
— K< R"—A,pourk,i=1,2,..;

- Cl(U K1k>:>A pour toutk—l 2,

i=1

— Y3V VvV ¥ lx—l<£.
£€>0 N k>N i>N xeKy; yeA|
L’existence de cette famille {K,,;}, on la prouve semblablement par I’existence de
la suite (K;) dans la preuve du théoréme 1. Rangeons tous les nombres rationnels
en une suite (w);, telle que w; # w;lorsque i # j (i, j = 1, 2, ...). Définissons les
fonctions g, et A, de la maniére suivante:

n(x) ‘pour tout xed,

w our tout xe€ ’ K, k=12, ..
g=4 " P Y K

0 pour tout xeR"— <U U K,kiuA,>
k=1i=1
et

—w, lorsque xel)Ku»k=1,2,..
h(x) = .
0 lorsque xeR" — U kU K-
i=1 k=1
Dans le second pas, trouvons une famille {Ky}i ;- de spheres fermees, disjoin-
tes deux a deux et telle que:
— ¢’il existe Kl,( et xe A, tels que xe 4,n Fr Kl,( i (Fr désigne la frontiére),
il existe une sulte de spheres fermées Ky ; Int K, 0 =1,2, ..) telle
que

Cl(U sz’,-'> = U] KZk,i,U {x}’
t=1 t=
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— Ky, < R"— A, (k,i=1,2,..);
— Ky, © IntKj, ; ou bien Ky,i, 0 Ky, = 0 (ky, ky, iy, =1,2,...);

— Cl(U sz) > A,pourtoutk=1,2, ...;
i=1

— VIV YV V¥V 3 |jx—y<e

£>0 N k>N i>N xeKy, veA,
L’existence de cette famille (K,,), on peut prouver de la maniére suivante:
1) de méme comme dans la preuve de I’esixtence de suite (K;) (la preuve du
th. 1), on trouve une famille de sphéres fermées (K3,;) disjointes deux a deux,
telles que:
— Ky cR"— 4, — Kis
=1

ik

Cs

— Cl( Kz',”) S A4, pourtoutk=1,2,...;
i=1

1

— VY3V V V 3 |x—yl<e

£>0 Nk>Ni>Nx,_:K£kiyEA|

2) Sil’ensemble 4, N Ky, ;, # 0, on peut construire semblablement comme dans
la preuve de I’existence de la suite (K)) (la preuve du th. 1) une famille (K3,,) de

sphéres fermées, disjointes deux a deux, telles que:
- K22ki < IntKlkoiO - AZ’ (k, i= l’ 2’ '-');

— CI(U Kzzk,) > AN Ky, pourk=1,2, ..

i=1

— VIV ¥V V I Ix—yl<e

E>0 N k>N i>N yegl. yeAr0 Kk

3) Enfin, si 'ensemble 4, — (A, v J K ki) # 0, alors en procédent analogue-
k,i=1
ment comme dans la preuve de 'existence de la suite (X;) (Ia preuve du th. 1),

nous construisons une famille de sphéres fermées (K3,)2; -, disjointes deux a
deux, telle que:

— K3}, cR"— 4, — O Ky — O Ky

ki=1 ki=1

— C](U Ké‘,ﬂ) o Cl (Azr\(R" —4,— O K],“)) pour toutk =1, 2, ...;
i=1

ki=1

— VvV 3IVv VvV Vv i . x —y| < e

e>ONk>Ni>NXeKZ3k’,yEA n(R”—A,— U )
2 ki=1 Lki
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Etant fixé k, rangeons la famille (KJ,; U K%, U K3,) | en une suite (Ky,;). Alors
la famille {K,}¢ ;- satisfait aux conditions exigées.

Rangeons tous les nombres rationnels de I'intervalle [—2~', 27'] en une suite
(w)2, telle que w; # w; lorsque i # j (i, j = 1, 2, ...) et définissons les fonctions
g, h, de la maniére suivante:

n(x) lorsque xeA,— A,

w lorsque xel| ) Ky, k=1,2, ...
g =< " 1 Y Ku

0 lorsque xeR"—(U Usz,-U(Az—Au))
k=1i=1
et

—w, lorsque xe Ul Kynk=1,2, ...
hy(x) = ; T e .
0 lorsque xeR"— ) | K-

=li=1

Enfin dans le 1* pas, nous trouvons (de méme comme dans le deuxiéme pas) la
famille {K,;}7;_, de sphéres fermées, disjointes deux a deux et telle que:

— ¢’ill existe une sphere fermee K, ; (/; </) et un point xe 4, tel que
xeFrK,, ; 0 A, il existe une suite de spheres fermees K, ; < Int K, ; .,
telle que

C:l(k_)l K[k,i,) = UI K[kriz v {X} s
= t=

— K< R"— A, (k,i=1,2,..);

— CI(U K,,w.> > A,pour toutk =1, 2, ...;

i=1

— Kyi, = IntK, , , on bien K ; N K, =0
<D (ky, kyy by, i,=1,2, ..);

— VY 3IV V V I |x—yl<e¢ )

€>0 N k>N i>N x€eKy; yeA

et en rangeant tous les nombres rationnels de I'intervalle [—2~/*! 27/* ] en une
suite (w);Z | (w; # w;lorsque i # j, i, j = 1, 2, ...), nous définissons les functions

n(x) lorsque xed,— A,_,

w lorsque xel JK,, k=1,2,...
gl =< " d Yk

0 lorsque xeR" — (U U Ko (4,— 4, l)>

k=1i=1
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et
—w, lorsque xel|)Ku, k=1,2, ...
hl(x) = i=t o ©
0 lorsque xeR"— () | Ku:-

k=1i=1
Soit

(P=[Z,]g1 et W=Izlhz-

Des définitions des fonctions g, et A, (I = 1, 2, ...) résulte que, quel que soit
I=1,2,...,ona
h(x) + g,(x) = n(x) pourtout xed,— A4,_,

et
h(x)+g(x)=0 pour tout xeR"—(A,— A,_)).

Il en résulte que, quel que soit /=1, 2, ..., on a

!
_ Jn(x) lorsque xe4,
k; (1) + I (x)) {0 lorsque xeR"— 4,

et par conséquent
00+ ¥ = ¥ 89 + 3 hi) = 3 (@) + ) =
=1 p =1 =1
= llin; k;l (8 (x) + M (x)) = n(x)

pour tout xe R".
Puisque chacune des fonctions 4, g, (/ = 1, 2, ...) est continue en tout point

XEO OlntK[kiUInt<R"—A[— D OK”“'>

k=1i=1 k=1i=1
et puisque la convergence de chacune des séries dans les définitions des fonctions
o et yest uniforme, let deux fonctions ¢ et y sont donc continues en tout point

xeﬂl:U UIntI(,k,uInt<R — A, - U UK,k,)]

=li=1 =1i=1
Soient maintenant x un point limit de certaine sphére Ki ki, € un nombre
positif et U un entourage ouvert du point x. Toutes les fonctions g, et 4, pour

| < [, étant continues au point x, il existe un entourage ouvert V< U du point
x tel que

<_

Z hy(x)

1<y

Z 8i(x)

)

<-— et
4

pour tout ueV.
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Remarquons aussi que les fonctions g, et h, sont constantes sur la sphére
Klokoiov
Int(Vn K, ) #0 et xeCl(Int(Vn K, )

o o
Les séries ) h et Y g, étant uniformément convergentes, il existe un indice
=1 I=1 ’
naturel N > [, tel que

Z ) < - et Z g/(u) < "
I=N+1 [=N+1
pour tout ue R".
Remarquons que
= Int (lnt(Vﬁ Kiokoi) — U U KIA:)
. I=lh+1 k=1i=

SiueW, ona

lo() — p(x)| = i g,<u)~§|g,(x> -

i (&) — 2| <

+ |g10(u) glo(x)l +

< Z &) — g(x))

+I§ (&) — g | <

N+1

+ Z (g:(u) — g/(x))
I=lh+1

<ftr0+0+f<g
4 4

d’ou vient la quasi-continuité de la fonction ¢ au point x. De méme on prouve
la quasi-continuité de la fonction y en ce point x. Afin d’établir notre théoréme,
il suffit de prouver la quasi-continuité des fonctions ¢ et y aux points de

a0 o0
Pensemble | ) 4,. Fixons un point xe () 4,. 1l existe un indice naturel /; tel
k=1 k=1

que xe A, — A, _, (sily=1,0n 4, _, = 0). Soient £ un nombre positif et U un
entourage ouvert du point x. Remarquons que pour / </, les fonctions g,
a I'exception au plus I'une que nous désignons par g,, sont continues au
point x. De plus §’il existe g, (/; </) discontinue au point x, le point x
appartient 4 la frontiére de certaine sphere K, ; . Il existe un entourage ouvert
V< U du point x tel que

. &) — Z 8(x) < "

I<ly I<ly
1#1) 1#1

pour tout ue V.
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[ee]

La série ), g, étant uniformément convergente, il existe un indice naturel
=1

N > [, tel que

T g

I=N+1

< Z pour tout ueR".
1l existe également une sphere K, , . = VnIntK,, ; telle que
€
g, () — g, (x| < Z pour tout uek, ;.

(S’il n’existe pas g, discontinue au point x, nous considérons K, ; < V).
Remarquons que
N
W = Int (K’oko"o - | U ]

=l +

[_0)1 Q K,k,) £0.

k=11

En effet, puisque IntX, ., — Ay # 0, il existe donc la sphére ouverte B
< Int K, — A, telle que B — K, # 0 pour tous (/, k, i) pour lesques /, <
<I< N, et o(CIB, 4,) = inf o(x, y) > 0. D’aprés (i), on a

xeClB

YEAN

Aol UK U=h+1..,N)

sont fermés, donc

N © © N © ©
B — U U UKlki::B_ U (U UKIkiUAI>
I=lh+1k=1i=1 I=lh+1 \k=1i=1

est un ensemble ouvert, nonvide. Puisqu’ il est contenu dans W, donc W est
nonvide.

SiueW,ona

<

ww—mm=§gw—;pm

+

,igw—mm

11
+ lg, () — &, (N + 18, () — g, ()| +
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+ Z (g/(u) — g1(x))

I="lh+1

+\ Y (g —g(x)| <
I="N+1
<fio0+f+0+i<s

4 4 4

d’ou il vient la quasi-continuité de la fonction ¢ au point x. De méme on prouve
la quasi-continuité de la fonction w au point x et la preuve est achevée.

Théoréme 4. Toute fonction cliguée f: R" — R est la somme de six fonctions
quasi-continues.

Preuve. D’aprés les théoréms 1,2 et 3 onaf=g+hetg=m +n =
=m + ¢, + y, et h=m, + n, = m, + ¢, + y,, ou les fonctions m,, ¢,, y,, m,,
©,, ¥, sont quasi-continues. Il en résulte que

f=m+m+o+o,+ v+ vy,

et la preuve est achevée.
Il en resulte que la famille des fonctions cliquées f: R" — R est le plus petit
espace linéaire contenant toutes les fonctions quasi-continues.
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JIMHEMHOE MPOCTPAHCTBO KJIMKOBBIX ®YHKLIUN HA R" TTIOPOXJAETCSA
KBA3UHEINPEPLIBHBIMU ®YHKLINSIMU
Ewa Stronska
Pe3iome

Joka3aHo, 4TO Kaxnaas KjiukoBass QyHkuus f: R"— R sBIfSETCA CyMMOii IIECTH KBa3MHeE-
NpepbIBHBIX QYHKIMIA.
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