
Mathematica Slovaca

Evgenij Ivanovich Moiseev; Mária Barnovská
О безуcлoвнoй базиcнocти cиcтемы coбcтвенных и приcoединенных функций
дифференциальнoгo oператoра первoгo пoрядка в прocтранcтвах
вектoр—функций

Mathematica Slovaca, Vol. 40 (1990), No. 3, 325--336

Persistent URL: http://dml.cz/dmlcz/136514

Terms of use:
© Mathematical Institute of the Slovak Academy of Sciences, 1990

Institute of Mathematics of the Academy of Sciences of the Czech Republic provides access to
digitized documents strictly for personal use. Each copy of any part of this document must contain
these Terms of use.

This paper has been digitized, optimized for electronic delivery and stamped
with digital signature within the project DML-CZ: The Czech Digital Mathematics
Library http://project.dml.cz

http://dml.cz/dmlcz/136514
http://project.dml.cz


M a t h . Slovaca 40, 1990, No. 3, 325—336 

О БЕЗУСЛОВНОЙ БАЗИСНОСТИ СИСТЕМЫ 
СОБСТВЕННЫХ И ПРИСОЕДИНЕННЫХ ФУНКЦИЙ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

В ПРОСТРАНСТВАХ ВЕКТОР—ФУНКЦИЙ 

Е. И. МОИСЕЕВ1»--М. БАРНОВСКА 

АВ5ТКАСТ. УУкЬ и$т§ 1Ье ехрйсй Гогт оГЬоипс)агу сопсППопз (Не ^ие8^^оп оПЬе 
ао8о1и(е Ъа818пе88 оГ 1пе 5уз1ет оГ е1§епГипс1юп$ апо! ас1]о1п! ГипсПопз оГ (Не пг81 
огс!еголпегеп11а1 орега1ог 1л/ = и' + <у(.х)м18 81исИес1. ТЬеорега1ог /. шНЬ 1Ье таЫх 
сотр1ех^а1иео! ро1епПа1 18 соп81с1егес1 оп 1пе 8расе 1.2 (С) оГ Vес̂ о̂  ГипсПош оп а 
ппке т1е™а1 ( —/?, 1?). 

В настоящей работе изучается вопрос о безусловной базисности сис
темы собственных и присоединенных функций дифференциального оп
ератора первого порядка 

^и = и + ^(x)и, (1) 

рассматриваемого на конечном интервале ( — Я, Я), где и = (и], ..., и") — 
«-мерный вектор-столбец, ^(x) — матрица п х п, причем элементы ма
трицы ^^^е ^2( — Я, Я). 

В работе устанавливается необходимое и достаточное условие безус
ловной базисности в Ь2( — А, Я) системы собственных и присоединенных 
функций, которое формулируется в терминах, не использующих явный 
вид граничных условий. 

Целесообразность рассматриваемого в работе вопроса мотивирована 
тем, что во многих случаях можно свести обобщенную здачу о соб
ственных значениях в пространстве скалярных и векторных функций (т.е. 
задачу, в которой коэффициенты в дифференциальном выражении и 
краевые условия содержат параметр) к некоторой обычной задаче о соб-

АМ8 5иЪ,ес1 С1а881 Пса Поп (1980): Рптагу 47Е05, 5есопс1агу 34В25. 
Кеу \Уогс1з: Е^еп ГипсПопз, АЪ8о1и(е Ьа81пс88. 

иСовместная работа возникла во время пребывания проф. Е. И. Моисеева в Братиславе 
в рамках плану сотрудничества между Московским университетом им. Ломоносова и Бра-
тиславским университетом им. Коменского. 
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ственных значениях в пространстве вектор—функций (см. пример в [1], 
стр. 111). 

Перейдем к формулировке полученных результатов. 
Под собственной функцией оператора (1), отвечающей собственному 

значению Я, будем понимать любую неравную тождественно нулю ком-
плекснозначную функцию й(х), которая абсолютно непрерывна, имеет 
первую производную суммируемую с квадратом в интервале ( — /?, /?) и 
удовлетворяет почти влюду в ( —/?, /?) уравнению ^й — Хй = 0. 

Аналогично под присоединенной функцией этого оператора порядка 
/ = 1,2, ..., соответствующей тому же Я и собственной функции й(д-), будем 
понимать любую комплекснозначную функцию и (х), которая абсолютно 
непрерывна в ( —/?, /?), имеет первую производную суммируемую с ква
дратом и удовлетворяет почти всюду в интервале ( —/?, /?) уравнению 

/ / / - 1 

^и — Хи = и . 
Рассмотрим совершенно произвольную полную и минимальную в 

Ь2( — К, /?) систему {ик(х)}, состоящую из понимаемых в указанном выше 
смысле собственных и присоединенных функций оператора (1), причем 
будем требовать, чтобы вместе с каждой присоединенной порядка / §: 1 
функцией оператора (1) эта система обязательно содержала все присоеди
ненные функции порядка меньше / и собственную функцию, по которой 
были построены присоединенные. Это означает, что любая фикция ик(х) 
абсолютно непрерывна в ( — /?, /?), имеет первую производную суммируе
мую с квадратом и удовлетворяет почти влюду в ( — /?, /?) уравнению 
Ьик — Хкик = вкик_], где число 9к равно либо нулю (в этом случае ик 

называется собственной функцией), либо единице (в етом случае ик назы
вается присоединенной функцией). 

Из полноты и минимальности в ^2( —К, К) системы {ик} вытекает 
существование системы {иА}, биоорогонально сопряженной в Ь2( — К, Я) к 
системе {ик}. 

Теорема. Пусть {ик(х)}-произволъная полная и минимальная в ^2( — /?, /?) 
система, состоящая из понимаемых в указанном выше смысле собственных 
и присоединенных функций оператора (1) и пусть выполнены следующие 
условия: 

/. существует постоянная Л/,, такая, что для всех к справедливо 
неравенство 

|КеЯ А | ^ Л/,; (2) 

2. существует постоянная М2 такая, что для всех 1 ^ 0 справедливо 
неравенство 

I 1 й М2; 
1 2 \>.к | & I + I 
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3. биоортогонально сопряженная в ^2( — /?, Я) система (^} к системе {щ} 
состоит из понимаемых в указанном выше смысле собственных и присоеди
ненных функций дифференциального оператора*] 

^*V = — V' + С{*(Х)П , 

т.е. каждый элемент пк(х) абсолютно непрерывен в интервале ( —/?, /?), 
имеет первую производную суммируемую с квадратом и почти всюду в 
( —/?, Я) удовлетворяет уравнению 

^ Ч - %кЧ = й н 1 ^ - н -

При выполнении этих условий необходимым и достаточным условием 
безусловной базисности в ^2( — Я, Я) является существование постоянной 
С > О такой, что для всех к выполняется неравенство 

\\щ\\1М-Л.Я)\\Кк\\!м-К. К)й С, ( 3 ) 

где под нормой понимаем следующее 

п 

II «II / . , ( - * . * ) = I 
R 

|i/'j2d.v. 
R 

Требуется доказать только достаточность, так как необходимость ус
ловия (3) известна (см. [2], стр. 372). Схема доказательства в основном 
следует работе В. А. И л ь и н а [3] с использованием оценок, бизких к 
работам И. С. Л о м о в а [4] и В. В. Т и х о м и р о в а [5]. 

Для доказательства достаточности приведем вначале некоторые вспо
могательные формулы, сформулированные и доказанные в следующих 
леммах. 

Лемма 1. Пусть и(х) абсолютно непрерывна в ( — /?,/?) и удовлетворяет 
уравнению 

и' = Аи + /\ (4) 

где/е Ь2( — Я, Я). Тогда для любой точки хе[ — /?, Я] и любого // > О такого, 
что х + г/е[ — Я, /?], справедлива формула 

и(х + п) = ехр(А?])и(х) + ехр[Я(// - / ) ] / ( * + /)с1/. (5) 

+ ) Оператор Ь* является формально сопряженным к оператору (1), причем су*(.\) =• а г ( х ) ; 
число вк 4 , равно либо 0 (в этом случае мы называем гА собственной функцией оператора I.*), 
либо единице (в этом случае мы требуем, чтобы Хк = Хк + ,, и называем гА присоединенной 
функцией оператора I.*). 

327 



Д о к а з а т е л ь с т в о . Известно, что любое абсолютно непрерывное ре

шение уравнения (4) можно записать в виде 

u(x) = A exp(Aл) + exp[A(jc - / ) ] / ( ! ) dľ, 

где А — постоянный вектор. 

Используя этот общий вид, сразу убеждаемся в справедливости форму

лы (5). Лемма доказана. 

Сладствие 1. Пусть ик удовлетворяет почти всюду уравнению ик + ^-

ик = Хкик + ик _ ,, тогда справедлива формула 

"*(•*+ t/) = "A(v)exp(AA/7) q(x + t)щ(x + /) exp[AÄ(/7 - /)]d/ + 

+ w Ä _,( .v + / ) e x p [ A A ( / 7 - / ) ] d / . (6) 

В частности, если ик(х) — собственная функция, то 

"*•(* + ^) = "*(-*) exp(xA?7) q(x + /) щ(x + /) exp[x*(17 - /)] d., (7) 

Следствие 2. Пусть ик удовлетворяет почти всюду уравнению и{. + 
+ ^ик = Хкик + ик + ], а мА_ , удовлетворяет почти всюду уравнению 
и'к_х + ^ик _ , = ААик _ , + ик _ 2, тогда имеет место формула 

Щ{х +Ч) = щ(х) ехр(А* /7) - ? ( * + 0"А С* + 1) ехр[Як(П - /)]с1/ + 

+ ЦЩ - i (-v) exp (Xk ф 
rn 

( -=)щ_^x + ;)ч(x + z). 

.ехр[АА.(|/ - _)](!- + \\п - =)щ-,(х + г) е*Р[А<.(/7 - ^ г . 
*/0 

(8) 

Формула (8) следует из формулы (6) путем подстановки в (6) значения 

щ_\( + /), найденного по формуле (6), т.е. 

щ _ , (л- + /) = щ._ , (л-) ехр (АА /) - <у(л- + г) щ _ , (л- + -) • 

exp[At(/ - r)] dr + uk_2(x + z) expiez - r)] dr. 
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Действительо, подставляя это выражение в (6) и меняя порядки инте
грирования, найдем 

Щ(x+ тf) = uk(x) exp(X, *»/)- f 
Jo 

q(x + t)щ(x + t) exp[Åk(тj - t)] át + 

+ V exp \(Xk n) uk _ , (.v) - q(x + z) uk _ , (.v + r ) . 
Jo 

Í n rn 

dt+\ uk_2(x + z) exp[AA(TI-z)]dr 

dt. 

откуда легко вытекает (8). 
П р и м е ч а н и е 1. В дальнейшем мы будем обозначать буквой С 

ради упрощения записи без индексов некоторые хотя и различные по 
значению постоянные 

Лемма 2. Для интегралов 

/0(х- I/, и) = д(х + 2)и{х + г) ехр[Я(г/ - г)] йг, 

/, (.v, TI, u) (77 - г)q(.v + z)u(x + г) exp[A(77 - _-)] d: 

справедливы следующие оценки при ц = 8 -*• О: 

IIА)(*, #, И)II*.,,.,.А) < о (1)||иЦ,.,,,,.л + 5 ), 

11/,(.х, ( У , 1 . ) | и 2 ( в . А ) ^ о ( г . ) | | М | | 1 : ( в . А + д , 

где(а,Ь + 8) с (-/?,/?). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Заметим, что 

» А // /• <!> п 

(9) 

(Ю) 

d.v< l/o-v, 8, u)\\lia,h) =( Í [ Í qy(x + z)u'(x + z) exp[A(S - _-)] d: 
Ja /= 1 Jo / = 1 

= ( Í(( Zl^(-v + r)|k(-v + r)|exp[ReA(^-.-)]d_-Yd.v< 
Ja i=\ VJo ./=! / 

= C Í ( dx( (d\qt/(x + z)\ \u'(x + z)\ drY < 
/./ = | Ja VJo / 

< C Í f d.v f |<7,(.v + r)|-dr fV(.v + r)|-dr < 
/ . /= I Ja Jo Jo 

-_C0(l)||K||L«a.„ + í ) . 
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dлг< 

где 0(1)-* 0 при 8-+ О. 
Далее рассмотрим 

^

тЬ п 1*3 п 

I _д,/(х + ^)и1(х + г)ехр[Х(6-г)](§-2)й2 
а / - ] ^ 0 / = 1 

^ 2 [ 1 ( Т 1 1 ^ + г)1Их + 2)|. 
^ о / = 1 \ ^ о / = ] 

.ехр[КеЯ(5^2)]с12)2с1х^С520(1)| |1/| |^ /,_, ), 

откуда следует (10). 
Лемма 3. Пусть функция щ — присоединенная кик_иаик_] — присоеди

ненная к ик и пусть выполнены неравенства 

1|и*-1.1_2(-*.*).= С | | и * | | _ 2 ( _ л . Л ) , (11) 

\\щ\\-2{-*.*)-\ С\\щ\\^{_Л%Л_6) (12) 

и выполнено условие 1. теоремы. Тогда существует такая постоянная С , 
что для всех к и всех достаточно малых 8 > 0 справедливы следующие 
неравенства 

\Uk + 1 ll_,(-J?.«) _ O II W * + I II L2(-/t.R. -S) • 

(13) 

(14) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Докажем сначала (13). Пусть хе( — Я,Я — 8), а 
г/ = 8. Применим формулу (8) для функции ик+ 1**): 

m282\uk(x)\2 _ \5uk(x) exp(Ák5)\2 _ C \uk + l(x + S)\2 + \uk + l(x)\2 

|exp(Xk5)\2 + \I0(x, S,uk + I)\
2 + |7,(x, S, uk)\

2 + 

+ JV 
Jo 

z) щ _ , (x + z) exp (Åk (ő - _)) dz 

где число т2 = тГ|ехр(Я^#)|2 = тГ|ехр КеЯ*(5| ^ |ехр( — М^8)\2, а М, — 
к к 

постоянная из неравенства (2). 
Интегрируя полученное неравенство по хе( — Я,Я — 8)и используя (9), 

(10), получим 
™2^21Ы1(-*./.-*) = С[||^ + 1 | | 1 2 ( _ / ? , Л ) + е х р ( 2 Л / 1 ( 5 ) | | ^ + 1 | | 2

2 (_^Л ) + 

, j i 2 

'Под \ик\
2 понимаем выражение V \и[\ 

J- i 
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+ о(\)\\щ + \ \\12{-х.я) + °2(3)\\ик Н/^-я.я, + 

+ о2(8)\\Щ-\\\12{-к.К)1> 

причем последнее слагаемое в этом неравенстве также получено с пом
ощью формулы (10) для интеграла /,(лг, 8, ик_х) с матрицей ^, равной 
единичной. 

Используя оценку (11), последнее неравенство перепишем в виде 

С помощю оценки (12) неравенство преобразуем так 

™282\\щ\\11{-л.*-8)й С7_,[||*/А- н_ | | | ^ с _ л . Л> -Н ^ 2 С ^ ) Н " А - Н 1 , С - Л . . Л - е?>] » 

HJ1H 

»2«52(l---^)||«/dlL,-„.„-fl_.C2||i.. + 1|lL, 
V m~S~J 

Учитывая, что —-̂—*-- = I —̂—*--11 —̂—*--1 —-• 0 при д-*0, то при достаточно 

малом о будем иметь —-— < -, т.е. 
т2 82 2 

m «.,llL,-„.,-„ _? '"2<52(i - ^ r ) HUL,-,*-. , -. 
\ m~ó~J 2 

__ С2 | |и4 + ,||1,(_-.„,. 

Используя снова неравенство (12), получим 

т~д~ р т~д~ „.. | | 2 < 

2 ~ 2 

_^ СС21К+,||1:(-/?./?>• 

2СС 
Неравенство (13) доказано с постоянной С = —т~Т* 

т ~ 8~ 
Докажем теперь неравенство (14). Пусть хе( — Я, Я — 8) и г] = 8. 

Применим в этом случае формулу (6) для ик + х, тогда получим 

"* + ,(.v + S)\2 __ cí\uk + ,(x)|2 + |/0(.v, 8, uk + ,) |2 + 

I Cs l:1 
+ uk(x + t) e\p[Xk(8- t)] dt\ . 

I Jo I J 
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Интегрируя по хе(-Я, К - 5) и используя оценки (9) и (13), получим 

Ци„ + 111__(-я+&я)_5 С[\\Щ + \\\12(-п.я-^ + о(\)\\Щ + \\\12(-к.К) + о(\)\\щ\\12(_к_К)]й 

^С[| |1/, + , | | 2, 2 (_к. я_ г ) + ^(1) | |^ + ,И1 ( _ Л , Д ) ]^ 

^ с ; [ | | „ _ + 1 | | ^ ( _ Л Й _ < 5 ) +0(1)11 м_ + 1 | | 2 ^ ( _ я + Л Д ) , 

или 

11«*+.11^,-я+ Л я)0-с;о(1) )_с; | |„„ + 1 ц 2

1 . ( _ Л Д _ ( 5 ) . 

Если с) достаточно мало, то (1 — С[о(1))___- и 

\\Щ + \ 11_.2(-/? + _,/?) = С\\ик + , ||__.(_/?,/?_5). (15) 

Если теперь обозначить через г = — х, то функция и^(/) = ик( — 1) удов
летворяет уравнению и^ — ^( — ^)\Vк + Лкмк = 0, т.е. тому же уравнению, 
что и функция ик(х) только с потенциалом — ^( — ^) и собственные 
значения меняют знак. Поэтому будут справедливы для и>А(/) формулы (6) 
и (8), а также и формулы (13) и (14) и последнее полученное неравенство 

W À-+ 1 IIL2Í-R + £R ) _- C | |wA-+ 1 I I L 2 ( - R , R - S) • 

Вспомнив теперь, что / = — х, а мк(1) = ик( — (), это неравенство в перемен
ной х будет иметь вид 

\\ик + \ Н_.2(-Л,Л-<5) = С\\ик + х ||__2(_я+ _;,/?). 

С учетом неравенства (15) сразу получаем требуемое неравенство (14). 
Лемма 3 доказана. 
П р и м е ч а н и е 2. В леммах 4, 5, 6 тоже предполагается выполнение 

условия 1. теоремы, поэтому выступающие там постоянные не зависят от 
к. 

Лемма 4. Для собственной функции ик_ , имеет место оценка (12), т.е. 

\\ик+\ 11__2(-Л,/?) = ^\\ик+\ Н_2(-Я,Я-<5)> 

причем ввиду примечания 2 постоянная С не зависит от к. 
Доказательство этого дословно повторяет доказательство неравенства 

(14). 
Лемма 5. Если ик + т — присоединенная функция кик + т_\,то справедливо 

неравенство 

|| Ок + тик + т_]\\^{_^Н)й С\\ик + т\\^{__*,*), (16) 

где постоянная С не зависит от к. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть ик + т9 щ + т_х находится в одной цепочке с 
собственной функцией щ. Собственную функцию щ можно рассматривать 
как присоединенную к функции щ = 0. Тогда, очевидно, выполнено 
неравенство (11), а выполнение неравенства (12) следует из леммы 4. 
Поэтому в силу леммы 3 будут выполнены неравенства (13) и (14). Пов
торяя так рассуждения, за т шагов докажем неравенство (16). Лемма 5 
доказана. 

Лемма 6. Для любой функции щ справедливо неравенство 

sup \uk(x)\ _ CH.||_,(_-.«,, 
\t(-R. R) 

(17) 

причем постоянная С не зависит от к (см. примечание 2). 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из формулы (6) имеем для хе[ — I?, К — <5], ^е(0, 5) 

т2\щ(х)\2 ^ \щ(х) ехр(Ял/7)|2 ^ С[\щ{х + ^ + 

+ 

+ 

q(x + t) uk(x -F t) exp [AA (77 — t) át + 

Щ-\ (x + t) expЏk(n - t)] dt < 

йС[\щ(х+П)\2+\\щ\\1(_К,К)+\\щ_1\\1[_КК)]. 

Интергрируя полученное неравенство по пе[0, б] и испольуя неравенство 
(16), получаем для хе[ — К, К — д] 

т28\к(х)\2 _ С | |мЛ | , ( _ Л Й , 

Положим в формуле (6) х = К — 8, а пе[0, 8]. Тогда 

\щ(К -8+п)\_ \щ(К - 8)\\ ехр(Хкп)\ + 

(18) 

+ 

+ 

q(R-S+ t)щ(R -8+n) exp[Åk(n - t)] dt 

щ _ X(R - 8 + t) exp[Åk(n - t)] dt 

+ 

Используя неравенство (18) и применяя неравенство Коши—Буняков-
ского, с учетом (16) получаем 

ЫЯ-5+п^^СЩщ^^^^ 

для т]е[0, §]. Лемма 6 доказана. 
Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . Достаточно доказать (см. [3], стр. 1051), 

что 
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v \(щ,П\-
2^ < эc и 

Z !^Ä<=o 
к=-г. \\Щ\\~ к=-х | | ^ | Г 

для любой комплекснозначной вектор-функции /еЬ2( — I?, /?), при этом 
достаточно проверить это условие для ик. 

Полагая в (6) .V = 0 и меняя порядок интегрирования, вычислим 

( « „ . / ) = " 

R /•/? 

"* (П)fШ) d l7 = w* (0) exp (ЯA 17)7(17) d 17 -
R J - R 

ЛR / /*/? 

?(0wA-(0exp[ЯÄ.(//- ł)]dl /(17)dl7 + 
R \Jo 

+ 
R \Jo 

i/t _ , (/) exp [Xk (.7 — .)]d/)/(i7)dř7 

= M 0 ) exp(ЯAř7)/(?7)d/7- ?(/)«/*(/)exp(-Я*/) x 
J-R JO 

x í exp(ЯA.i7)/(i7)d;7Jd/- q(t)uk(t)exp(-Xkt) x 

x ( | exp (Яt n) •/( t?) drç j d/ + uA _, (/) exp (-Xk t) x 

i/A._,(/)exp( - Я*/) x 
ля 

exp(Яд/7)/(t7)d/7)d/ + 

x exp(Xkn)f(n)dn d/. 

С помощью неравенств (2). (16). (17) и неравенства Коши—Буняковского 
оценим \(ик./)\ 

|(_/,./)| :^ с||!/,(0)|: | схрикп)Дп)^П\2 + 
/ - R 

+ sup |l/ t(/)| 
-«./?, Jí, 

sup \щ(t)\: 

i - R.Ri 

+ sup k_,(/) | ; I 
'-*•*' Jo 

-+- sup k ._,(/) 
i - Я . Яi 

exp(Я„#7)/(7)d»7 

exp(Я tí7)/(/7)di7 

d/ + 

"d/ + 

exp(Яд7)/(/7)d/7 

exp(ЯA/7)/(7)d/7 

d/ + 

d/1 < 
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< Г I111 II2 

= *-OІIиA- \\L2(-R.R) 

Í
R л ß 

exp(A* 17)707) drç 

exp(A4í7)/(i7)dł7 + 
2 ЛO 

dt + exp(Я,t7)/(/7)dt? d/ . 

Поэтому достаточно доказать оценку 
х I Г 
Е /(фехр(Лкт1)<1т] й C\\f\\lj-R.R) 

для /е[0, Я]. 
Для доказателства этого свойства заметим, что ввиду условий 1., 2. 

теоремы числа {АА} не имеют конечных точек сгущения, мы можем их 
занумеровать в порядке неубывания |АА.| и последовательность {АА} можем 
расслоить на конечно многор последовательностей {А/},У = 1, ...,/? таких, 
что для каждого у = 1, ...,/? и каждого ^ в полосе 

^ < 1 т Я А . < ^ + 1 ) 

содержится лишь один член последовательности {А/}, т.е. некоторое А;, 
представимое в виде 

Я,=!f + 4 1 = V -

где |с\| ^ С. Достаточно провести доказательство для одной такой под
последовательности. Интегрируя по частям, а затем используя элементар
ное неравенство 

\а-Ь\2й2(\а\2 + \Ь\2), 

справедливое для любых комплексных чисел я, Ъ, неравенства Коши— 
Буняковского и Бесселя и органоченность величин с\, ехр(<5* »7), имеем 

I /(7/)exp(AA.77)d/7 

x /•/ 

exp(Skt])d 

exp(cV) 

X ЄXp ( X^-^- ) / ( î]) ЄXp (Õk T])dľ] 

I 
A: = - X 

/(r)exp( )dг 
V R 

= I A = - x 

Дr)exp( ìdг 

335 



ők exp(ôkn)(\" Лг )exp(^— ) dr)d77 < 

< 2 I 
LA = - -f. 

+ I 
k = - r. 

J-i 

Л l 

„ — f\nkr\ , 
f(r)exp( )dr 

(£• Sk exp (Sk n)[ f(r)exp 

\exp(5kt)\
2 + 

ijrkr\ 

R 
dг d/7 < 

< ~> C / t , , . o , + І (Ą.exp(Ą.ł7)):dł7 
*• = - * J -1 

án /(r)expí Idr < 2 C U(-R.R) • 

Итак, теорема доказана. 
Авторы выражают глубокую благодарность доктору М. Тврдому, 

кандидату физико-математических наук, за ценные замечания к работе, 
которые помогли уточнить формулировки утверждений и их доказатель
ства. 
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