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K 01JEHKE PEryjIHTOPA AJirEEPAHHECKOrO IIOJIH 

M. HI. CJLAByTCKMfl 

ABSTRACT. By using a result due to R. Z i m m e r t [5] we give a short proof 
of the theorem: Let k be an algebraic number field of degree n = s + 2t over the 
rationals with signature [s,t] . Denote by 7£ the regulator of k and by w the 
number of roots of unity lying in k . Then H > w • 0, 00136 • exp(0, 81s + 0, 57*) . 

Ряд авторов ([1]—[4] и другие) неоднократно использовал оценку снизу 
для регулятора алгебраического поля, вытекающую из неравенства 
Ц и м м е р т а [5], в различных вопросах диофантова анализа и алге­
браической теории чисел. Ниже показано, как незначительные техни­
ческие улучшения приемов Циммерта позволяют усилить эту оценку. 

Основной результат Циммерта ([5], теорема 3) состоит в доказатель­
стве неравенства для регулятора 11 алгебраического поля к степени 
5+21, где з и I соответственно количество вещественных и пар комплек­
сно сопряженных вложений поля к в поле комплексных чисел. Этому 
неравенству легко придать вид 

5 > <l+llil+Mr(i + 7)'*T(| + ,)'2-c+')»-./>x 

„ P {<. , . , ) [ ( < + 1 ) E;(Í± , ) +,I; ( W )+Í+_L_] } . <„ 
2 

X ( 

Здесь XV - число корней из 1, содержащихся в поле к, 7 > 0, Т(г) и 
^г(г) соответственно гамма-функция и ее логарифмическая производная. 
Следствием неравенства (1) в предположении, что 7 = 1 > является оценка 
Циммерта для регулятора поля 

П > 0,02т • ехр(0,46з + 0,1*). 

Попытаемся проанализировать неравенство (1) подробнее с целью ус­
тановить, какое значение 7 оптимизирует для всех фиксированных зна­
чений з и I нижнюю границу в неравенствах вида 

— > Со • ехр(с\з + С2*)г 
XV 
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где с0,С1,С2 — абсолютные положительные постоянные. 
Прежде всего неравенство (1) приведем к виду 

^ а ± ^ . . , р { , [ к 8 г а ± 2 > _ ( 1 + , ) г ( 1 + 2 ) ] + 

•• [-«^•^•'>-< 1 ^(т( ! 7 2 ) + г ('•!))] — , } 
ИЛИ 

Ҡ. (1 + 7 ) ( 1 + 2 7) 
— > exp 

x exp < i log£íi±2)+(1 + 7) c + 2 1 + 7 

+ ť log 

2 V 1 + 7 

Г ( l + 7 ) Г ( | + 7 ) 

oo 

V L 
t-^ n(n + (1 -

2 Ł^ „ ( n + ( l + 7 ) / 2 ) 
П = l , 

+ 

20F 
+ (l + 7) |2C+--?—+ 2 

1 + 7 2 + 7 

0 0 0 0 

1 + 7 V ^ 1 2 + 7 ү > 1 
2 l^ n(n + (1 + 7)/2) 2 2-> n(n + (2 + 7)/2) 

(2) 

поскольку ^г(а)= — С— ~+а ^ п(п+а) с постоянной Эйлера С = 0,577. 
n = l 

Далее из формулы Стирлинга 

Г(1 + 7 ) = 7 7 е " 7

 у

/2тг7(1 + е7), 

где б7 —• 0 при 7 —> °°у следует, что для достаточно больших значений 
7 коэффициенты при з и 1 в неравенстве (2) становятся отрицательными 
(при .5, например, для у > 2, как показывают подсчеты), а при 7 -* 0 
ясно, что ехр(—3 — 2/7) —• 0 и, следовательно, с0 —> 0. Поиски компро­
миссного решения (найти "достаточно большие" значения с\ и с2 при 
"не очень маленьком" коэффициенте с 0) в интервале ]0,2[ приводят к 
значению 7 = 1/2 в отличие от выбора Циммерта 7 = 1 • В таком случае 
из соотнощения (2) с помощью неравенств 

оо 

5 2 [п(п + 3/4)]"1 < ^ [п(п + 3/4)]-1 + тг2/6 - ]>2 п-2 

n < 8 n < 8 

£ [n(n+5/4)]-1 < 52 [„(„+5/4)]-1 +1 - 52 к« +1)]_1 

п=1 п<8 

непосредственными подсчетами получается 

n < 8 
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Теорема. Для регулятора V, алгебраического поля к с количеством 
IV корней из единицы и степени .5+2*, где 5 и I соответсвенно количество 
вещественных и количество пар комплексно сопряженных вложений 
поля к в поле комплексных чисел, справедлива оценка 

— > 0,00136 ехр(0,8Ь + 0,57*). (3) 
XV 

Приведем полезные для приложений конкретизации. 

Следствие 1. Регулятор вполне вещественного поля степени ,$ > 1 
удовлетворяет неравенству 

7г>0,003ехр(0,755) (4) 

Следствие 2. Если к = ^(С/) — круговое поле, порожденное корнем 
степени / = ре из единицы, р — простое нечетное число, I е N , % — 
регулятор поля к, то 

7г>0,003/.ехр(^(/)/4) (5) 

или 
Я>0,02/.ехр(>(/)/5), *>(/)> 22. (6) 

Укажем на одно из возможных приложений. Если подсчитать значе­
ния постоянных в известных оценках сверху для произведения Ь -функ­
ций Дирихле ПД1|х)> ГД е X — неглавные характеры группы харак-

х 
теров поля (эти константы, как известно, эффективны, см., например, 
работы [6]-[8]), то полученные выше оценки (3)-(6) для регуляторов поля 
дадут возможность обычными приемами оценить число классов диви­
зоров соответствующего поля. 
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