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(Communicated by Tibor Katrindk)

ABSTRACT. In this paper, there are formulated necessary and sufficient condi-
tions on which the lexicographic sum of ordered sets is a complementary lattice
and a Boolean algebra respectively.

In der Literatur (siehe z. B. [1], [2], [3], [4]) werden verschiedene Operationen
zwischen geordneten Mengen studiert (Kardinalsumme, Kardinalprodukt, Kar-
dinalpotenz, Ordinalsumme, Ordinalprodukt, Ordinalpotenz, lexikographische
Summe, lexikographisches Produkt). In der Arbeit [5] wird eine Definition der
sogenannten arithmetischen Operation fiir geordnete Mengen gegeben, in der
alle angefiithrten Operationen als Spezialfalle enthalten sind. Dabei entsteht eine
natiirliche Frage (z. B. in [3], [6]): Sei K eine Klasse geordneter Mengen und
sei eine Operation auf der Klasse aller geordneten Mengen gegeben. Welche sind
die Bedingungen dafiir, dafl das Resultat dieser Operation, die auf Elemente der
Klasse K angewendet wird, wieder ein Element aus K vére? In diesem Artikel
untersuchen wir die Abgeschlossenheit der Klasse komplementarer Verbande in
Bezug auf die Operation der lexikographischen Summe (siehe Satz 8).

1. BEZEICHNUNG. In der ganzen Arbeit werden wir eine Ordnung auf einer
beliebigen Menge mit dem Symbol < bezeichnen. Ferner werden wir eine geord-
nete Menge (A, <) kurz mit dem Symbol A bezeichnen. Das grofite (kleinste)
Element einer nach oben (nach unten) beschriankten geordneten Menge A be-
zeichnen wir als g(A) (I(A)). Mit < bezeichnen wir die Nachbarschaftsrelation
(d.h. « < b dann und nur dann, wenn a < b und wenn es kein x mit a < x <b
gibt). Sind a, b unvergleichbare Elemente, so schreiben wir a || b.
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2. LEMMA. Sei > M, eine Darstellung eines komplementiren Verbandes
LeG
in der Form einer lexikographischen Summe. Dann ist (G ein komplementdrer

Verband oder eine Kette mit hochstens drei Elementen.

Beweis. Bezeichnen wir S = > AM,. I(S) = (19,0), g(S) = (11.7). Fiir
=te]
ein beliebiges Element ¢ € G und ein beliebiges Element ¢ € A/, ist (1.¢) € S
und gilt (t9,0) < (1,¢) < (11,i), woraus ¢p < ¢ < (1 folgt. also existieren
Elemente [(G) =1y, g(G) = ¢ .

Sei 13 € G ein beliebiges Element, a € B, ein beliebiges Element mit
(t2,a) # (Lo,0), (12,a) # (11,1). Bezeichnen wir mit (¢3,b) ein Komplement
von (u3,a) in S. Dann gilt (u2,a) || (¢3,b).

Zuerst setzen wir voraus, dafl 1o = ¢;. Dannist a < i, (3 =1;. all b und es
gilt (c0,0) = (12,a) A (t3,b) = (¢1,a) A(ey,b). Ist M, eine nach unten gerichtete
Menge, dann ist ¢ = 19, also ist G eine Menge mit genau einem Element. [st
M, eine nicht nach unten gerichtete Menge, dann existiert ein Element /y € 7
mit ¢4 < ¢; nach [6; Satz 8] und es gilt (t9,0) = (L4,g(]\[,4)) L also ist ) < 1.
d.h. G ist eine Kette mit genau zwei Elementen. Aus der Voraussetzung » = ¢,
bekommt man ein &dhnliches Resultat.

Jetzt nehmen wir an, dafl 1y < t5 < ¢;. Sichtlich ist entweder (5 || 3 oder
ty = t3. Setzen wir nun voraus, dafl 2 || t3. Aus den Beziehungen (/».a) A
(e3,b) = (10,0) und (12,a)V (t3,b) = (¢1,17) folgt ta Aty = 1o, 12V iz =11. Also
ist G ein komplementarer Verband. Setzen wir schliefSlich voraus ¢y = ¢3. Dann
ist @ | b und M, ist eine nicht nach oben und nicht nach unten gerichtete
Menge. Der Arbeit [6; Satz 8] zufolge bekommen wir ¢y < 2 < ¢y, d.h. G ist
eine Kette mit genau drei Elementen. Damit ist das Lemma bewiesen.

3. Bemerkung. Jede geordnete Menge 1afit sich als eine Ordinalsumnme
mit nur einem Summanden ausdriicken.

4. Bemerkung. Jede geordnete Menge S mit dem kleinsten Element o
und mit dem grofiten Element i, wo o # ¢ ist, lafit sich als eine Ordinalsumme
auf alle von folgenden Fille ausdriicken:

(a) S={o}®(S-{o}),
(b) S=(5~—{i}) ®{i},
(¢) S={o}®(S—{o0,i}) ®{i}. wenn S —{o,i} # 0 gilt.

5. DEFINITION. FEine Darstellung einer geordneten Menge mit einem grofiten
und einem kleinsten Element in der Form einer Ordinalsume nennen wir trivial.
wenn sie die in der Bemerkung 3 und 4 beschriebene Form hat.
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6. DEFINITION. FEine Darstellung einer geordneten Menge > M, in der Form
e

ciner lextkographischen Summe nennen wer trivial, wenn sie eine triviale Dar-

stellung in der Form einer Ordinalsumme hat. Jede andere Darstellung einer

leaikographischen Summe nennen wir nicht trivial.

7. LEMMA. Sei S = > M, eine nicht triviale Darstellung eines komple-
elG

mentdren Verbandes in der Form einer lexikographischen Summe. Dann hat ¢
cin grofites und ein kleinstes Element und Mgy, My sind Mengen mit genau
cinem Element.

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt aus dem Lemma 2. Bezeich-
nen wir [(S) = (w,0), g(S) = (t1,7). Sei 13 € G ein beliebiges Element
mit (o # 1o, t2 # ty. Sei a € M,, ein beliebiges Element. Bezeichnen wir
mit (¢3,b) ein Komplement von (t9,a) in S. Bezliglich der Voraussetzung von
Lemma folgt ¢5 || t3. Aus der Voraussetzung, dafl S ein Verband ist, folgt nach
[6; Satz 8], dal M,,A,, nach oben und M,,v,, nach unten beschrinkte Mengen
sind. Daraus folgt (ig,0) = (t2,a) A (t3,b) = (Lg A Lg,g(]\l,,z/\,,s)) = (L(),g(]\[,,“)) ,
d.h. o = g(M,,). Zugleich ist o = I(M,,) in Bezug auf 1(S) = (14,0). Also ist
M, eine Menge mit genau einem Element. Ahnlich bekommen wir, daf M,
eine Nenge mit genau einem Element ist.

8. SATZ. Ser S eine geordnete Menge mit einem grifiten und einem klein-
sten Element, sei S = Y M, ihre nicht triviale Darstellung in der Form einer
LEG
lexikographischen Summe. Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:
(i) S is ein komplementdrer Verband.
(i) S st ein Verband, G ist ein komplementdrer Verband, My und
Mgy sind Mengen mit genau einem Element.

Beweis. Die Behauptung (ii) folgt einfach aus (i) nach 2, 5, 6, 7. Es gelte
(ii). Es geniigt zu beweisen, daf} ein beliebiges Element (t5,a) € S mit (i3, a) #
(t0.0). (t2,a) # (t1,7) ein Komplement in S hat. Die Félle s = ¢y = I(G)
oder 15 = 1; = g(G) sind unméglich in Bezug auf die Voraussetzung von dem
Satz. Es ist also 9 < 12 < t1. Bezeichnen wir mit ¢3 ein Komplement von ¢,
in GG. Dann gilt ¢3 || 2 und fiir ein beliebiges Element b € M,, haben wir nach
[6: Satz 8] einerseits (t2,a)A(t3.b) = (1,2 /\1,3,g(1\[,,2/\,‘3)) = (L(), g(]b’[,,“)) = (19,0),
anderseits (12,a) V (14, b) = (/,g \% 1,;3,1(]\[,”,,3)) = (t,l,l(l\le)) = (11,17) . Also ist
(r3.b) ein Komplement von (tz,a) in S.

9. FOLGERUNG. Seien G, M geordnete Mengen. Das Ordinalprodukt
G o N ist ein komplementarer Verband genau dann, wenn G und M kom-
plementare Verbande sind und card G = 1 oder card M =1 gult.
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Aus [6; Satz 17] und Satz 8 folgen sofort folgende Behauptungen:

10. FOLGERUNG. Sei S cine geordnete Menge mit cinem grafStcn und cincn
kleinsten Element. Sei S = >" M, ihre nicht triviale Darstellung in der Foron
el
ciner lexikographischen Summe. Dann sind die folgenden Aussagen dquicalent:
(i) S st eine Boolesche Algebra.
(i) G st eine Boolesche Algebra und N, ist eine Mcnge mil genau cincin
Element fir jedes « € G

11. FOLGERUNG. Scien (i, M geordnete Mengen. Das Ordinalprodukt ;o]
st cine Boolesche Algebra genau dann, wenn Gund M Boolcsehe Algcbron sind

und card G =1 oder card M =1 gilt.

12. Bemerkung. Einkomplementarer Verband (eine Boolesche Nlgehrad
laBt sich als eine Ordinalsumme genau dann ausdriicken. wenn er (sie) cine
triviale Darstellung in der Form einer lexikographischen Sunmmne hat.
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