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DIE OPERATIONEN IN DER KLASSE 
K O M P L E M E N T Á R E R VERBÁNDE 

EMIL SLATINSKÝ 

(Communicated by Tibor Katriňák) 

ABSTRACT. In this paper, there are formulated necessary and sufficient condi­
tions on which the lexicographic sum of ordered sets is a comp lementary lattice 
and a Boolean algebra respectively. 

In der Literatur (siehe z. B. [1], [2], [3], [4]) werden verschiedene Operationen 
zwischen geordneten Mengen studiert (Kardinalsumme, Kardinalprodukt, Kar-
dinalpotenz, Ordinalsumme, Ordinalprodukt, Ordinalpotenz, lexikographische 
Summe, lexikographisches Produkt). In der Arbeit [5] wird eine Definition der 
sogenannten arithmetischen Operation für geordnete Mengen gegeben, in der 
alle angeführten Operationen als Spezialfälle enthalten sind. Dabei entsteht eine 
natürliche Frage (z. B. in [3], [6]): Sei /C eine Klasse geordneter Mengen und 
sei eine Operation auf der Klasse aller geordneten Mengen gegeben. Welche sind 
die Bedingungen dafür, daß das Resultat dieser Operation, die auf Elemente der 
Klasse /C angewendet wird, wieder ein Element aus /C väre? In dieserrr Artikel 
untersuchen wir die Abgeschlossenheit der Klasse komplementärer Verbände in 
Bezug auf die Operation der lexikographischen Summe (siehe Satz 8). 

1. BEZEICHNUNG. In der ganzen Arbeit werden wir eine Ordnung auf einer 
beliebigen Menge mit dem Symbol < bezeichnen. Ferner werden wir eine geord­
nete Menge (A, <) kurz mit dem Symbol A bezeichnen. Das größte (kleinste) 
Element einer nach oben (nach unten) beschränkten geordneten Menge A be­
zeichnen wir als g(A) (l(A)). Mit -< bezeichnen wir die Nachbarschaftsrelation 
(d.h. a -< b dann und nur dann, wenn a < b und wenn es kein x mit a < x < b 
gibt). Sind a, b unvergleichbare Elemente, so schreiben wir a || b. 

A M S S u b j e c t C l a s s i f i c a t io a (1991): Primary 06C15. 
K e y w o r d s : Boolean algebra, Complementary lattice, Lexicographic sum, Ordinal 

product. Ordinal sum. 
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2. LEMMA . Sei ^ -^/ e^ne Darstellung eines komplementären Verbandes 

in der Form einer lexikographischen Summe. Dann ist G ein komplementärer 
Verband oder eine Kette mit höchstens drei Elementen. 

B e w e i s . Bezeichnen wir S = Yl ^> < K^) = Oo, o) , g(S) = ( /1. /) . Für 

ein beliebiges Element L G G und ein beliebiges Element c G M, ist (i.c) G .S* 
und gilt (v0,O) < (L,C) < (ti,i), woraus LQ < L < !i folgt, also exis t ieren 
Elemen te l(G) = t0 , g(G) = Li. 

Sei t2 G G ein beliebiges Elemen t , a G Mi2 ein beliebiges Element mit 

( t 2 , a ) ^ (t.0,O), (L2 ,a) / ( ^ i , 0 - Bezeichnen wir mi t ( /3 ,6) ein Komplement 

von ( t 2 , a ) in S. D a n n gilt (L2,O) || ( t 3 , b ) . 

Zuers t se tzen wir voraus, daß L2 — L^. Dann ist a < i, / 3 = /1 . a \\ b und es 

gilt (/,0, O) = (L2I a) A (t.3, b) = ( t l 5 a) A (t-i, b). Ist MLl eine nach un ten gerichtete 

Menge, dann ist vi = £0 , also ist G eine Menge mi t genau einem Element . Ist 

MLl eine nicht nach un ten gerich te te Menge, dann exis t ier t ein Element /4 G G 

mi t L4 -< Li nach [6; Sa tz 8] und es gilt (/:0,O) = (^4, g(Ml4)) , also ist /0 -< 11 . 

d.h. G ist eine Ke t te mi t genau zwei Elemen ten. Aus der Vorausse tzung /2 = /,, 

bekomm t m a n ein ähnliches Resul ta t . 

J e tz t nehmen wir an, daß L0 < L2 < Li . Sichtlich ist en tweder i2 || / 3 oder 
L2 = L3 . Se tzen wir nun voraus, daß t2 || L3 . Aus den Beziehungen ( / 2 , a ) A 
(L3I b) = (v0, O) und (L2, a) V (t3 , b) = (t-i, i) folgt L2 A L3 = L0 , /2 V / 3 = /1 . Also 
ist G ein komplemen tärer Verband. Se tzen wir schließlich voraus L2 = 13 • Dann 
ist a || b und ML ist eine nicht nach oben und nicht nach un ten gerich tete 

Menge. Der Arbei t [6; Sa tz 8] zufolge bekommen wir t0 -< L2 -< Li . d.h. G ist 

eine Ke t te mi t genau drei Elemen ten. Dami t ist das L e m m a bewiesen. 

3. B e m e r k u n g . Jede geordne te Menge läßt sich als eine Ord ina l summe 
mi t nur einem S u m m a n d e n ausdrücken. 

4. B e m e r k u n g . Jede geordne te Menge S mi t dem kleins ten Element o 
und mi t dem größ ten Elemen t i, wo 0 ^ i ist, läßt sich als eine Ord ina l summe 
auf alle von folgenden Fälle ausdrücken: 

(a) s = we( .s -H) , 
(b) S=(S-{i})(D{i}, 

(c) S = {O} © (S - {O, ^}) 0 {i} , wenn 5 - {O, ^} / 0 gilt. 

5. DEFIN IT ION. Eine Darstelhing einer geordneten Menge mit einem größten 
und einem kleinsten Element in der Form einer Ordinalsumc nennen wir tnrial. 
^venn sie die in der Bemerkung 3 ^md 4 beschriebene Form hat. 
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6. D E F I N I T I O N . Eine Darstellung einer geordneten Menge ^2 ML in der Form 
i.eG 

einer lexikographischen Summe nennen wir trivial, wenn sie eine triviale Dar­
stellung in der Form einer Ordinalsumme hat. Jede andere Darstellung einer 
lexikographischen Summe nennen wir nicht trivial. 

7. L E M M A . Sei S == ^ ML eine nicht triviale Darstellung eines komple­
xe 

mentären Verbandes in der Form einer lexikographischen Summe. Dann hat G 
ein größtes und ein kleinstes Element und Mg^G) , Mi(G) smo7 Mengen mit genau 
einem Element. 

B e w e i s . Der ers te Teil der B e h a u p t u n g folgt aus dem L e m m a 2. Bezeich­

nen wir l(S) = (/,n,ü), g(S) — (i\,i) . Sei /,2 E G ein beliebiges Elemen t 

mit /2 =̂  t0 , t2 7̂  t\ . Sei a E Mi2 ein beliebiges Elemen t . Bezeichnen wir 

mit (t3,b) ein Komplemen t von (/:2,a) in S. Bezüglich der Vorausse tzung von 

Lemma folgt t.2 || t3 . Aus der Vorausse tzung, daß S ein Verband ist, folgt nach 

[6; Satz 8], daß Mi2Ai3 nach oben und ML2yL3 nach un ten beschränk te Mengen 

sind. Daraus folgt (t0lo) = (z,2,a) A (t3,b) = (t2 A t3 , g(ML2Ai3)) = (t0,g(MLo)) , 

d.h. o = g(MLQ). Zugleich ist o — l(MlQ) in Bezug auf l(S) = (t0lo). Also ist 

M,(i. eine Menge mi t genau einem Elemen t . Ahnlich bekommen wir, daß M,v 

eine Menge mi t genau einem Element ist. 

8. SATZ. Sei S eine geordnete Menge mit einem größten und einem klein­

sten Element, sei S = ^ ML ihre nicht triviale Darstellung in der Form einer 
LEG 

lexikographischen Summe. Dann sind die folgenden Aussagen äquivalent: 

(i) S is ein komplementärer Verband. 

(ii) S ist ein Verband, G ist ein komplementärer Verband, M^G) und 

Mg(G) sind Mengen mit genau einem Element. 

B e w e i s . Die B e h a u p t u n g (ii) folgt einfach aus (i) nach 2, 5, 6, 7. Es gelte 

(ii). Es genüg t zu beweisen, daß ein beliebiges Elemen t (/:2,ß) E S mi t (/2 ,O) / 

( / () ,o), (/2 ,O) 7*= (ii,i) ein Komplemen t in S ha t . Die Fälle t2 = t0 — l(G) 

oder t2 — ti — g(G) sind unmöglich in Bezug auf die Vorausse tzung von dem 

Sa tz. Es ist also t0 < t2 < t\ . Bezeichnen wir mi t t3 ein Komplemen t von t2 

in G . Dann gilt t3 \\ t2 und für ein beliebiges Elemen t b E ML3 haben wir nach 

[(>; Sa tz 8] einerseits (/,2, a) A(t3. b) = (t2 At 3 , G(Af,2A,3)) = (t0,g(MLo)) = (t0lo), 

andersei ts (/,2,a) V (t3lb) = (t2 V t3ll(ML2yL3)) = (tul(MLl)) = (tui) . Also ist 

(/:,,/>) ein Komplemen t von (/2 ,O) in S. 

9. F O L G E R U N G . Seien G, M geordnete Mengen. Das Ordinalprodukt 

G o M ist ein komplementärer Verband genau dann, wenn G und M kom­

plementäre Verbände sind und card G = 1 oder card M = 1 gilt. 
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Aus [6; Satz 17] und Satz 8 folgen sofort folgende Behauptungen : 

10. FOLGERUNG. Sei S eine geordnete Menge mit einem größtem und citK m 
kleinsten Element. Sei S = ^P M, ihre nicht triviale Darstellung in d< r Form 

ieo 
einer ic.rikograptnscdien Summe. Dann sind die folgenden Aussug(n ul/uirah nf: 

(i) S ist eine Bootesche Algebra. 

(ii) G ist eine Bootesche Algebra und M, ist eine M(ng( mit g< nun (int in 

Element für jedes i £ G . 

1 1 . FOLGERUNG. Seien C', 71/ geordnete Menget}. Das Ordmulprodukf GcM 

ist eine Bootesche Algebra genau dann, wenn G und M Boolesche Algt brt n sind 

und card G — 1 oder card M = 1 gilt. 

12. B e in e r k u n g . Ein komplementärer Verband (eine Boolesche Algebrn ) 
läßt sich als eine Ord ina l summe genau dann ausdrücken , wenn er (sie) eine 
triviale Darstel lung in der Form einer lexikographischen Summe hat . 
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