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ИНТЕГРАЛЬНАЯ ОЦЕНКА ОБОБЩЕННОГО 

И З КЛАССА Ь2 РЕШЕНИЯ 

ПЕРВОЙ КРАЕВОЙ З А Д А Ч И 

Д Л Я УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ 1 

М. Б а р н о в с к а * — В. М. Говоров** 

(СоттитсаЬед, Ьу Зоге} Касиг ) 

A B S T R A C T . In the paper, an integral est imate of a generalized solution belong­

ing to the class L2 of the first boundary value prob lem for a heat equation is 

given. 

Предлагаемую работу следует рассматривать как дополнение к 

работе [1]. Пусть П - ограниченная УУ-мерная область, граница ко­

торой дПеС2, ф = П х (0 ,Г) , где Г > О, 8 = дП х (О,Г), П0 = {(ж,*) : 

х еп, * = о}, г = 5ип 0 . 
Пусть (р(х,1) и /(х,/;) - заданные соответственно на Г и в (5 функции 

такие, что 

^\3 е ь2(8), у>|о е ьр(П), / е ь2{о,Т- ЦП)), 

гдe 
1, если ТУ = 1, 

1 + е (е > 0 ) , если ЛГ = 2, (1) 

^ 7 ^ 2 , если 7 У > 3 . 

А М 8 З и г ^ е с ! ; С 1 а в 8 Ш с а 1 , 1 0 п (1991): Р п т а г у 35К05, 35К20. 

К е у шогс18: пеаЪ е^иа^.^оп, пгат, Ьоипйагу Vа1ие р г о Ы е т , ^епегаНгес! 8о1итлоп. 

1 С о в м е с т н а я р а б о т а в о з н и к л а во в р е м я п р е б ы в а н и я доц. В. М. Г о в о р о в а в Б р а т и с ­

л а в е в р а м к а х с о т р у д н и ч е с т в а м е ж д у М о с к о в с к и м у н и в е р с и т е т о м и м . Л о м о н о с о в а 

и В р а т и с л а в с к и м у н и в е р с и т е т о м им. К о м е н с к о г о . 
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Рассмотрим следующую задачу 

^ - Д „ = / (в (}), и\т = <р. (2) 

Под обобщенным из класса ^2(^) решением этой задачи будем пони­
мать функцию и(х,1) Е ^2(^), удовлетворяющую тождеству 

1\и(^+Ьг^+^ ^й1 = {<р^Л5-{<рг,йх (3) 

^ з По 

для любой функции г](х,1) Е И^2' (Я), г)\§ иП ~ ^' Здесь символ -т-— 

обозначает дифференцирование по внешней по отношению к области $7 

нормали к поверхности дП. 

Заметим, что из принадлежности при любом Ь Е [О, Г] пробной 
о 

функции г)(х,1) классу уУ^ф) вытекает (см. [2; стр . 71]) и принадлеж-
2Л^ 

ность ее классу ^ (О), где ̂  = оо (ЛГ = 1), ^ > 1 (./V -= 2), <1 = м — 9 

(-V > 3) . Следовательно, фигурирующий в соотношении (3) интеграл 
/ у?т/ 6.x имеет смысл . Аналогично обосновывается существование ин-

теграла / /77 с!х (1^. 

Основное содержание данной работы составляет следующий 
результат: 

Т Е О Р Е М А . Пусть дП Е С2, тогда для любых функций (р и / , подчиняющих­
ся ограничению (1). существует единственное обобщенное из класса ^2(^) 
решение задачи (2) и для этого решения справедлива оценка 

\\П^2^) = С1^)[Шь2(09Т;Ьр(П)) + Ы\ь2(5) + 1 И * > ° ) | 1 М п ) ] > ( 4 ) 

где р удовлетворяет условию (1) и уменьшено быть не может. 

Доказательство сформулированной теоремы опирается на следую­
щее вспомогательное утверждение. 

Л Е М М А . Пусть д$1 Е С2, тогда существует константа С2, зависящая 

лишь от ^ такая, что для любой функции и Е И ^ ' (О), ~от— Аи == /> 

/ Е С(0), справедливо соотношение 

M I L 2 ( Q ) = C2 
дu д ж-Au + llгŁlli',Г<?ì + I I U ( X I ° ) I І Г (П) L2(0,T;Lp(П)) " UL^Ь) " V ЛILjДSÍ) 

(5) 
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где р удовлетворяет условию (1), а ф обозначает замыкание множ­
ества ^. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Обозначим при фиксированном значении I 
через и(х^1) и Р(х,1) обобщенью из класса И^С-^) решения соответ­
ственно задачи Дирихле: 

Av(x,t) = u(x,t) (в í ï ) , v\дӣ=0, 

AF(x,t) = f(x,t) ( в í l ) , F\ш = 0. 
(6) 

дu Обе части равенства -т-т Аи = / , умноженные на функцию V, 

проинтегрируем по цилиндру ^^ = Пх (О,I) и произведем интегрирова­
ние по частям с использованием (6). В результате для любого I € [О, Г] 
получим соотношение 

| I \^и\2 Лх+ [и2 Ах<И = [ и^ АЗ- [ Рийх<И + ± I |Уи| 

где 8г = дГ1х (О, <). 

Из этого соотношения с использованием оценки 

дV 

dx. 

дn L2(S) 
= c2(Щu\\L2{Q) 

вытекает, что 

max 
0<í<T 

/ |Vv|2 dx+ u2 dxdt 

í u2 dS + í\Vv(x,0)\2 dx+ í F2 dxdt 

Q 

= C3(Q) (7) 

Из (6) следует (см. [2; стр. 72]), что 

\Hx^)\\wi(n) = C4(fy\\u(x,t)\\LAn), 

\\F(x,t)\\wi{n)^C4(n)\\f(x,t)\\Lp{n). 
(8) 

И, наконец, из (7) и (8) вытекает справедливость (5). Лемма доказана. 

• 
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Д о к а з а т е л ь с т в о Т е о р е м ы . Пусть ср и / - функции, за­

данные соответственно на Г и в ^ и подчиняющиеся условию (1). 

Рассмотрим какие-либо две последовательности {(/^(ж,^)} с И 7 ^ ' 1 ^ ) , 

{/к(х,1)} С С (О), которые удовлетворяют условию 

II/ ~ к\\ь2(0,Т;Ьр(П)) + Н*> ~ ^к\\ь2(3) + МХ> °) ~ Ч>к(Х> °)\\ьр(П) "> ° 
7 ^ ) 

при к —» оо . 

Пусть ик(х,1) - обобщенное из ТУ2' (Ф) решение задачи 

диь ьk 
--"* = /* ( в Q) дt 

uk\т = Vk\r 

Используя (9) и Лемму для функции ик, — ик„ , получим 

\\ик' ~ ик" \\ь2(я) -* ° п р и к ' ^ о о и к ' ^ о о . 

И з этого сооотношения и полноты пространства ^2(^) следует, что 

существует функция и(х,1) Е Ь2(0) такая, что 

11̂  " М-МС?) "^ ° при /с -^ оо. (10) 

Эта функция и(х,1) и является обобщенным из ^2(^) решением задачи 

(2). Дейсвительно, пусть г/ Е И ^ ' ((5), ^ у ^ = 0. Применим фор­

мулу Грина к функции ик и г/: 

У Пк\т + А у + 1кГ] ахс1* = / ^ ^ а5 у (^(Ь-

Используя (9), (10), предельным переходом в этом равенстве при 

к —> оо убеждаемся в справедливости (3). 

Из Леммы и соотношений (9), (10) вытекает оценка (4). 

Докажем теперь единственность обобщенного из Ь2(Я) решения 
задачи (2). Пусть й - разность таких решений. Из (3) следует, что 

[й\1к+АгЧ <*жс1' = 0 

Я 

для любой функции г] Е \У2 ' ( ф ) , г] | $ у ^ = 0. 
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Если подставить в полученное тождество т](х,1) - обобщенное реше­
ние из \\12 (0>) задачи 

^1 + Аг1 = й (в д ) , г,\зипт = °1 

то получим § и2 Лх&1 = 0, т.е. й = 0 почти всюду в ^ . 
Я 

Нам остается лишь установить точность относительно р оценки (4). 
Покажем сначала, что в случае N = 2 число р из условия (1) в слагае­
мом 11^(^,0)1^ /пч правой части (4) нельзя уменьшить. Действительно, 
пусть и(Х)1) - обобщенное из класса Ь2(Я) решение задачи: 

^ - А и = 0 (в д ) , и\3 = 0, 

и(х, 0) = ф{х) ( ж Е Я ) , 

где (р(х) <Е С 1 (Л). Пусть у(х^) являается решением задачи (6). Обе 

части равенства -----— Аи = 0, умноженные на функцию п(х,1)(Т — 2), 

проинтегрируем по цилиндру ф и произведем интегрирование по час­
тям. В результате получим: 

Г / |Уг;(х,0) | 2 сЪ = / |Уг; | 2 (1х(И + 2 I\т - 1)и2 сЪс!*. 

п Я Я 

Так как / |Уг>|2 скссЙ ^ Съ(0) $ и2 с-хс!^, то из последнего соотношения 
Я Я 

вытекает, что 
[ \Vv(x,0)\2 dx^C6(Q) íu2 dxdt. 

Из этого неравенства и справедливости оценки (4) с меньшим чем 
в условии (1) значением р вытекает существование константы С7(0) 
такой, что 

\Их)\\Щ{и)йС7Ы\Ьр{п), р=1 (N = 2), ( И ) 

1 = Р < т!+2 ( ^ = 3), Для любой функции (р Е С1(1Й), где 

Д ф ) - <р(я) ( х б П ) , ^ | аП = ° -1} 

^ М ы о б о з н а ч и л и функции г;(ж, 0) и у?(ж,0) с о о т в е т с т в е н н о г>(ж) и <^>(ж). 
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Это соотношение противоречит точности соответствующей теоремы 

вложения, но мы проведем ради полноты изложения подробное обосно­

вание отсутствия оценки (11). 

Фиксируем какую-нибудь неотрицательную функцию <р(х) 6 С 1(МЛ Г) 

такую, что <р(х) = 1 (|ж| _ 1), <р(х) = 0 (\х\ _ 2) . 

Пусть N = 3, О = {х Е К ^ : \х\ < 1} . Введем при ^ З в рассмо­

трение последовательность функций 

Рк(х) = к~^(р(хк). (12) 

Пуст фк(х) = —у—-г- / . ш-2 а ^ ' г д е "и ~ площадь поверх-
и м ^ - 2 ) У \х-у\1У1 

ности единичной сферы в К ^ . Так как Афк(х) = у>к(х) (х е 11), то 

решение задачи 

Ььк(х) = <рк(х) (хеП), ч\дп=°> 

представимо в виде Vк(x) = фк(х) + шк(х), где Ашк(х) = 0 (ж Е !1), 

г^д. |^ = — фк . Ич соотношения 

-«(•V-4(1-1) „ ' , 

и принципа максимума для функции 1ик(х) вытекает, что 

т а х \шк{х)\ % т а х \-фк(х)\ ^ - ^ / <РЬ(У) АУ • -»(*-»)(!-«' „| S. 
Следовательно, 

/ VÁX)WÁX) dx = ™a* KO*). / ¥>fc(ж) d a ľ 

2 

- лГT ( / <Pk(x) d x 

-,w(ІV-2)(l-fГ 
1 

ШN(N-2)(l-l) 
- — ; ţ / fc P ^(ÄÎX) d x 

Í2 

1 

uN(N-2)(l-l) 

_ const . 

2 \ N - 2 | v (y) dy) (A:f- w ) : 
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Итак, для л ю б о г о к ^ 3 

/ <pk(x)^k(x) с!х 
» го \ / ' I . \ / 

С д р у г о й стороны, из соотношения 

^ const . ( 1 3 ) 

^kУ^J uN(N- - 2 ) 1 \x -y\N~2 
L -

k~p 1 dy 

"N(N- -2) 
\y 
1 \x-y\N- -2 

вытeкaeт, Ч T O 

ЫУ) Л„. > Ł l ^ ( У ) d u 

= _•„(_/-2) J \x-y\N-> 

j vk(
x)Mx) dx = - J fAx)^k(x)áx = ~k* J Mx) áx 

мa 
fc p /* /* d x d y 

/ / uN(N-2) J J \x-y 
Mštlvlši 

2JV 

> 

,JV-2 

fc p /* /* dx dy 
AГ-2 wN(N-2) jj |x-y 

| x | 2 + | y | 2 _ ^ 

2_V 

// Ѓ 
fc p ľ ľ dadß 

шN(N-2) 

2ЛГ 

/7 — 
JJ 2 ^ 1 

fc p / / 1 , . -A - d a /" / 1 . , 2 \ ^ d Q 

(ІV-2)2^ІV ' V Ł 2 ' ' ' U U V - 2 

Wši 

ІV(ІV 2 - 4)2--" 
^ f c ^ - W ) , 

х — у - X + 77 
г д е а = "7Г'/3 = -7Г-

И з с о о т н о ш е н и я (14) с л е д у е т , ч т о 

— / pkфk dx —> + o o п p и fc —> oo 

í_ 

(— / гufc<£fe dx —> + o o пpи fc —> oo 

o ' 

(14) 

(15) 
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И з (13) и (15) вытекает, что 

3 3 3 3 (ла\ 
п п о п ч ± и ; 

при к —* оо . 

Но из определения функции <рк(х) следует, что 

11̂ 11ьр(п) = 1М1ьр(к*) = С О П 8 1 • ( 1 7 ) 

Сопоставление (16) и (17) приводит к отрицанию оценки (11) в случае 

N > 3 1 < V < 2 Л Г 

Аналогично для случая N — 2, введя в рассмотрение Я = {ж Е К 2 : 
1 1 * 1 

И < | } ' ^ 0 * 0 = к2ф{кх), фк(х) = ---г— / (^/с(у)1п-1 Г ёу, убедимся в 
.о7Г / X у 

отсутствии оценки (11) при р— 1. 

Авторы выражают глубокую благодарность доктору Я . Фило, кан­

дидату физико-математических наук, за ценные замечания к работе, 

которые помогли уточнить и исправить некоторые оценки в работе. 

• 
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