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DE FIBONACCI
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(Communicated by Stanislav Jakubec )

ABSTRACT. We study the associativity of the extension of Fibonacci multipli-
cation for a class of reccurent sequences of length 2, and for Tribonacci sequence.
We show dynamical properties of this multiplication.

1. Introduction

On considére la suite (F),), ¢y définiepar Fy =0, F, =1, F,  ,=F  +F,.
Il est connu [30] que tout entier naturel n s’écrit d’une fagon unique comme
somme de termes non consécutifs de la suite de Fibonacci, ¢’ est-a-dire que

N
n=>y eF,oueg=0o0uletee, ;=0 Enl987 D.E Knuth [20] définit
i=2
une loi de composition interne “o” sur N appelée “multiplication de Fibonacci”
N

M
de la fagon suivante: si n = ) €,F;, m = }_ e;F;, alors
i=2 j=2

N M
nom= ZZEiE;Fi_H.

1=2 j=2
11 établit d’une fagon combinatoire que o est associative. Apreés P. Arnoux [2]
démontre 'associativité d’une autre maniere, et explique les propriétés dy-
namiques de cette multiplication liées a la stabilité par multiplication de I’orbite
de 0 sous la rotation d’angle le nombre d’or § = (1+ V5 )/2. Pour la définition
de la multiplication de Fibonacci voir aussi [27].

Dans [14], il a été introduit une extension de la multiplication de Fibonacci

a une classe de suites récurrentes. Cette extension peut étre formulée de la
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ALI MESSAOUDI

fagon suivante: Soient s, d deux entiers supérieurs ou égals a 1 et (G,) la
suite définie par: G, = a,G, 4, + -+ a,G, pour tout n > s et avec

les conditions initiales G, = --- = G,_; = 0, on rajoute les conditions G, =
a,Gy_ +a,G, o+ +a,Gy+1pour k=s,...,s+d— 1. Les coefficients
vérifient la condition a; > a, > --- > a, > 1 (la décroissance des coefficients

garantit [3] que la racine dominante du polynoéme caractéristique est un nombre
de Pisot).

Par ailleurs, tout entier naturel n s’écrit d’une facon unique comme n =
N
Y €;G; ot les chiffres (g;) vérifient la condition () ...€,_4.,) < a,...a, (pour
i=s
Pordre lexicographique) pour tout k& > s. Pour ces développements, on réfere
a ([24], [15], [16]). Ces développements peuvent étre étudiés dans le cadre des
substitutions et automates (voir [5], [6], [7]).

L’extension de la multiplication de Fibonacci a ces suites est définie comme
ci-dessus.

Dans [14], il a été démontré qu'il existe un entier s, tel que pour tout s > s,
la loi o est associative. Il a été aussi démontré quesi d =3 et a; = a, = a3 =1,
o est associative pour s > 9.

Une question naturelle s'impose: quel est le plus petit entier s, & partir
duquel la loi o est associative? par exemple dans le cas d = 2 et a; = a, =1
(Fibonacci), s,, = 2.

Dans ce papier nous allons répondre & cette question pour les suites (G,,) ou
d = 2. Nous montrons (Théoréme 6) que dans ce cas s,, = 2 si a, = 1. Nous
étudierons aussi le cas o d = 3 et a; = a, = a; = 1 (suite de Tribonacci), nous
retrouvons d’une autre maniere le résultat cité ci-dessus. La technique utilisée
permet de montrer que dans lecas d =4 et a; =a, =a; =a, =1, laloi o est
associative pour s > 10.

Une autre classe de suites intéressantes est définie par: H,  ,=aH, 4+
-+ a,H, pour tout n > s —d et avec les conditions initiales H;, = 0 pour
i < s—2et H_, = 1. Les coefficients vérifient la condition a; > a,--- >

a, > 1. Lasuite (H,) differe de (G,) aux conditions initiales. Pour cette classe,

N
tout entier naturel n s’écrit d’une fagon unique comme n = > ¢ H, ol les

1=85-—1

chiffres (e;) vérifient la condition (..., _,,,) < a,...a, (pour ordre lexi-
cographique) pour tout k > s — 1, avec la condition supplémentairc €, | < a,.

L’extension de la multiplication de Fibonacci pour cette classe de suites a
I’avantage d’avoir une interprétation dynamique intéressante que I’on explici cra
dans le cas d = 3 et a; = a, = ay = 1 (suite de Tribonacc:).

Dans ce papicer, nous allons aussi étudier la lo1 o as oc’ée a la siitc H
dans le cas d = 2. En fait notre étude se généralise aux suites (U,,) de la
forme U, , = kU, ., +pU,, Uy=---=U,_, =0, U,_; =1, et le polynome
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GENERALISATION DE LA MULTIPLICATION DE FIBONACCI

X2 — kX — P a une racine qui est un nombre de Pisot. De telles suites sont de
la forme k > p > 1 ou bien de la forme —k +2 <p <1 ou k et p parcourent
I’ensemble Z.

Ce papier est partagé en quatre sections. Dans la deuxieme section nous
parlerons de la version algorithmique et algébrique de I’extension de la multipli-
cation de Fibonacci a la suite (U,,). La version algorithmique nous permet de
montrer que si s < d alors les deux lois associées a (G,) et & (H,)) ne sont pas
associatives (Proposition 1).

Nous montrons (Corollaire 2) que dans le cas ot k > p > 1, s, = 2 si et
seulement si p=1 et k € {1,2}.

Nous prouvons aussi (Corollaire 3) que si p = 1 et £ € N — {1,2}, alors
s,, = 3. La méme technique sert a montrer pour la deuxieme classe que s, = 2,
pour tout k > 3 si et seulement si p = —1.

Dans la troisieme section, nous étudierons la suite (G,) o d =2 et d = 3,
a, =a, =az=1.

La derniere section est consacrée aux propriétés dynamiques de la loi o as-
sociée & la suite de Tribonacci.

2. Suites récurrentes d’ordre deux

Il est connu [13] que les seuls nombres de Pisot réels de degré 2 sont les
racines des polynomes de la forme X2 — kX —p ou k,p € Z, 1 < p < k ou bien
“k+2<p<-1.

Notre étude se restreindra aux suites (U,,) définies par U, =---=U,_, =0,
U_,=1etU, ,=kU, ,+pU,,n>s-20u1<p<koubien —k+2<
p<1.

Dans cette section, nous aborderons seulement le cas ou 1 < p < k, le méme
raisonnement sera valable pour le deuxiéme cas.

Supposons que 1 < p < k. Il est connu (voir par exemple [8]) que tout entier

N

naturel n s’écrit d’'une fagon unique comme n = 3 d,U; ou (d,) vérific la
i=s—1

condition (d;d;) <j., (kp) et d,_, <k (car U, = k). La suite (d;) s’appelle le

développement de n en base (U,). L’ensemble des développements des entiers

positifs en base (U,,) sera noté par L(U).

n

N N ,
NOTATIONS. Nous noterons aussi » d,U;, par (dy...dy), et > dp' par
i=0 i=0
(1y 'do)P pour p € R. Nous parlerons indifféremment du mot dy ...d, et de

la suite (d,)o<i<n -
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THEOREME 1. Si s =2 alors la loi o est associative si et seulement si p = 1
et ke {1,2}.

Avant de prouver le théoreme, nous allons donner une version algorithmique
et une autre algébrique de la multiplication de Fibonacci.

2.1. Version algorithmique.

L
Supposons que s = 2. Soit n un entier naturel tel que n = - a,U; ou
i=0
a; € N pour tout i. Nous associons a n les deux mots A(n) = a,...a,q, et

N

Z(n) = dy...dy tel que n = Y dU, et dy...dyd, € L(U) (A(n) est un
=0

développement impropre” de n). Soit r € N, nous appliquons & A(n)0...0

T
Palgorithme qui consiste a remplacer en commencant toujours par la gauche

a(k+e)(p+f) par (a+1l)ef

et
a(k + 1)de par (a+1)0(d+k—p)(p+e),

d,e, f,a €N, a,d < k. Ces deux opérations proviennent des relations kU, | +
pU,=U,p et U, s+ (k-p)U, , +pU, =(k+1)U,,,.

Apres chaque étape de ’algorithme, nous obtenons un nouveau mot supérieur
lexicographiquement au précédent. De plus, on sait que tout entier n’a qu’un
nombre fini d’écritures comme somme de terme de la suite (U,,), il s’en suit
que l'algorithme s’arrétera nécessairement au bout d’un nombre fini d’étapes
et on obtiendra pour r assez grand un mot A(n)0...0 € L(U). On dit que

A(n)0...0 est normalisable (pour cet algorithme voir [10], [11], [12], [13]).

T

L M

Soit n = 3 eU; et m = % d;U; tels que (e;) et (d;) € L(U). Posons
i=0 j=0

A(mon) =cp p---cy¢¢ O ¢ = - e;d;. Nous avons le théoreme suivant:

itj=l

THEOREME 2. La loi o est associative si et seulement si pour tout m et n
entiers naturels, A(mon) € L(U) (ie, A(mon)=Z(mon)).

Preuve. Supposons que o est associative. Soient m, n et r trois enticrs

naturels, nous avons mo (noU,) = (A(mo n)O...O)U et (mon)oU, =

T
(Z(mon)0...0),, . On choisit r assez grand pour que A(mon)0...0¢€ L(U).

T s
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GENERALISATION DE LA MULTIPLICATION DE FIBONACCI

U
. T T
de la loi o, nous avons

(Z(mon)Q...0), = (A(mon)0...0), .

T T

Par ailleurs, I'unicité du développements d’un entier en base (U,,) implique que
Z(mon)0...0=A(mon)0...0. Donc A(mon)0...0 a aumoins r + 1 zéros
S—— S~ N——

Comme (A(mon)0...0),, = (A(mon)0.. .O)U, et en vertu de I’associativité

T T T
a droite si k # 1 et 7+ 2 zéros sinon. Or pour 7 assez grand, il existe un entier
t <r tel que A(mon)O O—A(mon)O .0. D’out A(mon) a au moins 1

zéro a droite si k # 1 et 2 zéros sinon

M L
Réciproquement, soient n = E dU;, m= 3% eU; et p= 3% cU,. Soit
=0 7=0 k=0
- N M
I € N, puisque A(m on) = Z(mon), nous avons (mon)olU, = >~ 3 d;e;U;, ..,
i=0;=0
D’ou
L
(mom)yop=3 (mon)o(U) = 3 die;cUsi
k=0 1,5,k
Par conséquent, o est associative. O

Remarque. Le Théoréme 2 est vrai pour toutes les suites (G,,) et (H,) définies
dans l'introduction.

PROPOSITION 1. Si s < d alors la loi o associée a la suite (G,) n’est pas
associative.

Preuve. Soit m =a,G, +a,G, et n=G,+G, ;. Ona A(mon) =
.. (2a9)0. OaIO .0. En utilisant la relation 0(a1+1)0...0~ 10(a; —a,)
———" N——

eulr d
..(ag_;, — az)a,;. On obtient A(mon) = a,0...01(a; — 1)(a; — a,)...
d—2
(ag_o —ayg_1)(ag_y —ag+1)(a; —1)(a; —ay) ... (a4 — ad)ad 0.8is<d
2s—d
alors A(mon) ¢ L(G). O

Remarque. Si a; > 2 (resp a; < 2) alors la loi o associée a la suite (H,)
n’est pas associative pour s < d (resp s < d).

2.2. Version algébrique.

=
) et 7T =

k/k2+4 . o (. s
—34;—3. Le réel p est irrationnel et vérifie la propriété suivante.

Le polynéme P(X) = X2 — kX — p a deux racines: p =
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LEMME 1. Nous avons

Vn>1 p"=pU, +pU, _,.

Preuve. Ladémonstration, par récurrence sur n est laissé au lecteur. [

Considérons l'application g de L(U) dans Z[p], qui & la suite (d;)o<;<n>

N .
associe le réel ) d,p*. En vertu du Lemme 1 et du fait que d, = 0, nous avons
i=0

N .
Z d,p' =np+pm
=0

N N
oun=7> dU et m= Z d,U,_,. Comme p est irrationnel, g est injective.

1=0 i=1
Nous pouvons donc voir L(U) comme un sous ensemble de Z[p] et la loi “o”

comme la multiplication usuelle dans Z[p], et on a un théoréme équivalent au
Théoreme 2.

THEOREME 3. La loi o est associative si et seulement si Uensemble g(L(U))
est stable par multiplication.

Preuve. Soit dy...d,.,,0...0 unmot, d; € N, et r assez grand pour que

RN SR
r

N )
ce mot est équivalent a représenter le réel Y d,p* en base p, avec des chiffres
i=r+1

dans L(U), dans le sens que si dy...d,;0...0 = ¢;,...65 ol €),...¢) €
T

T
dy...d..;0...0 soit normalisable. Appliquer I'algorithme de normalisation a

N , M )
L(U), alors > d.,p* = > ¢,p*. Cela provient du fait que l’algorithme de

i=r+1 i=0
normalisation utilise des propriétés de la suite (U,,) qui dépendent uniquement

du polynéme minimal de p. Par conséquent, en vertu du Théoréme 2, nous avons
le résultat. O
Notons par g(L(U)) la fermeture topologique de g(L(U)) dans R. Nous

avons
+o00

g(LU)) = {Zdiloi | VNN (d)ocicy € L(U)} .

=0
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GENERALISATION DE LA MULTIPLICATION DE FIBONACCI

COROLLAIRE 1. La loi o est associative si et seulement si g(L(U)) est stable
par multiplication.

Preuve. L’implication directe est évidente. Supposons que g(L(U)) est
stable par multiplication. Soient (d;)o<;<n €t (€;)o<j<pr € L(U), donc

N . M . 400
Zdip’ X Zejp’ = Zcrpr
i=0 j=0 =0

N M '
ol pour tout L € N, (c,)o<, <y, € L(U). D’autre part,ona 3° d;p' x 3 e;p’ €
== i=0 j=0

N
Z*[p) = { Zoaipi | a;, >0, N € N}, et p est le conjugué d’un nombre de

Pisot réel dont le polynéme minimal est a coefficients entiers strictement positifs
et décroissant. Pour cette classe de nombre, il a été démontré [13] que Z*[p] =
Fin[p] ot Fin[p] est 'ensemble des réels positifs ayant un développement fini en
base p avec des chiffres dans L(U). Il existe donc une suite (a;),«;<; € L(U)

telle que
+o00 L
Ser =Y ap W
r=0 1=t

k )
Considérons maintenant la suite p=* > (¢, — a,)p’, k € N ou | = min(0,¢)
i=
tel que a; =0 pour : > L et i <t et c,=0sii<0.A cause de I’ égalité (1),
cette suite ne prend qu’un nombre fini de valeurs (voir [21], [22]). Pour k fixé,
il existe un entier p que 'on peut choisir assez grand tel que
k k+p
PP (e;—a)p = (c;—a)p'.
=l 1=l
En développant les deux termes de l'égalité, et en utilisant le fait que deux
éléments de Fin[p] de développements différents en base p ne peuvent pas étre
égales, on obtient a, = ¢, pour tout I <¢ < p+I{—1. En prenant p assez grand,
on obtient ¢, = 0 pour tout 7 > L. Ce qui acheve la preuve. O

Remarque. Le Corollaire 1 est vrai pour toutes les suites (G,,) et (H,).
Maintenant, nous sommes en mesure d’étudier la loi o.

Preuve du Théoreme 1.
Premier cas: p =1
Soit (d;)g<;<n € L(U). Comme p € |-1,0[ et d, = 0, nous avons

00 N [eS)
“1—p=(k—1p+kD P <D dp' <kd p"=—p.
1=1 i=1 i=1
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N ) N
Par ailleurs, d’apres le Lemme 1, nous avons ) d;p* =np+p, oun= 3 dU;
i=0 =0
N
et p, = 5. d,U,_,. L'irrationalité de p implique que la suite (np +P,) ey €St
i=1
dense dans I’ensemble [—1 — p, —p]. Par conséquent
g(L0)) = [-1- p,~].

Comme —p € 10, 1], 'ensemble [—1 — p, —p] est stable par multiplication si et
seulement si (—1 — p)? < —p, ¢’ est-d-dire

—3-V5<k-Vk2+4<-3+5,

et cela n’est vrai que si k=1 ou 2.
Deuxiéme cas: p > 1
Soit (d;)o<;<n € L(U), on a

kp +o00 N +00 k,O
2i+1 i 2 _
=2 —(k—l)p—l—ké_p <§_ d;p <kE—p =1

Les deux réels kp?/(1 — p?) et kp/(1 — p*) — p appartiennent & g(L(U)) et
vérifient:

kp? _( kp )_—kp+p+p2

1—p2? 1—p2 1+p
p+p>p>1
1+p
Il en découle que g(L(U)) ne peut pas étre stable par multiplication. O

COROLLAIRE 2. Nous avons
Sp=2 = p=1&ke{l,2}.

N M
Calcul de mon. Soient n =3 d,U; et m= 3 e;U; ol (d,),(e;) € L(U).
i=0 j=0

Alors
nom = kmn + nl(m) + ml(n),

M
ou l(n) = ZdlUl L et I(m) = Z e;U;_,. Dans le cas ou p = 1, nous avons
' j=
I(n) = [—(n +1)p] et I(m) = [—(m+ 1p].

2.3. Cas ou s =3.
Notons par (V,,) la suite définie par V, =V, =0, V, =1, Vo = kV,
+pV,,n>1ouk>p>1.
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GENERALISATION DE LA MULTIPLICATION DE FIBONACCI

THEOREME 4. Si p =1, alors pour tout k € N* la loi oy, associée a la suite
(V,.) est associative.

Preuve. Nous avons g(L(V)) = p x g(L(U)) = [—p?, —p — p*]. 1 suffit
donc de montrer que: p* < —p — p? < 1.

Nous avons 1 < vk2+4 = 7 — p. En multipliant les deux membres de
'inégalité par —p, nous obtenons 0 < —p — p? < 1.

D’autre part,

vk >1 2<Vk2+4d=7—p<T—kp.

Comme p? = kp + 1, nous avons p?> < 7 — 1, d’ou en multipliant les deux
membres de I'inégalité par p?, nous obtenons p* < —p — p?. 0

COROLLAIRE 3. Sip=1 et k€ N—{1,2} alors s, = 3.

Remarque. Nous avons moy, n = mn+[—p+mr7][—p+n7]. Cest “presque” la
généralisation de la multiplication de Porta et Stolarsky [9] (loi de composition
interne sur N définie par m xn = mn + [mfg][ng] ot F est le nombre d’or),
dans le sens que pour 7 = 3, ces deux lois coincident en une infinité de couples
(m,n).

Considérons maintenant la suite (W, ) définie par Wy =0, W, =1, W ., =

kW, +pW, ot ~k+2<p < —1. Nous avons (d;)g<;<y € L(W) <= 0<
d; <k—-1&dy...dy <o, k=1)(k+p—1)...(k+p—1) (pour L(W),

~—

N fois
voir [13]). En appliquant le méme raisonnement que ci-dessus, nous obtenons la

proposition suivante.

lex

THEOREME 5. Pour tout k > 3, la loi oy, est associative si et seulement si
p=-—1.

Remarque. Il serait intérressant de trouver s, dans le cas p # 1 pour les suites
ot k>p>1, et dans le cas ou p # —1 pour les suites ot —k+2 <p < —1.

3. Etude de la loi associée a (G,,)
dans le cas d = 2 et de la suite de Tribonacci

3.1. Cas ou1 d = 2.

Considérons la suite (G,,) définie dans 'introduction. Supposons que d = 2,
alors on a le théoréme suivant:
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ALl MESSAOUDI

THEOREME 6. Si p =1 alors pour tout k > p, on a 8, =2.

Preuve. Soit (G)) la suite définie par G, ,, = kG, + G, pour n > s,
et Gy=--=G,_;=0,G,=1et G, ;, =k+1. En vertu de la Proposition 1,
il suffit de montrer que o est associative pour s = 2.
N
Supposons que s = 2. Soit dy ...d,00 € L(G),ona —p? < 3" d;p' < —p ol

=2

N M ,
p=(k—Vk®+4)/2.S0it d),...d,00 € L(G),ona Y. d,p' Y d.p' € Fin[p].
i=2 i=2
N M , L ,
Dot Y dp' Y dip* = Y e;p* o e;...e 00 € L(G) et e, > 0. Pour avoir
=2 =2 i=r
I’associativité, il suffit de montrer que r > 2. Supposons que 7 < 2. Si 7 est

pair, on a
L

(er__l)pr_pr+1 < Zeipz <€Tpr_pr+1.
=2
L
Or —p < (e, — 1)p" — p"t1. Dot —p < 3 e,p%, ce qui est impossible, car
1=r
I’ensemble ]—pz, ——p[ est stable par multiplication. De méme, on aboutit a une
contradiction quand r est impair. a

Remarque. Si p # 1, nous pouvons montrer que pour s = 2, la loi o n’est
pas associative pour certaines valeurs de k. Néanmoins nous conjecturons que
pour tout entier p > 1, il existe un entier k, > p tel que pour tout k& > k;, on
as_ =2.

m

3.2. Suite de Tribonacci.
Soit s un entier supérieur ou égal & 2. Notons par (R{*)) la suite égale &
(H,) ot d=3 et a; =a, =a; =1. (R{?)) est appelée suite de Tribonacci.
Notons par o, la loi associ¢e a la suite (Rgf)).
Remarque. Le développement d’un entier en base (G,) et (H,) dans le cas
ou d=3et a =a,=a;=1 est le méme.

CONJECTURE (P. ARNOUX). La loi o, est associative.

o0
La loi o, est associative si et seulement si I'ensemble & = {Z g,
13
e, = 0,1, €:¢;,,6,,, = 0p cst stable par multiplication complexe. Cet n-

1
C

semble est appelé “fractal de Rauzy”. Il posséde plus'eurs propri¢te ¢’
ensemble compact, connexe, a intérieur simplement connexe ¢t a ft nt * ¢
tale et il induit un pavage périodique du plan complexe (vorr [26], [21 , |22], 2
[28], [29], [19]).

t
¢
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GENERALISATION DE LA MULTIPLICATION DE FIBONACCI

THEOREME 7. La loi o4 est associative.

Pour la preuve nous avons besoin du Lemme 2 et de la Proposition 1.

“+o00
LEMME 2. Soit N€Z et z= Y, g,a* on g, =0,1 et €,641€412 =0 pour

k=N
tout k. Alors

ol
lOglz' _ log ('1 + Oll - 1|_‘a3|)

ogl2| , 1og(1[o’])
log |a| log |a|

log|al log |a|

<N<

400 400 N
Preuve. Soit z= Y ¢,a* tel que e,y = 1. D’out z = 3 a™V*3ky oy
k=N k=0
y, € S={0,1,a,0*, 1+ a,1+a? a+a?}. Comme a ~ —0,419 —0,606i, il est
facile de vérifier que max{|u|; u € S} =1.D’ou

= 1-lad|’
Par ailleurs
+o0o
2] > Nyl — | Y N TPy,
k=1

o y, = 1+e,a+¢e,0%. On a min{1,|1+ af,|1 4+ o?|} = |1+ a|, donc |z| >
laM||1+ | — ||V T3 /(1 — |a®|) . Par conséquent:

3 N
N o’ o]
1 - < 2] L —.
@] (1t + ol - 200 ) <lel < 1
En passant au logarithme, nous obtenons le résultat. O

PROPOSITION 2. Nous avons

ExEcCcabe.

Preuve. Soit z € £, alors |z| < 1|_L|Zl3—| ~ 0,669. Par ailleurs, nous avons
la| ~ 0,737, log|a| ~ —0,305, log(1—|a®|) ~ —0,5108 et log (|1 +al - 1'_;"'23—')
~—1,77.

3 2
Soit 2z’ un autre élément de &, nous avons |zz/| < (%) ~ 0,45. Sup-

+oo .

prons que zz' = Y g,a", alors en utilisant le Lemme 2, nous obtenons que
1=N

-3,16 < N, dott N > —3 ce qui implique que zz' € o~ %¢. d
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Preuve du Théoréme 7. Laloi o4 est associative si et seulement si

I’ensemble
w .
{Zeial | €, =0,1, ;6,165 = 0} — b€
1=9

est stable par multiplication complexe. Or a®€ x o8& = a!2(€ x €) C al? x
a8 = ab¢. Ce qui termine la preuve. O

Qu’en est-il de la conjecture de P. Arnoux? Une série de calculs par ordinateur
laisse & penser que la conjecture est vraie. Peut étre une étude plus détaillée du
fractal de Rauzy donnera-t-elle la réponse.

Remarques.

1. La loi o, a été aussi étudiée dans [14]. Il a été démontré par une autre
méthode que la loi o,y est associative.

2. En utilisant la méme technique, nous montrons dans le cas de la suite (G )
ound=4et a, =a,=ay; =a, =1 quela loi o est associative pour s > 10.

Un lien de la loi o associée a la suite de Tribonacci, avec le systéme dynamique
symbolique, qui provient de la substitution de Tribonacci est donné dans la
section suivante.

4. Interprétation dynamique de la loi associée
a la suite de Tribonacci

Soit s un entier tel que laloi o associée a la suite (R?) est associative. Notons

(R?) par (R,). Il est connu que tout entier naturel n s’écrit d’une fagon unique
N
comme n = Y ¢,1R;, ol pour tout i > s, e, =0o0u let ee; 6,,=0.
i=$
Par ailleurs, soit A Pensemble {0,1,2}, A* I’ensemble des mots finis sur A.
Nous appelons substitution de Tribonacci (voir [1], [4]) application o de A

dans A* définie par:
c(0) =01, o(1)=02, o(2)=0.

Nous étendons ¢ en une application de AN dans AN par concaténation et nous
la noterons aussi par o, c’est a dire pour tout (a,) € AN on a

o(agay -..a,...) =o(ay)o(a,)...0(a,)....

o est contractante pour la métrique naturelle sur AY, elle a donc un seul point
fixe que I'on notera u = (Un)neN (pour les substitutions, voir (25]).
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Nous notons 2 I’adhérence de orbite de u par le décalage T: Q2 — 2 qui a
(z,) associe (y,) définie par y,, =z, . Le triplet (2,0,T') est appelé systeme
dynamique symbolique associé & la substitution o (voir [17], [18], [25]).

Il est connu ([22], [25]) que le systeme dynamique (2,7) est uniquement
ergodique. Notons m son unique mesure invariante par 7'.

D’autre part, il existe un isomorphisme métrique f entre le systeme dy-
namique (2,7, m) et un échange de trois morceaux sur ’ensemble a*~3& (voir
[26], [21], [22]) dont le quotient est une rotation R, d’angle a*~! sur le tore II%.
L’isomorphisme métrique est défini de la maniére suivante: & un élément 7" (u),

N ‘ N
nous associons y_ g,' ou n = » €,R,, puis nous étendons f &1’ adhérence
i=s$ i=s
de lorbite de u par continuité [22]. L’associativité de la loi o associée a la suite
(R,) est équivalente a la stabilité par multiplication de 'orbite de 0 sous la

rotation. Plus précisément, pour tout entier m et n nous avons
R2(0).R7(0) = RI°™(0).

En vertu de la relation f(7T"u) = R™(0), nous avons f(T"u).f(T™u) =
f(T"°mu).

Remarque. Il serait intéressant d’étudier les propriétés dynamiques de la loi o

associée aux suites (H,).
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