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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE
ROENIK Vi—&ISLO 6

O CARATHEODORYOVE ALGEBRAIZACI MIRY
A INTEGRALU

{Pokradovéni)
Jitf FApERA, Praha

V tdto #dati pojedndme o pojmu, kiery v teorii somat méd dlohu
obdobnou jako pojerm: redlné funkee v klasicks teorii redlnych funlei,

Predpoklédém, %e &tenif znd béZnou definici redlné funkece. Tato definice
se podstatné opfrd o fakt, Ze definiéni obor rediné funkee je neprdzdnou mnozi-
nou {napf. intervalem &selné osy, dastf euklidovského prostoru apod.). V &l 8
jsme fekli, Ze obecné nelze somata interpretovat jako mnofiny, i kdy# majf ¥a-
du vlastnosti spoleénych s mnoZinami. Viimnéte si také, fe v definici somat
{axiomy I—V z &. 3) pojem ,,bodu’ (jakoZto prvku mnoZiny) viibec neinter-
venuje. Nelze tedy pojem realné funkce pfenést do teorie sonmt pouhou for-
malni modifikaci definice redlné funkce. Pfesnéji vyjadieno, nelze definovat
redlnou funkei, jejimZ definiénfm oborem je soma, bé%nou definicf redIné funkce,
nebot tato definice ztrdci v takovém piipadé smysl. .

Cheeme-li vak vybudovat teorii integrilu, opirajice se pouze o vlastnosti
vymezujici pojem somatu, potfebujeme definovat pojem, ktery méd k tomu
potfebné vlastnosti reilnych funkei a ktery se dd v pffpadech, kdy systém
somat lze interpretovat jako systém podmnoZin néjaké mnofiny, interpretovat
jako redlné funkce. To lze skutedné provést, dokonce rozmenitymi zplsoby.
VyloZime zde zpasob pouZivany Carathéodorym, ktery takovy pojem zavidi
a nazyva jej funkct mistal?).

6. SKALY SOMAT

Zikladnim pojmem, o ktery se opird Carathéodoryova definice funkee
mista, je pojem dkdly somat, k jeho# definici nyn{ pfistoupfme.

Pi‘edpoklade]me stale (i v daliich &lanecich), %e je ddn n&jaky systém somat §
a e viechna somata, s nimiZ budeme pracovat, patif do §. Necht A je libo-
volné soma. Je-H kaidému koneénému (tj. riznému od -+ o0 & — 00) redl-
nému &islu y ptifazeno soma S(y), S(y) c 4, tak, Ze pro kaidou dvojici ko-
neénych redlnych ¢&isel ¥, z, y < z platf S(y) c 8(z), tikdme, fe somata S(y)
tvoli #kdlu somat na A; Fkilu somat Sy} oznadime aymbolem [$(y)]. Jsou-li
specidlné somata S(y) podmnoﬁma.ml jisté mnoZiny 4, mluvime ovﬁem o skale
[8(y)] mnotin,

19) Nézvern funkee mista prekladém vyraz Ortafunktion.
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7. EKVIVALENCE SKAL SOMAT}

Oznatme %, mno¥inu viech #k4l somat na 4. Rekneme, %o dvé kaly
8], [Ty = .9" ' Jsou ekvivalentni a napiSeme [S(y)] = [T(¥)], jestliZe pro kas-
dou dvojici konednych redlnych isel y, z, ¥ < 2z z plati zéroven

Sy)cT) a Ty cS8@). (4)

Bnadno se presvéddime, ¥e takto definovany vztah mezi skdlami z % je
ekvivalenct na mnofiné & ,. P¥mo z definice vaskutku vidime, e vztah =
jo reflexivni a symetricky; tranzitivitu doki¥eme takto: necht pro t¥i skdly
[8:(5)], [85()), [Sy(y)] plati [8.(y)] = [8a(y)], [Sx(y)] = [Ss(y)]. Jde o to dokézat,
%e potom [8,(y)] = [S;(y)]- K tomu cili zvolme tfi libovolnd koneénd redlni
éisla =, 9,2, ¥y < x <z Z predpokladii plyne 8,(y} c Syx) ¢ 8;(2), S;y) c
c Sa(x) c 8,(z), tedy pro libovolnd dvé koneénd redlnd &isla ¢, 2, ¥ <z je
8i(y) < 84(2) a Sy(y) ¢ Sy{z), coZ podle definice znamena, Ze [Sy{y)] = [S.(y)].

Nade ekvivalence #kél z & , definuje tedy rozklad mnoZiny &, na disjunktni
tiidy, pii demz dve Skaly [S ¥)], [T(y)] patfi do stejné t¥{dy privé tehdy,
jeou-li ekvivalentni, tj. vyhovuji-li podminece (4),

8. SOUVISLOST REALNYCH FUNKCI SE SEALAMI MNOZIN

V tomto ¢lanku se budeme zabyvat specidlnim pfipadem, kdy § je systém
viech podmnozin n&jaké neprizdné mnoZiny A414), UkdZeme vzijemnou sou-
viglost 8kal podmnozin mnofiny A s realnymi funkeemi, definovanymi na A.
Ozitejmf to Carathédoryliv postup a vyznam pojmia zavedenych v &l 6 a 7.

BudizZ f redlnd funkce definovand na A (nabyvajici hodnot kone&nych nebo
nekonednych). Pro kazdé konedné redlné dislo y oznaéme S,(y) mnoZinu viech
bodil £ z 4, pro nét je f(&) < y. Analogicky oznatme S%y) mnoZinu viech
bodi &z A, pro néZ je f(£) = g.

Je zfejmé, %e pro kazdou dvojici konednych redinych é&sel g, z, y << z plati
Suly) c 8o(2), 8%y} c 8°%z). Mnofiny Sy(y), resp. 8¥y) tvoif tedy Ekdly na A.
Skalu [Sy(y)] nazveme dolni fkdlou, Skilu [S“(y)] horni §kdlou realné funkes f.

Pro ka%dé koneéné redlné &islo y zfejmé plati S,(y) c 8%y).

Konetné pro kazdy bod £ z 4 plati

&) = iI:f {£ € 8o(y)} 1)
fl§) = il:f {&e 8%y} .

18) Budit M nsjaké neprézdnd mnofina. Relaci — poudijerne pro ni znaku = —, kterd je defi-
novéna pro nékteré dvojice prvka z M, naz§vame ekvivalenci na mnodind M, mé-li tyto viagtnosti:

1. pro kazdy prvek ez M jea =a (tzv. reflexivita);

2. je-liprodvaprvkye, bz Ma =5, jeib = a (tgv. symetrie);

3. je-liprondjakd téi prvky a. b,ezMa =bab =e,joia = e(tzv. tmnz.1t-1mt.a.)

Kaidb elkvivalence na M urﬁu]e rozklad mneofiny M na neprdzdné disjunktini podronoZiny,
tzv. tFidy, pti dem2 dva prvky a, b z M patii do téZe tiidy privs tehdy, je-lia = b.

Dikaz tohoto tvrzend je jednoduchy; dtend# jej najde napf. v pryvni kapitole knihy akademika
JaBRWIRA, Diferencidlni podet II.

14y Protofe jde ¢ Gvahy, kterd budeme pPenfdet ne somats, oznadujeme rmnofinu 4 & jejt
thatistejnd jako somata karzivou. Prvky mnokiny 4 nezveme body.

15) Jak je Zvykem v teorii reblngch dsel, budeme za infimum (tj. nejvétéi dolni zdvoru) prizdné
mnofiny povaiovat nevlastni redlnéd #slo + o a obdaobné za supremum (6], nejmendf horni
zhvorn) prizdné mnodiny budeme povaZovat nevlastai rediné &islo — oo, To je 1iplné v souladu
s nadim piipadem. MiZe se totif stét, %o ndktery bod £ z 4 neledt v Z24dnd =z mnoZin Syly),
a pak oviemn neledl teké v fidné z mnoZin S%y) & obrécend (to se snadne ovéFi), Mnoodina
téoch redlngch &isel y, jejid infimum vystupuje ve vetazieh (5}, jo potom prdzdnd a jejl infimum
je podle vyslovensé simluvy - o 8ili f{(§) = + 0. Tomn véak skutefnd musi tak b$t, nebof
nele#i-li & v 34dné z mnoZin §%(y), je H(§) vétii ne¥ kadds konedné redlnd delo, tedy f(§) =

(5)
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{Hodnota, které nabyva redlnd funkoee f v bod& £ z 4, je infimem mnoZiny viech
redlnych &sel y, pro néf lei & v S,(y), resp. v 8%y).)
Na ukézku dokéZeme prvy ze vztahit (5). Poloime = inf {£ € 8,{y)} a pled-

¥

poklidejme % == J-co. Zvolme libovolné koneéné kladné &slo &, Z definice
dsla u plyne, fe & neletf v Sy(u — 5). To viak znamend, %e f(£) = u — ¢ pro
kaZdé takové e, tedy i f(£) = u. PHpad f(£) > » nemife nastat; z této nerov-
nosti by totiZ plynulo, Ze & le3f v Sy(f(£)) &ili f{&)} < }(§). Pipad 4 = 40
je vyiizen poznimkou %); je-li u = — o0, je f(§) <<y pro ka¥dé konelné
redlné dislo y, tedy f(£) = — co. Druhy ze vztahid (8) se dokéZe obdobné.

[S(y)] budii n¥jaks skéla na mnoZiné 4. Pomocf této 8kily definujme na 4
reélnou funkei f takto: pro ka¥dy bod ¢ z A poloZime

&) = inf {& <8y} - (6

Tuto funkci nazveme funkce odpom’dayic{ Skdle [S()].

Je-li [S(y)] néjaks skila na A a f if odpovidajici funkce, potom pro kafdé
konedné redlné é&sle y plati

So(y) c S(y) c 8%y) . M
Dikaz je prosty: 1. leZf-li n&jaky bod & v S(y), je f(&) = y (to plyne = (6)),
a tedy £ lezf i v 8°%y); 2. neleZi-li £ v S{y), je ¥ = f(£) (to plyne rovnéz =z (6),
tedy & nemniit¥e lefet ani v Sy(y).

Mé&jme nyni dvé libovolné skaly [8(y)] a [7T(y)] na mno#iné 4. Funkei odpovi-
dajief 8kile [S(y)] oznaéme f a funkei odpovidajict Ekdle [T'(y)] oznadme g.
Potom platf f = g'%) pravé tehdy, plati-li pro kaZdou dvojici konetnych redl-
nych &isel ¥, 2,y < 2z

Tly) c 8(z) . (8)

Vskutku, neché je f < g, tj. {(£) < g{£) pro kaZdy bod ¢ z 4. Kdyby pro n&-
jakou dvojici koneénych reilnych &isel y,, 24, ¥, < 2, nebylo T(y,) c S(z,), exis-
toval by v 4 bod &, ktery by patiil do T'(y,) a nepatfil do 8(z,). Z toho bychom
véak pouzivajice (7) usoudili, Ze g(£,) < y, < 2z, = (&), a to je spor s pfed-
pokladem f < g. Obrdcend, pfedpoklidejme, Zo by v A existoval bod £,
pro n&jZ by platilo f(&,) > g(4,). Zvolme dvojici konednych redlnych &icel y,,
z, tak, Ze g(£,) < y, < 2, < H{§,) (to jisté lze}. Z toho vEak opdt pouiivajice
(7) usoudime, Ze £, lezi v T'(y,), ale neleZ{ v S(z,), coZ je ve sporu s tim, e
vztah (8) plati pro kazdou dvojici konednych redlnych &fsel y, z, y < z.

Dvd redlné funkce f, ¢ definované na A jsou totofné privé tehdy, kdyi
HE) = g(E) pro ka#dy bod & z A, &ili kdyZ plati zdroveidd f Sgag < f. Z pravé
dokédzanych tvrzenf tedy plyne, Ze dvéma gkalém [S{y)] a [T'(y¥}] na 4 odpovi-
dé stejnd funkce pravé tehdy, plati-li pro ka¥dou dvojici koneénych redlnych
dsel y, 2, y < z zaroven

S(y) cT(z) a Tiy) cSz).
Pouzivajice ekvivalence zavedené v &1, 7, mifeme toto tvrzeni formulovat také
takto: Dvéma §kdlam [S()] & [T(y)] na 4 odpovid4 stejnd funkce prévé tehdy,
jedi [S(y)] = [T(y)).
Dospéli jsme tedy k tomuto vysledku: Z kaZdé Skdly na A lze pomoct vaidhu
(6) sestrojit redinou funket s definiénim oborem A, pFi em# ze vzdjemné ekviva-

1%} Definica této relace mezi funkeemi byle zavedena v &L 1.
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leninich 8kdl ziskdme stejnou funkei. Kaidou redinow funkei s definiénéim obo-
rem A (nabyvajict konenyjch nebo nekonebngch hodnot) lze takio ziskat, stali jen
pouit vhodné $kdly (napf. jeji dolni nebo horni Skdly).

V tomto faktu spoéivd jisté oprédvnéni interpretovat (,,povaZovat™) tidy
vza]emné ekvivalentnich kil na A jako (za) realné funkce definované na 4.

To mé pro nas fundamentélni vyznam, nebof fakt, ze definidnf obor je mno-
#inou (sklddajici se z bodil), o které se opira obvykla definice funkce, v defi-
nici 8kaly, resp. t¥idy ekvivalentnich 8kl nevystupuje; k definici ﬁkﬂ.ly a tH-
dy ekvivalentnich &kal jsme pouili jen vlastnosti systému somat,

8. FUNKCE MISTA

Uvabhami z &1, 8 jsme docela pfirozené vedeni k této definici: Funke{ mista
definovanou no somatu A nazgvdme katdow tFidu vedjemné ekvivalentnich $kdl
ne 4. Funkee mista {tedy tfdy ekvivalentnich 8kil) budeme oznadovat maly-
mi pismeny latinské abecedy f, g, & apod.

Je-li f funkce mista, nazyvime Zkdly patifel do f Skdlami funkce mista §.

Znakem %, oznatime mnoZinu viech funkei mista, definovanych na so-
matu 4.

' 10 GASTECNE USPORADANI FUNKCI MISTA

Nechﬁ f & g jsou funkce mista z &, Existuje-li 8kila [8(y)] funkee mista
f & Bkila [7'(y)] funkee mista g tak, Ze pro kagdou dvojici konednych redinych
éisel y, 2y <z plati

T(y) c 8(z), (9
Hkame, Ze je f = g.

‘UkéZeme plednd, Ze je-li f < g, plati (8) pro libovolnou ¥kalu [8,(y)] funkee °
mista f s libovolnou &kilu [T ()] funkee misia g. K tomu cfli zvolme redlns
sisla ¥y, z; tak, ¥e y < g, < 2, < 2. Pondvad# (9) plati i pro dvojici y,, 2,
& pondvadi [S(y)] [Sl(y)] 8 [T(y)], [T1{y)] jsou dvojice ekvivalentnich kal,
mame T'(y,) ¢ 8(z,), T1(y) ¢ (y,), 8(z,) c 8,(z); z toho vychdzi #idany vztah
Tl(y) < 84(2).

druhé dokaZeme, Ze relace = je relaci Sastedného uspomdani v mnoZind
.ﬁ" 4 Jde tedy o to ovéfit axiomy A, B, C, z &, 1. O tom, Ze relace =< splfiuje
axiomy A a C, se presvédiime ]edmym pohledem na definici funkee mista
& na definici relace =. Axiom B také snadno ov&fime, napf. takto: Necht
I}, g, b jsou funkee mista z F , takové, ¥e f < g, g = h. Méme dokézat, Ze potom
if = A BudiZ [S,(y)], resp. [8,(¥)], resp. [Sp(¥)] n&jakd &kala funkce mista f,
resp. g, resp. h. Zvolme libovolng dvé koneéna redlnd &isla g, z, ¥ < z. Mame
dokazat, Ze platf Si(y) ¢ 8,(z). K tomu cfli zvolme ]ei-ité realné &slo x tak, aby
¥ < % < z. ProtoZe predpokladdme f < g, ¢ = A, mame S,(y) c S, (), 8, (a:)
c 8 (z) a odtud ziskdme ji¥ 24dany vztah.

11. DVE ZAKLADNI VLASTNOSTI GASTECNEHO USPORADANT
FUNKCE MISTA-

V tomto 8lanku probereme dvé zakladni vlastnosti ¢dstedného uspoiadani
mnoZiny & ,, zavedeného v p¥edchazejicim $lénku. Prvni z nich je vyjddiena
touto vétou: Kakdd nejvyjde spoletnd mnofina funkel misia 2 F , md v F , sup-
remum & tnfimum.

302




Tuto vétn dokédZeme tim, Ze ke kaidé posloupnosti f,, f,, ... funkof ‘mista
z F , sestrojime dvé funkoe mista ¢, b patifci do F , t&chto v]a.stnostf (m
deflmcl guprema a infima v &l. 2): :

1. g<j¢5k pro i=12,.

2. jsou-li g', &' funkee mista @ 3’ 0 Pro které rovnél plati ¢' = f, = h’

proi=12,...,jeg =gah = k.

Vezméme ]&koukoll 8kédlu [S,(y)] kaZdé z funkef f,i=1,2,... a pro ka¥dé

kone&né #islo redlné y poloime

S = US) » Siy) = ASW).

Z definice sjednoceni, resp. prilnikn somat (viz &L 3) plyne, Ze pro kaZdou dvo-
jici koneénych redlnych &isel y, 2,y <<z plati Sy y)c8,(z)c 4 a Sfy)c
¢ 8,(z) ¢ A. Somata S,(y), resp. S,(y) tvo¥i tedy 8kily na 4. Necht ¢, resp. &
je funkce mista, jeZ je t¥idou 3kdl ekvivalentnich se #kdlou [S,(y)], resp.
[8.()]; g 2 h pati zFejmé do F,. UkdZeme, %o ¢ & k maji vlastnosti 1 a 2.
Ptedné pro kaidou dvojici koneénych redlnych dsel y, z, ¥y << zaproi = 1, 2, .
plati 8(y} c 8,(¥) c 8,(2), Si(y) c Si(y) c 8(2), cot znamend, Ze g = f, S, *
roi =1,2,... Za druhé budiZ [8y()] n&jakd Bkdla funkee mista g’ a [S;(y))
né]aké, Sk4la funkee mista A’ Podle pfedpokladu je pro kaZdou dvojici koned-.
nych reﬁ.lnj’rch Sisel 4, z, 4y < z,aproi = 1,2, ... S,{y) c 8,{2) a Sy(y) c 8,(z),
naéei je také (uvaZme znovu vla.stnostl s]ednoceni a prl'imku somat) - .

U Sily) = 8,(y) c 8p(z)a 8yly) n 8i(e) = Sie), tedy g’ <gah < k'

Nei budeme formulovat dJ:uhou zékl&dni vlastnost $istetného uspotfddéni
mno¥iny & ,, musime zavést pojem jednoduché funkce mista. Skélu [S(y)]
z & ,, v niZ se vyskytuje toliko konedny poédet riznych somat, nazveme jedno-
duchoul?). _ .

Funkei mista f z F, nazveme jednoduchou, je-li f tFidou Ekél = &, ekvi-
valentnich & jednoduchou gkdlou z & 18).

Ctenaf si jistd snadno sdm ové¥ toto tvrzenf: je-li specidlnd soma A ne-
prazdnou mnoZinou, odpovida kaZdé jednoduché funkci mista z &, prostied-
nictvim vztahu {8) z &l. 8 redlnd funkce definovand na 4, n&byva.]tci jen’
konetného podtu hodnot. :

Nyni ji2 miZeme vyslovit druhou zdkladn{ vlastnost nadeho &dsteéného uspo-
fadani mnoZiny & ,.

Ke kaldé funkei mista f z F, existujt v &, posloupnosti jednoduchyeh
funket {g.}2, a {h;}2, takové, Ze )‘ je supremem posloupnosti {g;};2, & mf&mem
posloupnosti {h;}is.

Dikaz této vlastnosti, i kdyZ nenf obti¥ny, zde providét nebudeme.

Obé vlastnosti probﬁ-a.né v tomto &lénku jsou dilefitymi strukturdlnimi
vlastnostmi mnofiny # ,. Ukazuje se toti¥, Ze z hlediska algebraizace nenfi
podstatny samotny pojem funkce mista, nybri skutetnost, Ze # , je dhstednd

17) Bldle [S(y)] £ 54 jo tedy jednoduchd, jestlife existuje konedny poéet konednyoh redlngch
diael
Y Vas v lig : *)
tekovjoh, e plednd pro ¢ 4,4 =1,2,....n,§ = 1,2,..., %, jsou S(y;), S(y;) rizné somata,
a za druhé ke kafdému konetnému mﬂnému afslu y exlstnje mezi Haly (*) 8islo y, tak, de Sy} =

= S(y).
18y Iti‘eneché.vé.m &tendfi, aby si sdm dokézal, #o keidd dkidls jednoduché funkece mista ]e
jednoduchd.
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uspofddanou mnofinou, kterd ma dvé vyse uvedené vlastnosti. (Tomu odpo-
vidd nap¥. okolnost, %o k pojmu funkce mista lze dospdt rozmanitymi zpi-
soby, jak jiZ bylo na zaddtku p¥ipomenuto.) Touto otdzkou se viak zde zaby-
vat nebudeme.

Timto éldinkem uzavirdm druhou ¢4st pojednani o algebraizaci miry a inte-
gralu. V prvnich dvou &dstech jsme si tedy probrali pojem somatu, mérové
funkee a funkce mista. Pomoef téchto pojmi zavedeme v tieti dasti pojem
integralu.

NOVE METODY MERENI DILATACE CASUY)

ZoenEir Horig, Praha

Jednim z hlavnich rysl Einsteinovy teorie relativnosti je poznatek, Ze ¢as
neni veli¢inou absolutni, Ze jeho béh zjiitovany mEfenim zavisf na podminkich,
ve kterych méfeni asu kondme. Zpomaleni chodu hodin se vieobecn® nazyvé
dilalaci dasu a tento jev lze pozorovat za riznych podminek, které 1ze formdl-
né rozdélit do t# skupin:

1. Inercidini dilatace fasu je b&ind zndmsé pod jménem Lorentzova dilatace.
Pozorujeme ji v inercidlnich soustavich (rovnomémé p¥fmodafe se pohybujf-
cfch vzhledem k stdlicim) a jevi se takto: Pozorovatel, ktery srovnadvé daso-
vé idaje £, hodin, kteréd se vzhledem k nému pohybujf rychlosti » atilou co do ve-
likoati i sméru, s 1daji ¢ hodin, které jsou vzhledem k nému v klidu, zjiituje,
fe pohyblivé hodiny jdou pomaleji v poméru

%“ — i =i, (1)

2, Neinercidlni dilatace fasw vinikd v neinercidlnich soustavich (jejich#
pohyb vzhledem k stélicim je nesetrvadny, t). neni rovnomérny pFimodary)
vlivem setrvadnych sil, které podle Einsteinovy teorie jsou skutednymi silami
charakterizovanymi tzv. dynamickym potencidlem y. Zpomaleni chodu hodin
v poli setrvadénych gil proti chodu hodin v inercidlni soustavé (kde y = 0) je

ddno pomérem
i, 2y
T V‘ o @)

Intenzita i ,setrvadného pole”, kterd je podobné jako v gravitatnim poli
rovna sile délené hmotou, tedy rovna zrychleni, sonvis{ 8 dynamickym poten-
cidlem vztahem

i=—grady. 3)
Tak nap¥, v soustavé pohybujfef se vzhledem k stilicim se stalym pifmotarym
zrychlenim a ve sméru o8y x je
. 1 . ay
= = - 2 - — = —_——
Iy =02, & 2at,x ax , i, 2 - (4)
1) Predndéka proslovend pro pobotku JOMF St¥edodesky kraj & pro UDVU v Praze §. kvitna
1981.
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