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POKROKY MATEMATIKY, FYZIKY A ASTRONOMIE
ROENIK X1 — &IsLO 3

MATICE S KLADNYMI PRVKY A KRITICNOST
JADERNEHO REAKTORU

Ivo MAREK, Praha
UvVoD

'V mnoha fyzikdlnich a technickych oborech se pfi feSeni praktickych uloh ¢asto
stdvd, Ze klasické matematické teorie nestadi k feSeni danych uloh a je nutné takové
teorie zobecnit, anebo vytvofit teorie nové. To je jeden ze zpisobu, jak fyzikdlni
a technické obory pfimo ovliviiuji rozvoj nékterych matematickych teorii. Na druhé
strané jsou mnohdy takové nové teorie natolik silné, Ze odpovidaji téZ na né&které
otdzky, které ptivodni iloha neklade a ddvaji tak podnéty k dal$im experimentiim nebo
podrobnéj§im vyzkumiim. Nékteré pivodné fyzikdlné ndzorné pojmy lze dokonce
rigor6zné€ definovat aZ na zdklad€ pfesné matematické teorie. Tim také zase piisobi
matematické teorie zp&tn€ na fyzikdIni a technické obory. V tomto pojedndni se
budeme zabyvat zobecn&nim teorie matic s nezdpornymi prvky, zejména pak zobec-
nénim klasické Perronovy véty o existenci kladné vlastni hodnoty a pfislusného
vlastniho vektoru s kladnymi prvky a jejich disledki. Vyklad budeme ilustrovat
na jedné uloze z teorie jadernych reaktorid. Na této tloze ukdZeme, v jakém smé&ru
je nutné uvedenou teorii zobecnit, aby s jeji pomoci bylo moZné fesit poloZené fyzi-
kdlni problémy. UkdZeme rovnéZz, Ze nové vysledky takto ziskané jsou pfirozenym
zobecnénim zndmych faktl a jsou v souladu s fyzikdlnim ndzorem.

K odvozeni véty obdobné vété Perronov€ pro operdtory operujici v Banachové
prostoru potfebujeme zobecnit pojem kladnosti operdtoru. To se déje pomoci kuZele
v Banachové prostoru, jimZ lze do prostoru zavést ¢dsteéné uspofdddni a nakonec
kladnost. Tohoto osvéd¢eného postupu pouZili autofi Cetnych praci zabyvajicich se
transportem neutroni [1—17].

U ¢&tendfe predpokldddme kromé znalosti klasické teorie matic znalost zdkladnich
pojmii teorie Banachovych prostorii a Hilbertovych prostord, jakoZ i znalost zd-
kladnich definici a tvrzeni z teorie linedrnich operdtorii v Banachové prostoru,
zejména pak kompaktnich (totdln& spojitych) operdtorii; vie v rozsahu prvnich &ty¥
kapitol Lusternikovy a Sobolevovy knihy [18]. Pro pohodli &tendfe jsou potiebnd
fakta uvedena v textu. Formulace fyzikdlniho problému a fyzikdlni interpretace
matematického vySetfovdni snad pomiZe pfibliZit ¢tendfim, af uZ matematikim
¢&i fyzikGim, cil tohoto pojedndni — totiZ ukdzat jeden smér zobecnéni klasické teorie
nezdpornych matic vyvolaného potfebami fyziky. \
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2. ZAKLADNI OKRAJOVA ULOHA REAKTOROVE FYZIKY

Budte G, G, h = 1, ..., p, intervaly definované vztahy

Cnx

G =

Gy G, ={x|R-y=x<R},R=0<R, <...<R,.
h .

]

1

Budeme vySetfovat soustavu diferencidlnich rovnic
d d

(1a) T dj(x) — (%) | + o)(x) ¥x) =
x dx

:kg:laﬁ)(x) Y(x) + lkgzlag{)(x) ¥ (x) + Sy(x)

s okrajovymi podminkami

) [Ere] =0 [ @ ve] <o

x=Rp

(1c) ¥Y{(R, + 0) = (R, — 0),

(14) [""”"i Wf(x)]x=xh_o= [d"(")i i ] '

kde a;, 6%, o0, o; jsou nezdporné funkce spojité v G, zatimco d; jsou spojité v G,

spolu s prvnimi derivacemi d/d, d; a plati p¥i tom

(1e) 0<6%,0=<0, 0, =0+ o

0<d=dx) <D 0=au(x) ),
0<o(x) SV, 0Sa(x) S Ajk=1,..,N.

Funkce d;, 6;, a;, 0 charakterizuji dané prostfedi, v némZ probihaji jaderné reakce
a jsou ziejmé& obecné nespojité v bodech R,. Uvedené funkce zdviseji na n€kterych
parametrech, jako je tfeba sloZeni paliva a podobné. Tuto zavislost pfedpokladdme
zndmou a explicite ji nevyznaCujeme, pouze symbolicky, a to symbolem y, ktery
ve vySe uvedeném piikladé miZe charakterizovat stupeni obohaceni paliva materidlem
s vét§im uCinnym priifezem pro $tépeni vzhledem k danému standardu; y Ize vyjadfo-
vat napf. v procentech.

Celou soustavu rovnic (1) budeme zapisovat symbolicky. K tomu tgelu zavedeme
operdtory L;, By, Cj:

o) L= = | 3 0|+ oo
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s podminkami (1b) — (1d),
(3) By ¥, = o'(x) u(x), Ci ¥y = oP(x) Pil(x) -

Soustavu (1) Ize tedy zapisovat struén& ve tvaru

4) LY = BY + ACY¥Y + S,
kde
Ly O Byys .. Byn
L = , B=|............. ,
0 LN Ble ’ BNN
Cll’ H CIN Tl Sl
C=|..c.ciin... , ¥ = , S=
CNl’ s CNN YJN SN

Poznamenejme, Ze L — vyjadfuje dif(izi a pohlceni, B — rozptyl, € — Stépeni
a S — vngj§i zdroje. Parametr A charakterizuje v ur€itém smyslu stav daného pro-
stfedi. V pfipadg, Ze S £ 0, tedy v pfipadé, jestliZe existuji vnéjsi zdroje, je zfejmé,
Ze reakce budou probihat vZdy, a to alespori s t€émi neutrony, které doddvd zdroj.
Jinak je tomu v pfipadé, kdy vn&jsi zdroje nejsou. Matematicky se takovy piipad
nazyvd vlastnim a uloha nalézt nenulové feSeni ¥, homogenni ulohy, tj. vektoru
¥, a hodnoty 1, tak, aby platila rovnice (4), ilohou na vlastni &isla. Poznamenejme,
Ze nezdaporné feSeni rovnice (4) mad vyznam hustoty neutronového toku.

Podle definice feSenim soustavy (1) neboli rovnice (4) je kaZdd integrovatelnd se
étvercem v G vektor-funkce W, jez md potiebné derivace a jeZ spliiuje podminky
(1b) — (1d). Nagim ukolem je ukdzat, Ze soustava (1) md pfi vhodném 4, > 0 vidy
feSeni a pfi S = 0, Ze existuje 4, > 0 a ¥, takovd, Ze ¥o(x) > 0 pro x € G a plati

(5) LY, = BY, + 1,C¥,

a Ze toto feSeni je aZ na normovaci kladnou konstantu jediné nezdporné feseni tlohy.

Napied uvedeme nékteré vlastnosti zavedenych operdtorii L, B, C. Z podminek
(1b) — (1e) vyplyvd snadno, Ze rovnice LY = 0 m4 jediné fefeni ¥ a ¥(x) = 0 pro
xeG.

Podobné jako v klasickém pfipadé rovnic se spojitymi koeficienty lze dokdzat, Ze
existuje inverzni operator L;l ke kazdému z operdtord L; j = 1,..., N. Operdtor
L;l je integrdlnim operdtorem a jeho jiddrem je Greenova funkce ¥;, pfislusnd.
rovnici (1a) s podminkami (1b) — (1d). Tedy

L;'Y, = f Gi(x, x") ¥(x')dx".
G

Ozna¢me symbolem L,(G) mnoZinu viech tfid integrovatelnych se &tvercem v G

.
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komplexnich funkci, pfiemZ dvé takové funkce li§ici se na mnoZiné Lebesgueovy
miry rovné nule definuji tutéZ tfidu. Pro tfidy budeme pouZivat téhoZ oznadeni jako
pro jednotlivé jejich reprezentanty.

V L,(G) definujeme obvyklym zptisobem skaldrni sougin

©) ¥ @) = f Ux) &) dx

pfiemZ & znali hodnotu komplexng sdruZenou s «. Se skaldrnim soucinem (6) se
L,(G) stane Hilbertovym prostorem, tj. plnym unitirnim prostorem vzhledem
k metrice indukované skaldrnim soucinem (6).

Operdtor L;! je ziejm& definovdn pro viechny prvky prostoru L,(G), zatimco
operdtor L; je definovdn jen na linedlu 9(L;) = L,(G), do n&hoZ patii funkce majici
pottebné derivace v G a spliiujici podminky (1b) — (1d). Operdtory B, C; jsou
definovény pro vSechny prvky prostoru L,(G).

Je-li A n&jaky operdtor zobrazujici jeho definiéni obor Z(A) = L,(G) do L,(G)
a plati-li rovnost

A(@¥ + p®) = oAY + BAY, O, ¥ e P(A), a, p — iisla,

pro libovolné a, B, ®, ¥, pak se A nazyvd linedrnim operdtorem; nemusi byt tedy
spojitym zobrazenim. Ztejmé& vSechny operdtory L;, L; !'B o Cjx jsou linedrni.
Necht
Z = Ly(G) x ... x Ly(G) (N-krdt)

je kartezsky soucin prostorit L,(G) a necht
N

(7) (@, %) =Y (P, ¥ O, ¥ed,
k=1

kde ® = (D, ..., Py), ¥ = (¥y, ..., ¥y). Snadno se zjisti, Ze (7) je skaldrni soudin
v & a Ze prostor 4 je s timto soucinem Hilbertovym prostorem.

3. KLADNOST A JEJI VYZNAM PRO RESENi OPERATOROVYCH ROVNIC

Bud K mnoZina vektor-funkci ¥ € &, jeZ maji tu vlastnost, Ze pro x € G plati
Y(x)20,¥ = (¥, ... Yy)

Pozndmka. Zde jednou ¥; znaéi tfidu, po druhé zase n€kterého reprezentanta
této tfidy. Podle nasi imluvy nebudeme mezi témito pojmy Cinit rozdil.

Prdvé zavedend mnoZina K md tyto vlastnosti:

(o) @ € K, kde @ znagi nulovy prvek,
B)YeK, PecK=® + YeK;
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(Y)YeK,c>0=c¥eK;
B)YeK,¥Y£0= - YEK;
(e) ¥,eK, ¥, > ¥ =¥eK.

MnoZina, jeZ spliiuje pozadavky (o) — (€), se nazyvd kuZelem. Je tedy mnoZina ne-
zdpornych vektor-funkci ¥ € & kuZelem v prostoru Z. Uvedeme jesté jiné ptiklady
kuZelt.

Pfiklad 1. Bud E; I — rozmérny vektorovy prostor, jeho prvky jsou vektory
o soufadnicich (xi, ..., x;). KuZelem v E; je mnoZina vektord s nezdpornymi sou-
fadnicemi.

Pfiklad 2.V E, reprezentovaném komplexni rovninou, tj. &isly tvaru z = g e®,
kde ¢ = 0, — 7 < ¢ < 7, je kuZelem kazdy klin se sttedovym dhlem o < n. KuZe-
lem je tedy kazdd mnoZina komplexnich &isel takovd, Ze do ni patii z = ¢ e'¥, pravé
kdyZ plati bud ¢ = 0, anebo |<p - 90| < a, kde 9, je n€jaké realné Cislo leZici v inter-
valu (—=, ).

Bud nyni Y néjaky Banachiv prostor, tj. linedrni normovany prostor plny vzhle-
dem k normé. To znamend, Ze pro x € Y je definovdno redlné &islo — norma prvku—,
jeZ zna¢ime symbolem |[|x|| a jeZ md tyto vlastnosti:

ux" = 0,= > x = 0, kde 0 znadi nulovy prvek v ¥;
x + y| <
Jex]| = |

Bud K kuZel v prostoru Y. Operdtor T zobrazujici Y do sebe se nazyvd K kladnym,
jestlize Tx e K pro x e K.

Piiklad. Bud Y = E, eukleidovsky prostor, T = (t;) matice s prvky t; > 0.
Ziejmé€ y = Tx md nezdporné prvky, jakmile vektor x md nezdporné prvky. T =
= (t;4), je tedy K—kladny operdtor, jestliZze K je kuZel vektord s nezdpornymi
soufadnicemi.

Vrdtime-li se opét do naseho prostoru Z = Ly(G) x ... x L,(G) a k nafemu
pivodnimu problému, zjistime, Ze pro @; e 9(L;) plati

(LY, ¥ = —J d%[d,.(x)f; Wj(x]mdx =

G

¥ f 4| L v
G dx

- - 4R TR 9]+

=R,
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+ j )

Je-li «(R,) > 0, obdrzime rovnost

2
d ¥(x)| dx.
dx

(®) (L;¥;, ¥;> = d;(R,) L [Z4(R,)|> + j dj(x) di ¥(x) i dx
G X

aj(Rp)

a je-li ay(R,) = 0, pak

) Li¥;, ¥ = J dj(x)

d 2
— Y (x)| dx.
=9

Z formuli (8) a (9) je patrné, Ze
(10) LY, %520,

A A J
pfi¢emz (L;¥;, ¥;> = 0 prdv& kdyZz ¥,(x) = 0 pro x € G, coZ je evidentni zejména
v ptipadg (8), zatimco v ptipadé (9) plyne uvedend rovnost odtud, Ze je-li ¥;(x) =
konst, pak podle (1b) y;(x) = 0 v G. Odtud pak jiZ plyne nezdpornost, vlastn&
kladnost jddra %;:

(11) %(x,x') 20 pro x,x' €G.

O Greenové funkci ¢; je zndmo, Ze tato funkce je spojitd v G x G, takZe operdtor
L;-l je spojitym K-kladnym operdtorem. To, Ze B, C;, jsou K-kladné operdtory, je
evidentni. Bezprostfednim disledkem toho je, Ze operdtory L™' = diag {Lj', ...,
Ly'}, B, C jsou K-kladnymi operdtory v &, pfi¢emz K = K x ... x K.

Spojitost jader ¥; = %(x, x') zaruuje, Z¢ operdtory L;', j=1,...,N, jsou
kompaktni, tj. zobrazuji kazdou ohrani¢enou mnoZinu N; = L,(G) do kompaktni
mnoziny IM = L;I‘)”t. Pro takové operdtory plati zndmé Fredholmovy véty.

(I) Rovnice
(12) ¥ — JAY = @

mad bud prdvé jedno feSeni pro kazdy dany prvek e %, nebo existuje nenulové
(netrividlni) feSeni rovnice

(13) Y - JAY = O.
[I) M4d-li rovnice (13) netrividlni feSeni, pak existuje netrividlni ¥eSeni rovnice
( p j
(14) O* — JA*D* = 0,
kde A* je operdtor sdruZeny s operdtorem A, pfiemZ pocet linedrné nezdvislych
p

feSeni rovnice (13) je roven poctu linedrn& nezdvislych feseni rovnice (14).
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Poznamenejme, Ze adjungovany neboli sdruZeny operdtor A* je definovan vztahy
(¥, A*®) = (AY,®) pro ¥ eP(A),®e 2(A¥).

(III) Rovnice (12) md feSeni, pravé kdyZ (x, ®*) = O pro kazdé feseni ®*rovnice
(14).

Tyto Fredholmovy véty jsou zobecnénim zndmych vét o feSitelnosti soustavy
linedrnich algebraickych rovnic s matici A = (a;), kde A* adjungovand matice je
tvofena prvky aj, = ay;.

Ponévad? mdme na mysli kone¢né rozmérny prostor E;, hleddme analogii okruhu
¢tvercovych matic daného stupné. Pro Banachiiv prostor Y obdrZime prostor [Y]
ohranicenych linedrnich zobrazeni prostoru Y do sebe s normou

[T = sup [T

) =1
Ziejmé kazdy Hilbertlv prostor je téZ Banachovym prostorem, zavedeme-li normu

vyrazem ||'¥| = (¥, ¥)'2
D4 se ukdzat, Ze pro kazdy operdtor T e [ Y] existuje limita

lim [T = HT).

Cislo r (T) se nazyva spektrdinim polomérem operdtoru Te[Y].
Déle uvedeme jedno lemma velmi dobfe zndmé v pfipadé matic.

Lemma 1: Je-li Te[Y] a r(T) < 1, pak existuje operdtor (I — T)™"' a v normé&
prostoru [ Y] plati vyjddfeni

1-T =37,
V]
pricemz (I — T) ' e[Y]
Tohoto lemmatu pouZijeme ke konstrukci operdtoru (L — B)™! za pfedpokladu,

ze r(L™'B) < 1. Tento pfedpoklad je splnén diky vlastnostem jadernych veli¢in

d;, 0;, 6, %; a je splnén ve viech pfipadech, kdy rovnice (1) popisuji hustotu neutro-

nového toku v jaderném reaktoru.
Lemma 2: Pfedpoklddejme, 7e r(L™'B) < 1, pak existuje operdtor (L — B)™",
plati vyjadfeni

(15) (L-—B) ! = i(L“B)"L“

a operdtor (L — B)~! je kompaktni.
Dukaz. Z rovnosti
L-(L-B)!=—L'B(L—-B)",
(L-B)"' =[lI - L'B]"'L"!
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plyne podle lemmatu 1, Ze
(L=B)y ' =Y (L 'ByfL™".
k=0

Kompaktnost operdtoru (L — B)™! plyne odtud, Ze sou¢in kompaktniho operdtoru
a operdtoru ohrani¢eného je operdtor kompaktni.
Jak zndmo, v E, plati

Lemma 3’. Nezdpornd matice T = (t,), pro niz r(T) > 0, md alespoti jedno
kladné vlastni ¢islo p, a jemu pfislusi alespoii jeden vlastni vektor ¢, s nezdpornymi
soufadnicemi.

Obdobou v nekonecnérozmérném prostoru Y je ndsledujici lemma.

Lemma 3. K-kladny kompaktni operdtor Te[Y], pro n&z r(T) > 0, md
alesponi jedno kladné vlastni ¢islo a tomuto vlastnimu &islu pfislusi alespoii jeden
vlastni vektor ¥, € K.

Zatimco v konednérozmérném prostoru E, md kazdy K-kladny operdtor T vidy
alespoti jeden nezdporny vlastni vektor, obdobnd véta v nekoneénérozmérnych
prostorech neplati ani za predpokladu, Ze vySetfovany operdtor je kompaktni.
Piikladem muiZe byt v prostoru C(<0, 1)) spojitych funkci na intervalu 0, 1> Volter-
riv integrdlni operdtor V urdeny jddrem v spojitym na <0, 1> x <0, 1> a takovym,
Ze

’

v(x,x) >0 pro x>x
v(x,x)=0 pro x<x’,
O =V¥ = J o(x, x')¥(x") dx .

0

Je zndmo, Ze r(V) = 0 a bod A = 0 neni vlastni hodnotou operédtoru V.

V kone¢nérozmérnych prostorech plati dileZitd Perronova véta.

Véta 1’. Jsou-li viechny prvky matice T typu I x [ kladné, existuje kladnd vlastni
hodnota u, a ji pfislusi vlastni vektor ¢, s vesmés kladnymi soufadnicemi. Kromé&
vektort tvaru c®,, kde ¢ > 0, neexistuje Zddny jiny nezaporny vlastni vektor matice
T. Pro ostatni vlastni hodnoty 4 + p, matice T plati nerovnost

(16) 4] < to -

Takova véta, jakou je véta 1’, by se hodila pro feseni nasi tlohy z reaktorové
fyziky, nebot z fyzikdiniho vyznamu veli€iny ¥, je patrné, Ze tato veli¢ina musi byt
nezapornou vektor-funkci a Ze je uréena jednoznacné aZ na normovaci faktor, ktery
je do zna¢né miry nepodstatny. K odvozeni takové véty v nekonenérozmérném
prostoru je vS§ak zapotfebi zobecnit pojem matice s kladnymi prvky. Toto zobecnéni
se dd provést n€kolika zplisoby. Zde uvedeme jednu celkem pfirozenou mozZnost.
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Definice. K-kladny operitor Te[Y] se nazyvd uy-kladnym operdtorem,
jestliZe existuje vektor u, € K, [|uo| = 1, takovy, Ze pro kazdy vektor ® € K, @ #* O,
existuji kladnd &isla « = «(®), B = B(®) a pfirozené &islo p = p(®) tak, Ze plati
vztahy

(17) auy < TP® < fu,,

pfi¢emZ symbol ® < ¥ nebo ¥ > ® znadi, Ze ¥ — ® e K; tedy ¥(x) — &(x) =
pro x € G, jestlize Y = L,(G).

Véta 1. Kompaktni uy-kladny operdtor T € [Y] md kladny spektralni polomer
r(T). Existuje kladnd vlastni hodnota u, operdtoru ¥ a ji pfislusi vlastni vektor
¥, € K, takZe plati rovnost

TTO = Ho WO s
pfi¢emZ nerovnost
Ml < Hlo

plati pro kazdou jinou vlastni hodnotu operdtoru T rtznou od p,. Kromé& vektor
tvaru c¥,, kde ¢ > 0, v kuZeli K jiné vlastni vektory operdtoru nelez.

Pozndmka. Tato véta je zobecnénim Perronovy véty o maticich s kladnymi
prvky. Prvek u,, o némZ hovoii véta 1, lze v prostoru E; volit tieba takto u, =
= (¢, ...,¢), kde ¢ je vhodnd kladnd konstanta. Ostatni podminky véty 1 jsou
splnény, nebot v koneénérozmérném prostoru je kaZzdy linedrni operdtor kompaktni
a ug-kladnost operdtoru daného matici s kladnymi prvky, kde u, = (c, e €), JE
ziejmad.

Véta 1 je kli¢em k feSeni problému existence kladného feseni homogenni soustavy
rovnic (1). Stagi toti? dokdzat, Ze operdtor (L — B)™'C je kompaktni a uy-kladny
pfi vhodném u, € K. To se vSak pfimo dd provést jen t&Zko. Postupujeme proto
trochu jinak. Snadno zjistime, Ze operdtor C(L — B)™! je vo-kladny, kde v, =
= [C(L — B)™'J’IL, s je vhodné pfirozené &islo a I oznaCuje vektor-funkci, jejiz
vechny soufadnice jsou rovny funkci identicky rovné jedné. Kompaktnost operd-
toru C(L — B)™! plyne podobné jako kompaktnost operdtoru (L — B)™! z lemmat
1 a 2. Podle véty 1 existuje vlastni vektor ¢, € K a vlastni hodnota u, > 0 tak, Ze
plati vztahy

C(L — B)™'®y = poPo, Bp + 0
|4| < mo, 4 * po, A — vlastni hodnota C(L — B)~*

Snadno lze dokdzat, 7e je-li vektor @ vlastnim vektorem operdtoru C(L — B)™*
pfisludny nenulové vlastni hodnot¢ A, pak vektor ¥ = (L — B)™'® je vlastnim
vektorem operétoru (L — B)™'C pfislusnym téZe hodnot& 1 a naopak.

Nyni jiZ okamZité obdrZime existenéni vétu.

V&ta 2. Soustava diferencidlnich rovnic (1) s okrajovymi podminkami (1b)
a s podminkami na rozhrani pasem (1c), (1d) md pro S(x) = 0,j = 1, ..., N, nenu-
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lové feSeni ¥, jez je kladné v G a jeZ pfisludi kladné charakteristické hodnot& 1, =
= po . Krom& feseni c¥,, kde ¢ > 0, soustava (1) nemd jind vlastni nezdpornd
feseni. Hodnota 4, m4 tu vlastnost, Ze nerovnost

12| > 4

plati pro kaZdou charakteristickou hodnotu 4 % 4, soustavy (1).

Podminky feitelnosti nehomogenni soustavy (1), tj. soustavy (1) s S,(x) %0
alespoii pro jeden index j, obdrZime jako piimé dusledky vlastnosti (I) — (III) ply-
nouci z kompaktnosti operdtoru (L — B)™!C. Nebudeme je v tomto pojedndni
uvadét, nebot nemaji bezprostifedni vztah k Perronové vété.

4. KRITICNOST JADERNEHO REAKTORU

Vime jiz, Ze vektor-funkce ¥, €K, jejiz existenci jsme dokdzali v pfedchozim
odstavci, md vyznam hustoty neutronového toku. Zminéné existenéni tvrzeni zaru-
Cuje, Ze veli¢ina ¥, jeZ je definovdna jakoZto pocet neutroni dané rychlosti v daném
jednotkovém objemu, je kladnd, coZ je z fyzikdlniho hlediska vcelku ziejmé. Vidéli
jsme rovnéz, Ze zminénd jiz kladnost spolu s kompaktnosti operdtoru (L — B)™'C za-
rucuje existenci kladné charakteristické hodnoty 4,. Vzhledem k platnosti nerovnosti
]/‘.l > Jo pro libovolnou jinou charakteristickou hodnotu vySetfovaného systému
rovnic nazyvd se hodnota dominantni charakteristickou hodnotou soustav (1).

UkdZzeme, jak hodnota A, souvisi s pojmem kriti¢nost. Intuitivné feCeno, kri-
tickym se nazyvd reaktor tehdy, kdyZ pfi jadernych reakcich v ném vznika pravé
tolik neutront dané rychlosti, kolik se jich pohlti a kolik jich unikne.

Rikame, Ze jaderny reaktor je kriticky neboli Ze je v kritickém stavu, jestlize odpo-
vidajici dominantni charakteristickd hodnota 4, je rovna jedné. V pfipadég, Ze 1, <
< 1, respektive A, > 1, nazyva se reaktor nadkritickym, respektive podkritickym.

Existuje nékolik moZnosti, jak dosdhnout kritiénosti reaktoru. Nasledujici tivahu
1ze provést pro libovolny zpiisob sestrojovani kritického stavu reaktoru. Ndzorné€ si
budeme vSe ilustrovat na pfikladé, kdy kritiénosti dosahujeme obohacovdanim nebo
ochuzovdnim §tépitelného materidlu litkami s v&tSim ¢i menSim uCinnym prafezem
pro Stépeni. Je zfejmé, Ze ¢im bude v daném objemu Vol G vice §tépitelného mate-
ridlu, tim vice neutron® vznikne na jednu absorpci. Stupeii obohaceni budeme vyja-
diovat parametrem y. Mirou obohaceni bude tfeba procentovy obsah §tépitelnéjsiho
izotopu ve smési, jiZ je prostfedi vyplnéno. Z toho, co jsme dosud uvedli, 1ze oéeka-
vat, zZe proy’ >y je A(y") < Ay(y); jinymi slovy, pfi zm&n&ném obohaceni (eventudlni
dal§i parametry zistdvaji beze zmény) se méni kriti€nost monotonng. Tato hypotéza
se projevuje jako sprdvnd; jeji platnost dokdZeme pomoci uvedeného jiZ apardtu
K-kladnych operdtorii. ReSeni problému existence a jednoznaénosti kritického
parametru vede k zajimavému tvrzeni o monotonni zdvislosti dominantni charakte-
ristické hodnoty na uvedeném parametru. Vime jiZ, Ze k danému reaktoru je pfifa-
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zena soustava (1) neboli operdtor (L — B)~'C. Abychom vyznaili zdvislost na
stupni obohaceni, piseme [(L — B)™!C](y), coZ odpovidd stavu, kdy koeficienty
soustavy (1) zdviseji (a to Zndmym zptisobem) na y, 0 < y < + co0. DokdZeme, Ze
je-li " >y, pak pro piislu§né dominantni charakteristické hodnoty plati ostrd
nerovnost

(18) Ao(?) > Ao(y') -

Je zfejmé, Ze za predpokladu spojitosti funkce Ao = Ao(y) platnost nerovnosti
(18) implikuje jednoznacnost kritického parametru. Nutnou a postacujici podminkou
existence kritického parametru je platnost nerovnosti

j-o(}’) =1

alespofi pro jednu hodnotu y. Spojitost funkce 1, = 4,(y) je disledkem spojitosti
operitor-funkce @ = [(L — B)™'C] (y). Spojitost operator-funkce T = T(g) v bod&
0 € (0, o) je definovdna jako obvykle.

Definice. Rekneme, 7e operdtor-funkce T = T(p) je spojitd v bod& g, € (0, w0),
jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje 6 > 0O tak, Ze pro |g - QOI < ¢ plati nerovnost
[T(e) — T(eo)| < & Je-li T spojitd v kaZdém bod& ¢ € (0,+ o0), pak fikdme, ze T
je spojitd v (0, + o).

Poznamenejme, Ze spojitost operdtor-funkce @ = [(L — B)™'C](y) v (0, + o)
je fyzikdlné zfejmd a dd se pomérné snadno dokdzat. Stadi proto k diikkazu jedno-
znagnosti kritického parametru zarucit monotonii funkce 1, = Ao(y). K tomu
pouZijeme ndsledujici véty.

Vé&ta 3. Pfedpoklddejme, Ze 1. operdtor-funkce T = T(g)je pro kazdé ¢ € (0, + o)
uo-kladnym kompaktnim operdtorem (u, — nezdvisi na Q). 2. Operator-funkce
T = T(e) je spojitd v (0, + 00) a spojitd zprava v ¢ = 0. 3. Vztah

(19) [T(") — T@]¥ > e, ) ¥,

kde (g, 0') > 0 pro ¢’ > ¢, plati pro kazdy vektor ¥ € K takovy, Ze existuje v =
= v(\V) tak, Ze ¥ > vu,.
Za téchto predpokladi je funkce A, = Ao(e) spojitd a klesajici v intervalu (0, + co).
Poznamejme, Ze platnost vztahu (19) pro operdtor-funkci @ = [(L — B)™!C]
(y) plyne z relaci

a(x,v) £ ai(x, 7), 65(x, v) 2 6RAx. v),
dfx, ) £ d(x,7), 6%(x,7) > a'(x,7)
pro y' > 7.

Odtud jiZ plyne feSeni tlohy nalézt kriticky parametr reaktoru, nebot z uvedeného
obdrZime nutné a postacujici podminky jeho existence a jednoznaénosti. K existenci
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a jednoznacnosti kritického parametru y, jaderného reaktoru je nutné a stadi, aby
pro totdlni obohaceni, tj. pro palivo, jehoZ obohaceni je charakterizovdno para-
metrem y = 0, bylo 1,(0) < 1.

5. METODA ITERACE ZDROJE

Jesté ukdZeme, jak lze dokdzanych faktd vyuZit pro numericky vypocet kritického
parametru. Zminime se zejména o tak zvané metod¢ ,,iterace zdroje*‘. Tato metoda je,
fekli bychom, matematickym modelem fyzikdlnich procest, jeZ jsou popisovdny
vySetfovanymi rovnicemi. Rozhodujicim pro konvergenci této metody je dominant-
nost charakteristické hodnoty 4,. Situace je zde takovd jako v pfipad€ matice s klad-
nymi prvky.

Bud T K —kladny operator v I—rozmérném prostoru E,. Podle Perronovy véty
existuje u, tak, Ze vSechny kofeny charakteristického polynomu matice pfislusné
operdtoru T jsou v absolutni hodnoté mensi neZ u,. Dd se dokdzat, Ze posloupnost
{uo"T"} konverguje v normé& prostoru [E;] k operdtoru Pe [E,] a plati rovnost

1oPY = TPY, P¥ + 0,

a to pro kazdy vektor ¥ =+ O majici nezdporné soufadnice.

Podobné tvrzeni plati i v pfipadé u,-kladného kompaktniho operdtoru v neko-
ne¢nérozmérném prostoru, a tedy téZ v pfipadé jaderného reaktoru, tj. jde-li o ope-
ritor T = (L — B)™!C v prostoru & = Ly(G) x ... x Ly(G):

(20) BT > P, Pe[Z], =1,
HP¥Y = TPY,PY 0 pro¥eK, ¥ +90.

Pro vypo&et metodou iterace zdroje zvolme ,,vychozi zdroj*
\I,(()) GK, \Il(o) = (T()l, ceey 'I-]ON), [CjklPOk] (x) $ 0 IS
a naleznéme vektor-funkci ¥*), pro niz

Ly® — B = CY¥, .
Dile pak poloZme :
Yoy = AP,
kde
/1(1) — y;(lP(O)) ,
Z(2)

pficemz y}, z{ jsou kladné linedrni funkciondly, tj. funkciondly, pro n&Z y;(¥) =
= 0, zj(¥) 2 0 pro ¥ € K. Vektor-funkci ¥, povaZujeme za zdroj nové generace
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neutrond a tak postupujeme ddle
(n+1) (n+1)
Ly« — BY"TY = Q¥ ,
\P(H 1) = l(n)ly("ﬂ) >

_ In(¥w)
m z"'(lIJ(n+l))'

Zde y,, z, jsou kladné linedrni funkciondly takové, Ze pro ¥ e &

lim yy(¥) = lim 7(¥) = y'(¥),

n— o n— oo

kde y' je n&jaky kladny linedrni funkciondl.
Je vidét, Ze v pfipadg zy(¥) = y(¥) = ¥ (¥), y'(¥(0)) = 1 je n-té pfibliZeni

Y (¥0) on
m = ( (((,),;_) T"¥ )
y(¥)

iteraci stupn& n operdtoru T = (L — B)™'C uZitou na prvek ¥, Odtud dostala
tato metoda svilj ndzev.

Konvergence metody plyne z relaci (20)

= y’(\P(O)) ).'(',T"‘P(o) - ): (\P(O)) P\P(O) =¥,
y'(¥™) Y (P¥))
_ YV (AT¥q0) V' (P¥q) _
(n) — 1(nn+1 - ' =4
YT ¥ ) Y'(TP¥,)

K urdeni kritického parametru y, pouZijeme monotonie funkce Ay = Ao(y). Mdme-li
spotenu hodnotu Ay(y) a plati-li na pfiklad nerovnost Ao(y) > 1, zvolime y' > y
a potitdime odpovidajici A(y’). Je-li op&t A4(y") > 1, pak postup opakujeme. Je-li
Z0(y") < 1, stanovime metodou regula falsi dal§i hodnotu y”. Tu je bud Ao(y") > 1,
nebo i4(y") < 1. Ddle pak jiz postupujeme jako obvykle, aZ dosp&jeme k hledané
hodnot& y,, pro niz Ao(y,) = 1. Vyhodou iteraci je, Ze vzhledem k tomu, %e ® =
= [(L — B)™'C] (y) zdvisi na y slabg, li§i se vlastni vektor Yo(y) od ¥o(y’) jen ne-
patrng, takZe pfi zmén& parametru y neni nutné pocitat celou posloupnost {‘P(,,)(y)}
vidy znovu, ale nékolika madlo iteracemi poopravit vlastni vektor obdrZeny pro
pfedchozi hodnotu parametru. Pfi hleddni kritické hodnoty je vhodné kombinovat
iterace se zménami parametru metodou regula falsi.
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RENTGENOGRAFICKE STUDIUM RADIACNIHO
POSKOZENI KOVU

FRANTIEK VOLF, ReZ

UvoD

Bombardovdni kovi rychlymi ¢asticemi vytvdii bodové poruchy, z nichZz mohou
za vhodnych podminek vznikat téZ slozitéjsi Gtvary, napf. divakance, dislokaéni
smycky, trojrozmérné shluky apod. Mnohé z téchto defektli se mohou zachovat,
jestlize kov md dostateéné nizkou teplotu. VétSina z nich md tak malé rozméry, Ze
pfimé pozorovani je velmi obtizné nebo vibec nemoiné, avsak jejich studium je
umoZnéno skutecnosti, Ze pfitomnost poruch v kovech ovliviiuje fadu fyzikdlnich
vlastnosti.

Na difrakci rentgenovych paprskii se miiZze radiani poSkozeni mfizky kovu proje-
vit ndsledujicim zptsobem:

1. Zméni se Braggovy reflexni uhly, nastane posuv difrak¢nich car.
2. Vznikne zdfeni rozptylené difizné mimo Braggovy reflexe.
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