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S. I. ZETĚL 

KONSTRUKCE NĚKTERÝCH VZORCŮ 
A POSLOUPNOSTI*) 

V článku se ukazuje, jak opakovaným užitím jedné základní konstrukce lze elemen
tárními prostředky (pravítkem a kružítkem) konstruovat konečné posloupnosti úseček, 
případně jejich součty a limity těchto součtů, to jest součty nekonečných číselných řad 
Zpracováni uvedeného thematu v tomto článku představuje jednu z možnosti, jak přispět 
.k názornějšímu způsobu vyučováni partie o posloupnostech a o nekonečných číselných 
řadách na našich jedenáctiletkách. V každém případě lze tohoto materiálu využít pro 
práci studentského matematického kroužku na jedenáctiletce. 

Ve výkladu článku budeme pod názvem konstrukce" rozumět konstrukci pomoci 
pravítka a kružítka. Pod názvem „posloupnost" budeme rozumět konečnou posloupnost 
na rozdíl od vžitého významu tohoto terminu, kterým v analysi .rozumíme vždy ne
konečnou posloupnost. 

Koncepce celého článku je založena na konstrukci úsečky délky 

ob 

a + b ' 
jsou-li dány úsečky délek a a b. Popišme a pak dokažme tuto konstrukci (viz obr. 1): 
Narýsujeme úhel 120° s vrcholem O. Na jedno jeho rameno naneseme úsečku OÁ == o> 
na druhé rameno pak úsečku OB = b. Spojnice AB protne osu daného úhlu BOA 
{která tedy svírá s jeho stranami úhly 60°) v bodě Aí, jehož, vzdálenost od vrcholu O 

ob 
•dává již hledanou délku OM = -—=—. 

a + b 
Důkaz. Vzhledem k tomu, že obsah trojúhelníka OAB je roven součtu obsahů troj-

líhelníků OAM a OMB, platí tato rovnice (délku OM jsme si na okamžik označili znakem 
*): 

-i- ob. sin 1?0° = — ax. sin 60° + \ bx. sin 60°. 
£Š JL .w 

Odtud již plyne 

*-°*—ÏTЇ- (1) 

a 
Důsledek. Je-li b == a, plyne ze vzorce (1): x = -5-. ; 

a a 
je-li b = — , plyne ze vzorce (1): x = — ; 

a a 
je-li b = — , plyne ze vzorce (1): x = — ; 

*) S. I. Zetčl, Postrojenije nekótových formu! i posledovatilnpstij, Mat. V Škole, č. 3, 1955. 
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S. I. ZETÉL 

je-li b = — , plyne ze vzorce (1): x 
n n+1 

Na základě tohoto důsledku můžeme již snadno řešit tuto úlohu: 

Úloha 1. K dané úsečce délky a máme sestrojit úsečky délek 

— , — , — , . . . , — ( » přirozené číslo). 

Řešení. Sestrojme kružnici se středem O a s poloměrem OA1 = a (viz obr. 2). Se
strojme vrcholy Aly A2y... yAe pravidelného šestiúhelníka vepsaného této kružnici. 
Sestrojme dále průměry AXA^ Á2Asy A3A9 této kružnice. Narýsujme spojnici AXAU 

která protíná úsečku OA2 v bodě X2. Délka OX2= — . Spojnice X^ protne úsečku 

OA3 v bodě X& pro který OXs = — . Podobně sestrojíme bod Xéy pro který OXé = 

= — , a tak můžeme pokračovat dále. Z uvedeného je již patrný obecný postup pra 

konstrukci úsečky OXn+\ 

bodu Xn. 
n + l 

, kdy bod Xn+\ konstruujeme na základě znalosti 

Užitím výsledku této úlohy můžeme nyní snadno řešit úlohu: 

Úloha 2. K dané úsečce délky a máme sestrojit úsečky délek 

a 

тъ 2 - 3 ' 3 - 4 ' V ' " «•(» + . ) ' 

dále jejich součet a limitu tohoto součtu pro n -* oo. 

(2) 

a «1 Řešení. Sestrojme opět známým způsobem délky — , — , — , . . . , — , - — - , 

to jest body X2yX^X^...,XnyXn+\ (viz obr. 2). Na úsečce OA2 sestrojme body 
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KONSTRUKCE NĚKTERÝCH VZORCŮ A POSLOUPNOST! 

X# X» ...,XkyX'n+\ přenesením délek OXz, OX„ ..., O.X„+i. Platí tedy OX'z = 
= OX» OX'é = OXé, OXn = OXn, OXn+\ = OXn+\. Pro délky jednotíivých úseků na 
OA2 dostáváme: 

a 1 
AX2 = a - — 2 1-2 ' 

y y _ -
"»"»~ 2 3 ~ 2-3 ' 

a Yf ~~' 

" S " J ~ 1 ~ ~ T T ' 

a XnXn+\ = — —— 
n n+ì n-(n + l) 

Pro součet Sn těchto úseček platí: 

Sn = A2X2 + X2X$ + XSX^+ . . . + XnXn+\ = A2Xn+\ = a —— 

n + 1 

Limitujeme-li nyní Sn pro H-* 00, dostaneme: 
a lim Sn = a — lim 

n + l 

Máme zde názornou ilustraci součtu nekonečné řady (pro a = 1): 

• + • + »+... + __________+..._,. 
1-2 ' 2 - 3 ' 3-4 ' ' n-(n + l) 

Dále můžeme řešit tuto úlohu: 

Úloha 3. Určeme obsahy Ply P& ..., P„ trojúhelníků -̂OJT-j, -YgO-Y,, XzOXA, ...y 

XnOXn+\ podle Obr. 2. Stanovme dále součet Sn těchto obsahů a jeho limitu pro /z -• oo_ 

Řešeni. Obsahy uvedených trojúhelníků jsou: 

a21/3" 1 
~_ = 

~_ = 

~ , = 

4 1-2 ' 

• a * } - " 1 
4 2 - 3 ' 

aа ~~ 1 

Pn = 

_ 3 - 4 ' 

a-yГ 1 
n • (n + 1) * 
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S. I. ZBTĚL 

Součet Sn těchto obsahů je roven 

• _ *2v3 / - , _ L _ , _ J _ , , - \ _ 
'" ~ 4 \ 1 • 2 "*" 2 - 3 "̂  3-4 -Í---1- „-(» + l)/-

«2f3- /- L_\ 
-—r~ \ « + -/• Ximita tohoto součtu bude pak zřejmě: 

s = lims„ = - ^ L ^ -
„_->CO 4 

Řešme dále tuto úlohu; 
Úloha 4. Máme sestrojit úsečky délek 

a a a 
l - 2 - 3 * 2 - 3 - 4 ' 3 - 4 - 5 'mmm' n • (n + l) • (n + 2) * 

•dále máme íirat součet 5 n a limitu tohoto součtu pro n -> oo. 

Řešení. Podle výsledků 2. úlohy (viz obr. 2) platí zřejmě tyto vztahy: 

l , l / a a \ a 
2{OX*~X*X*) = ^\T^2~~2^) = 1-2-3 • 

-j-{XkXk+x -XÍ+iXn+2) - --- ( n . ( n
a

+ l ) - ( n + l )
a

( w + 2 ) ) ~ 

j i-(» + l ) - ( i i " + 2 ) # 

:Součet délek těchto úseček bude 

a a 
Sn = , n „ + -zs-r + • • • + l - 2 - 3 ' 2-3-4 ' ' n-(» + l)-(» + 2) 

-= - i - (QX,-« + iX .+2) = - | - ( T T " - (« + l)-(» + 2) ) ' 

Ximita tohoto součtu pak je rovna. 

« -. « 0 l tf 
5=^=T-TT- = T-

Tímto způsobem jsme geometricky ilustrovali součet nekonečné řady (pro a = l ) : 

' + • +:. +_4_+... '. 
l - 2 - З ' 2 - 3 - 4 ' ••' ' я-(я + l)-(я + 2) ' 4 
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KONSTRUKCE NĚKTERÝCH VZORCŮ A POSLOUPNOST! 

ab 
Konstrukce úsečky a jejího opakování podle příslušného schématu lze užít 

i e konstrukci i některých jiných posloupností úseček, jak ukážeme v dalších úlohách. 
Úloha 5. Máme sestrojit úsečky délek 

ab ab ab 
a + b ' a + 2b ' a + 3b 

pro dané úsečky 0, b. 
Řešeni. Sestrojme dvě soustředné kruž

nice se společným středem O a s poloměry 
OA± = a, OBx = b (viz obr. 5, kde bylo zvo
leno a > b). Na první kružnici vyznačme 
opět bodyA^ A& - • • ,A9> vrcholy pravidel
ného šestiúhelníka. Sestrojme dále průměry 

-AxAly A2A^ A3AB této kružnice a jejich 
průsečíky B19 B2y..., B9 s druhou kružnici. 
Hledané úsečky budeme postupně konstru
ovat takto: Sestrojíme spojnici AXB& která 
-protne úsečku OA2 v bodě X& pro který platí: 

ab 
a + ńb (3) 

шr a = 
ab 

a + b 
Obr, 3 

-Spojnice AtXt protíná úsečím OAa v bodě X& pro který platí: 

a8 -b ox3 = £5*'OA' ab 

OXг + OAt <-+'>-(TÍT*H 
a + 2b 

«což je druhý člen posloupnosti (3). Sestrojme dále spojnici A^XS a její průsečík XA s úseč
kou OAA. Zřejmě platí: 

oxt=
 ox>OA> ab 

OXг + OAь <«+2'>-(-TFírH 
a + Ъb ' 

<ož je třetí člen posloupnosti (3). Obecně pak sestrojíme úsečku OXn+\ takto: Předpoklá-
•— ab 

dáme, že jsme již sestrojili bod Xn, takže úsečka OXn = — — -̂ -j- . Spojíme 

bod Xn s odpovídajícím vrcholem šestiúhelníka AXA2. 
Příslušná úsečka bude již r 

ř& OXna 
OXn+\ = 

в- ьu 

a + (n—l)b 
.At a najdeme bod Xn+i. 

ab 

OXn+Al |a^(я-l)»]|- ab 
+ a\ 

a + nb 
a + ( n - h l ) i 

Povšimněme si toho, že řešeni prvé úlohy je zvláštním případem řešení této úlohy. 
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Ú l o h a 6. K daným úsečkám ay b máme sestrojit úsečky délek 

ob2 ob2 aB2 

(a + b)-(a + 2b) ' (a + 2b) • (a + 3b) ' ' ' ' ' [a + (n — l)b] • (a + nb) ' 

dále máme určit jejich součet a limitu tohoto součtu. 

Řešení . Užijeme řešení předešlé úlohy (viz obr. 3). Na úsečce OA2 sestrojíme bodjr 
X'Sy X'v..., Xky Xk+\ přenesením délek 0_Y3, OXA9..., OXn> OXn+\. Určeme nyní 
postupně vzájemné vzdálenosti těchto bodů: 

y-y, _ ab ab aP 
2 3 ~ a+b a + 2b ~ (a + b)-(a + 2b) ' 

ab ab ab2 

x$xé a + 2b a + Ъb (a+2b)-(a + ЗЬ) ' 

XkXn+\ = 
àb ab ab2 

a + (n—\)b a + bn [a + (n— \)b] • (a + nb) 

Sečtením těchto délek pak dostaneme 

&i — X2X'Ъ + XSX'Ł + . . . + XkXk+x = OX2 — OXk+i = 

ab ab 

a + b a + nb 

Limita tohoto součtu je zřejmě 

ab 

ab' \ a + b a + tib ) ' 

s = lims„ = —-
„_*_ a + b 

Máme zde tedy ilustraci součtu nekonečné konvergentní číselné řady 

ab2 . ab2 _ ab 
(a + b)-(a + 2b) ' (a + 2b) • (a+ 3b) * '" a + b 

Ve zvláštním případě pro b = a dostaneme po úpravě 

• + • +.'..+__>___+..._ • 
2 • 3 ' 3 • 4 * "" ' II • (» + 1) ' 2 

Dále pro a — 2, b = 3 máme 

• + • _ + • + . . . _ . > 
5 - 8 ' 8- 11 ' 11-14 ' 15. 

odkud plyne tento odhad: 

-— + —- + —- + ...<—. 
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KONSTRUKCE NĚKTERÝCH VZORCŮ A POSLOUPNOSTI 

V další úloze uvedeme konstrukci, pomocí níž budeme moci konstruovat další po
sloupnosti úseček. 

Úloha 7. Pro dané úsečky a, 6, c máme sestrojit úsečku délky 
abc 

ab + ac + bc 
Řešení. Na ramena úhlu 120° a 180° se společným vrcholem O naneseme postupně 

délky OA = a, OB = fc, OC = c (viz obr. 4). Sestrojíme spojnici AB a její průsečík M 
s osou úhlu BOA. Jak známo, bude 

oAf = _ ^ - . 
a + b 

.Sestrojíme-li dále průsečík N spojnice CM s úsečkou OB, bude délka 
_ab 

c m = Ш— 
OM + c 

a+b 
ab 

+ c 

abc 

ab + ac + bc 

a+b 
Tím je úloha rozřešena. 

Opakováním této konstrukce můžeme nyní řešit tuto úlohu: 
Úloha 8. K daným třem úsečkám a, 6, c máme sestrojit n úseček o délkách • 

abc abc abc 
ab +ac + bc ' 2 ab + ac + bc ' " * * nab + ac + bc ' 

Řešení. Narýsujeme tři knižnice se společným středem O, mající poloměry OAx -= a., 
O ^ = by OCx = c (viž obr. 5, kde bylo zvoleno a^>b^> c). Sestrojíme opět vrcholy 

AUA&... ,Ae pravidelného šestiúhelníka vepsaného kružnici první, a s nimi stejno
lehlé vrcholy Bu _B2,..., .B6 a Cx, C 2 , . . . , C6. šestiúhelníků vepsaných do obou zbý
vajících kružnic. Podle postupu předchozí úlohy sestrojíme nyní spojnici AXBZ a její 
průsečík X2 s úsečkou OA2. Dále sestrojíme spojnici X2CA a její průsečík Xz s úsečkou 
OA3. Pro délku Óxl platí podle předešlého 

abc 
ox3= °° 
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Dále sestrojíme spojnici X3C5 a její průsečík Xé s úsečkou 0/44, takže bude: 

abc2 abc 
OXt = 

(ab + ac + < abc 
\ab + ac + bc 

Spojnice XACe dává bod X5, takže 
+ -

2ab + ac + bc 

OX5 = 
abc 

3ab + ac + bc 

Tímto způsobem nakonec též sestrojíme úsečku 

abc 
OXn+2 = 

nab + ac-\- bc 

Obdobně bychom mohli postupovat dále při konstrukci složitějších vzorců a posloup
ností úseček. 

Uveďme nyní způsob konstrukce jedné zajímavé posloupnosti úseček. 

Úloha 9. K dané úsečce délky a máme sestrojit úsečky, jejichž délky jsou — , kde K* 
un 

jsou tak zvaná čísla Fibonacciova. 
Poznámka. Čísla Fibonacciova tvoří nekonečnou posloupnost čísel 

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 3 4 , . . . , 

kde první dva členy jsou rovny 1, a každý další člen je součtem dvou předcházejídclr 
čísel, takže platí vztahy: 

ui = uv> un = ««—2 + Wn—l (n = 3 , 4 , . . . ) . 

Řešení. Sesttojme kružnici se středem O a s poloměrem OAx = a (viz obr. 6). Se
strojme dále vrcholy A19A29... ,A9 pravidelného šestiúhelníka do této kružnice ve* 

psaného a dále průměry AXA^ A^A^ 
A3A9 této kružnice. Sestrojme spojnici 
AXA3 a označme znakem F3 její průsečík: 
s úsečkou OA2. Vidíme, že platí vztahy" 

a 
OAx = , kde ux = 1, 

u i 

OA2 = , kde u2 = 1, 
U2 

OЪr. б 

OF3 = , kde «s = 2. 
us 

Sestrojme nyní bodF^ souměrný k bodu: 
F3 podle středu Oj. Spojnice A3F3 protne 
OAA v bodě F4, takže podle předešlého* 
bude Již 
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OFá = ---- , kde ué = 3 . 
w4 

Sestrojme dále bod F4 souměrný k bodu F4 podle středu O. Spojnice FgF4 protne 0__a-
v bodě F& pro který platí: 

OF5 = — 3 kde K6 = 5 ; * 

takto můžeme pokračovati dále. Předpokládejme, že jsme již sestrojili body Fa—1 a F/^ 
pro které platí: 

OFn-i = —°— , OFŽ= * 
ffo-l «n 

Snadno pak již sestrojíme bod FR+i, pro který platí 

- — OFk-\ • OFk a г 

o„+l a«_, + OK „ _ . „ . ( _ _ _ + __) 
\ «„__ «„ / 

Ил+1 

Tím jsme již danou úlohu rozřešili. 
Určeme dále rozdíly úseček: 

OA 2 — OF3 = — — = _ _ _ _ _ _ 
« 2 И3 Kg • И8 

õғ3_õ_ғ4 = -? _- = __*___, 
U3 M4 * _ * * _ 

oғ4 — oғ5 = = 
tt4'M6 

õ ғ л - õ ғ л , i = a 

Un Wn+1 «n • W/z+1 

Stanovme nyní součet těchto rozdílů: 

Q _ _ - Q _ + i = a • ( - _ _ + _ - - - + ' . . . - + - _ _ _ _ - ) 
\ í.2 • M3 % • K4 tt„ • «„+l / 

Odtud vyplývá: 

._._ 1 _ «.• + _ _ _ _ + . . . + *-• 
« n + l - _ ° « s « 3 ' « 4 Un'Un+1 

Vzhledem k tomu, že lim un = co, plyne z posledního vztahu tento součet nekonečné 

řady 

_ _ _ _ + _ _ _ + _ _ _ _ + . . . _ ! , 
U2'UZ M 8 -W 4 tt4-«6 
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•čili 

' +-^r + - ^ + À + 1-2 ' 2 - 3 ' 3 - 5 ' 5 -8 ' 8-13 + ... = !. 
Nahradíme-li v každém zlomku posledního vztahu číslo w* číslem «*+i, dostaneme jako 
vedlejší výsledek tento odhad: 

1 1 O -2 c 

22 ' 3Í2 ' 52 ' g2 ' 132 •" ' ' ' ^ 

Nakonec můžeme řešiti tuto úlohu: 

Úloha 10. Máme sestrojit posloupnost úseček, jejichž délky jsou rovny číslům 

— , kde a15 a2 jsou libovolná kladná čísla, un—\ a un jsou čísla Fibonac-
ax un—í + a2un 

ciova. 
Řešení. Sestrojme dvě soustředné kružnice se společným středem O a s poloměry 

Obr. 7 

OAt = a13 OB1 = a2 (viz obr. 7, kde je voleno ax > a2). Sestrojme spojnici AXBZ a její 
průsečík &z s úsečkou OA2. Pro délku O0Z platí: 

OФз= ű l đ 2 aлa ř l"2 

ai + a 2 a^! + a2w2 

Sestrojme nyní bod &'3 souměrný podle středu O k bodu && takže OOz = O03. Se
strojme spojnici Az0Zy která protíná úsečku Q44 v bodě # 4 . Pro vzdálenost O0A platí: 

ÕФ4 = 3 ^ = 
OAa + OФ' 

a\ • a2 <hßì 

(alMl + a^2) ( n „ T* „ + %) «1«2 + Ö2«3 
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Podobně sestrojíme bod í>6: Sestrojíme nejprve bod 0J souměrný k bodu 0^ Dále ve
deme spojnici <P£ A^ která protne úsečku OA9 v bodě <P6, takže 

5 O&s + O&t 0lW3=02«4 

Předpokládejme, že jsme již sestrojili bod &'n—i, a tedy úsečku 

Ofc-4 -
alW«—3 + fl2W«— 2 

dále bod <2%, a tedy úsečku 

O0n= ^ - . 

.a^n—2 + a2 «„—i 

Snadno pak již sestrojíme bod &n+u a tedy úsečku 

O0n-xO0'n axa2 
OФ„+i = 

OOL-X + O0n alun-l + a2 "n 

Určíme-li dále rozdíly úseček 0_P3 — Otf>4, 0 * 4 — 0<P6, Otf>6 — 0 _ P e , . . . , 0_ř„ — 
— 0&n+i, sečteme-li je a limitujeme tento součet pro »-> oo, dostaneme součet ne
konečné řady (kde za symboly uly w2,... jsme již dosadili příslušné hodnoty): 

a2 ) , <h + a2 , a1 + 2a2 . 
(*i + a2)' (fh + 2 aj "*" (ax + 2aJ • (2ax + 3aJ ^ (2a1 + 3a*) • ( 3 ^ + Saj "*" 

*1 + *2 

Příklady na cvičeni 

1. Dokažte, že platí 
1 + _ + __2 + + 

1 - 2 - 3 . . . Я Í "•" 2 - 3 - 4 . . . ( я i + l) "̂  3 - 4 - 5 Л . ( я i + 2) 

n-(n + 1) • (n + 2)...(tt + m) ' * ' ' ( » . — 1)! (m — 1) ' 

I Pokyn: Jednotlivé členy součtu Si, vyjádřete nejprve takto: 

l =_J_/ í -- •' \1 
1 - 2 - 3 . . .m m — 1 \ 1 • 2 • 3 . . . (m—1) 2 - 3 - 4 . . . m / J ' 

2. Specialisujte výsledek předešlého příkladu pro m = 2 ,3 ,4. Dokažte dále, že platí 
tyto odhady: 

12 Pokroky matematiky yjj 



ł 
s. . I. ZETĚL 

i 
2* + - 1 

32 + 1 
42 + .. • < - , 

1 
з 8 + - 1 

48 '+ 
1 

5S + •• <i-
1 
4* + -1 

5* 
• + 

1 
6* + • • < , ' , • 

3. Sestrojte úsečky 

«* ob ab ab 
a+b ' 2a + b ' 3a+ b ' ' *' ' na + b ' 

4. Sestrojte úsečky 

a a a a 
T + T ' p + 2 ' í + 3 ' ' " ' /> + « 

a dále úsečky 

p + l ' 2/> + l ' 3/> + l ' ' " ' np + 1 ' 

a}' " af ~ a/ ~ afb 
V3 + 1 ' y3 + 2 ' )/3 + 3 ' " ' ' V3 + n ' 

Zpracoval Fr. Marta* 
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