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S. I. ZETEL

KONSTRUKCE NEKTERYCH VZORCU
A POSLOUPNOSTI#)

V &4nku se ukazuje, jak opakovanym uXitim jedné zikladni konstrukce lze elemen-
tirnimi prostfedky (pravitkem a kruZitkem) konstruovat koneiné posloupnosti sedek,
piipadne jejich soucty a limity té€chto soudtd, to jest soulty nekonenych &selnych fad.
Zpracovéni uvedeného thematu v tomto &linku pfedstavuje jednu z moZnost, jak pfispét
Xk nézornéjiimu zplisobu vyutovini partie o posloupnostech a o nekoneinych &selnych
fadich na nalich jedenictiletkich. V kaZdém piipad€ lze tohoto materidlu vyuiit pro
préci studentského matematického krouzku na jedenictiletce.

Ve vykladu ¢linku budeme pod ndzvem ,konstrukce* rozumét konstrukci pomoct
pravitka a kruZitka, Pod nizvem ,,posloupnost* budeme rozumét kone&nou posloupnost
na rozdil od vZitého vyznamu tohoto terminu, kterym \4 analysi rozumime vidy ne-
koneénou posloupnost. '

Koncepce celého &linku je zaloZena na konstrukci tsedky délky

ab
“a+b°
jsou-li diny dselky délek a a b. Popi¥me a pak dokaZme tuto konstrul'u (vxz obr. 1):

Narysujeme tGhel 120° s vrcholem O. Na jedno jeho rameno naneseme uselku O4 = a,

na druhé rameno pak dsetku OB = b. Spojnice 4B protne osu daného thlu BOA
{kterd tedy svird s jeho stranami hly 60°) v bod¢ M, jehoZ vzdélenost od vrcholu O

déivé ji2 hledanou délku OM — %"

Dikaz. Vzhledem k tomu, Ze obsah tro;ﬁhelnika OAB je roven souttu obsahi troj-
“helnfki OAM a OMB, plati tato rovnice (délku OM jsme si na oknmhk oznadili znakem
x):

. o 1 . eno + 2no
Tab.smlzo = ax. sin 60° + 2 bx. sin 60° .
Odtud jiZ plyne
ab

*=O0M=———. M
a

Disledek. Je-li 5 = a, plyne ze vzorce (1): x = =3

' ic-li'b = —a—, plyne ze vzorce (1): x =

nhlh Ulh

je-li b= T » plyne ze vzorce (1): x =

'

. *) S. 1. Zetél, Postrojenije nékotorych formul i posledovatéinostéj, Mat. v ikolé, &. 3, 1955.
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S. 1. ZETEL

o a a

]C-ll b= T Py plyne Z€ Vzorce (1). X = 71-1— .
Na zéklad& tohoto dusledku miZeme jiZ snadno fefit tuto dlohu:
Uloha 1. K dané tseéce délky a méme sestrojit tsetky délek
a a a

2’73’ ¢’

Re%eni. Sestrojme kruZnici se stfedem O a s polomérem OA, = a (viz obr. 2). Se-

" strojme vrcholy A,;, A,,...,As pravidelného Sestivihelnika vepsaného této kruZnici.

Sestrojme dile priaméry A4,A4,, 4,4, A;A¢ této kruinice. Narysujme spojnici 4,4,

Kter4 protind tsedku OA4, v bodé X;. Délka OX,— % . Spojnice X,A, protne tisetku

e % (n piirozené tislo).

42
3 .

= —:— » a tak miZeme pokradovat dile. Z uvedeného je jiZ patrny obecny postup pro
konstrukci tsetky OXn41 =
bodu Xa. |
UZitim vysledku této tlohy miZeme nyni snadno feSit dlohu:
Uloha 2. K dané tiseéce délky a méme sestrojit secky délek

a a a a _
A 1.2 3 2_3 3 3_4 ’-»0-’ n‘(n+l) ,'
déle jejich soudet a limitu tohoto souétu pro n — co.

OA, v bodg X,, pro kterj OX; = —— . Podobn& sestrojime bod X,, pro kterj OX, =

—“1— , kdy bod Xn+1 konstruujeme na ziklad¥ znalosti

n -+

@

a . a a a a i

Releni. Sestrojme opét znimym zpisobem délky AR Rt
10 jest body Xg Xg X - . » Xns Xnt1 (viz obr. 2). Na tseéce OA, sestrojme body

Obr. 1 Obr. 2
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KONSTRUKCE NEKTERYCH VZORCU A POSLOUPNOST!

Xi, X.,..., X X111 plenesenim délek OX,, OX,,. .., OXns1. Platl tedy OX; =

= OX,, OX, = OX,, OX3 = OXn, OXn11 = OXp41. Pro délky jednotlivych tsekd na
0A, dostivéime: ‘ ' °

—_— a a
AX,—a—7= 1_2:
, a a a
XX=5—3 733"

XX=a—2__°

Y%, & ___& _ a
KiXnr = n n+l n-(n+1)
Pro soudet S, t&chto vsecek plati:
Sn=mz+m§+m}'+.-.+X£X£+l=A2X,'.+1=a——;:_—l.
Limitujeme-li nyni S, pro n - «, dostaneme:
. . a
AT TR T .'
Mime zde nézornou ilustraci sou¢tu nekone¢né fady (pro a = 1):
1 1 1 - | 1
12t 23 3t FToeyy T

Diéle miZeme fedit tuto lohu:

Uloha 3. Uréeme obsahy P, P,, ..., Pa trojihelniki 4,0X,, X,0X,, X;0X,,...,
XnOXn+1 podle obr. 2. Stanovme déle soudet S, téchto obsahi a jeho limitu pron — .

Reseni. Obsahy uvedenych trojihelnikd jsou:
ay3 1

P,

-8
p—
N

v

a2
P, a}/3_'1

4 2-3°
a3 1
bhi=——357
ac 1
Pn = 4 n-n+1)°
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S. 1. ZRTEL

Soudet S, t&chto obsahil je roven:

a*y3 1 1 1
Sn =~ 2 '(1.2 + 2.3 + 3.2 + ...+
. £ (1— 1
: =73 nt+1]/°
Limita tohoto sou¢tu bude pak zfejmé:
a2
S —tims, = 213,

n—>w 4

Re$me dile tuto tlohu:
Uloha 4. Mame sestrojit usetky délek

a a a a

1-2:3 2:3:4° 3:4.5°" p(n4+D-(n+2 °
.ddle méme urdit soutet S, a limitu tohoto souctu pro n-—> o,

ReZeni. Podle vysledkd 2. tlohy (viz obr. 2) plat{ zfejm& tyto vztahy:

1 — o, 1 a a \ a
T(OX’_X*Xs)—_z_(l-z - 2-3) 1.

2-3°
l o< wrpn_ 1 a a i a
7 X —XX) =3 (2-3 K 4)_ 2:-3-4°

%(X;’.X/m — Xn1Xn42) = —%— ( - (na+ R 1)-a(n +2)) =
a .

TTa Gt m+2

:Soudet délek téchto tiseéek bude

a
S=1a3 *

a . a
232 VT aE D mr2

-
‘=T(OX2—XR+1Xn+2)?%.(1 3

l -
T m+D-(+2) ) :
“Limita tohoto souétu pak je rovna

S=lmS=2.-1__2

n—>o 2 1-2 - T ' o
“Timto zpisobem jsme geometricky ilustrovali soudet nekonetné fady (pro a = 1):
SR S 1 PR '
1-2-3 2-3-4 T

n-(n+1)-(n+2) 4
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*  Konstrukee tsetky ;% a jejtho opakovén{ podle prisluiného schematu lze uit
ke konstrukci i n&kterych jinjch posloupnosti tisedek, jak ukéZeme v dalsich tloh4ch.

Uloha 5. Méme sestrojit Gsetky délek

ab ab ab . ab 3
a+b’ a+2b’ a+3b’ """ a+nb ‘ &)

pro dané usecky a, b.
Redeni. Sestrojme dv& soustfedné kruz-

. "nice se spole¢nym stfedem O a s poloméry
-OA, = a, OB, = b (viz obr. 3, kde-bylo zvo-
leno @ > b). Na prvni kruZnici vyznaime

" .opét bodyA;,As, . . . ; Ag, vrcholy pravidel-
ného Sestitihelnika. Sestrojme déle priméry
A A, A,Ag, AzAg této kruZnice a jejich A,
prisediky B,, By, . . . , Bg s druhou kruZnici.
Hledané tsecky budeme postupné konstru-
-ovat takto: Sestrojime spojnici 4, B, kterd
-protne dsecku OA4, v bod& X, pro ktery plati: _

— ab
0X2 = a + b
obr. 3
Spojnice 4,X, protind tusetku OA; v bodé X,, pro ktery plati:
< _ b—Xz M m‘ _ a2 v b _ ab
0X. - - a+2b°

3 - — — T

«o% je drulr§ &en posloupnosti (3). Sestrojme déle spojnici A5 X; a jeji prissetik X, s Gsed-
kou OA,. Zfejmé plati:
0_‘— O_Xa.O—AB _ at-b ab

OX, + O4; (a+2b)-(—aib2b +a) a+3b

«co? je téeti &en posloupnosti (3). Obecn& pak sestrojime tseCku OX, 41 takto: Predpokls-
.déme, Ze jsme jiz sestrojili bod Xn, take Usetka OXp = ﬂ(;zL—lTF . Spojime
bod X, s odpovidajicim vrcholem Zestitihelnfka 4,4, ...4, 2 najdeme bod Xni1.
Piislulnd dsetka bude jiZ : N

o SR AL a0 ab
N Al = ———— ; ab = nb °
OXa +ﬂ,‘ [a + (n'-— 1) b]'[a_—}-—(r—t_::l)_b + a] a+

Poviimnéme si toho, Ze felenf prvé ﬁlohy je zvla$tmim p¥ipadem felenf této tlohy.
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S. I. ZETEL

Uloha 6. K danym usetkim a, b méme sestrojit usecky délek
~ ab? ab? ab? .
(@+b) (@426 ° @+2b-(@+3b)° " "’ [a+Mm—1b] (a+nb) ’
dile mime uréit jejich soudet a limitu tohoto souétu.

Redeni. UZijeme fefeni pfedeslé tlohy (viz obr. 3). Na uselce O4, sestrojime body
X Xi5- -+ 5 Xn, Xny1 pienesenim délek OX,, OX,, ..., OXn, ©Xn11. Uréeme nyni
postupné vzijemné vzdélenosti t&chto bodi:

. ab ab ab?
X; X, = a+b a+2b (a+b)-(a+2b °
——— 2
X;Xi= ab ab ab

a+2b a+3b (at2b)-(@a+30b)°

ab . ab?
a+m—1)b a+bm  [a+@m—1)b]-(a+nb) ~
Se¢tenim téchto délek pak dostaneme
Sn =X, X, + X; X, + ... + XiXns1 = OX,— OXpy1 =
__a  ab —al;( | 1 ) .
T a+b a+mnb a+b a+nb |’

Limita tohoto souétu je zfejmé&

XoXny1 =

. ab
=
Mime zde tedy ilustraci souctu nekoneéné konvergentni Ciselné fady
ab® + = ab? + _l_
(@+b)-(a+2b) @+2b):@+3b "7 a+b
Ve zvlaitnim piipadé pro b = a dostaneme po tpraveé
1 1 1 1
23 T3ty eIy T2
Dile ptoa‘=2,b=3méme.
1 1 1 1
5.8 T80 T1-14 T T8
odkud plyne tento odhad:
1 1 1 1
sttt T <
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KONSTRUKCE NEKTERYCH VZORCU A POSLOUPNOST!

"V daldi dloze uvedeme konstrukéi, pomoci niZ budeme moci konstruovat dal$i po-
:sloupnosti usecek.

Uloha 7. Pro dané tsetky a, b, ¢ mime sestrojit usecku délky
‘ abc
“ab+actbe
Redeni. Na ramena thlu 120° a 180° se spolenym vrcholem O naneseme postupné

.délky OA = a, OB = b, OC = ¢ (viz obr. 4). Sestrojime spojnici 4B a jeji prisedik M
-s osou dhlu BOA. Jak znimo, bude

— ab
oM = “a+b
.Sestrojime-li déle prusecik N spojnice CM s tsetkou OB, bude délka
—_— ab . c '
‘O—‘__OM~c___ a-tb _ abc
OM +¢ " ab ab+ac+be
+c
a+b

“Tim je tloha rozfeSena.
Opakovéinim této konstrukce miizeme nyni fefit tuto tlohu:
Uloha 8. K danym tfem tisetkim a, b, ¢ mime sestrojit # Gsetek o délkéch -
abc abc - abc .
ab+ac+bc > 2ab+ac+bc "’ nab+ ac + be
Reseni. . Narysujeme tfi kruZnice se spolecnym stfedem O, majici poloméry 04, =a,

‘OB, = b, 0C, = ¢ (viz obr. 5, kde bylo zvoleno a >>b > ). Sestrojime opét vrcholy
A Ay ..., Ag pravidelného Sestiihelnika vepsaného kruZnici prvni, a s nimi stejno-
lehlé vrcholy By, B,, ..., Bga Gy, Cy,. .., Cgy Sestiihelnfki vepsanych do obou zby-
vajicich kruZnic. Podle postupu pfedchozi tdlohy sestrojime nyni spojnici 4,B; a jejf
priusedik X, s useCkou OA4,. Dile sestrojime spojnici X,C, a jeji prisecik X; s usetkou
“OAj3. Pro délku OXj plati podle pfedeslého
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S. I. ZETEL

Dile sestrojime spojnici X3C; a jeji priusedik X, s tsetkou OA4,, takZe bude:

— abc? abc
OX 4 = = .
- abc 2ab + ac + bc
(ab + ac + bc) (m + C)
Spojnice X,C, diva bod X, takZe _
— abc
, ‘ OX, = 3ab+ac+bc
Timto zplsobem nakonec téZ sestrojime tsecku
- abc
OXni2 = e T b0 -

Obdobn& bychom mohli postupovat déle pfi konstrukci sloZit&jsich vzorct a posloup—
nosti usecek.

Uvedme nyni zplsob konstrukce jedné zajimavé posloupnosti dsedek.

Uloha 9. K dané tseéce délky a méme sestrojit tisecky, jejichz délky jsou 7“— skde un
n

jsou tak zvand Cisla Fibonacciova.
Poznédmka. Cisla Fibonacciova tvofi nekonenou posloupnost &isel

1, 1, 2, 3,5, 8, 13, 21, 34,...,

kde prvni dva élenj’ jsou rovny 1, a kazdy dalif ¢len je souttem dvou pfedchazejicich
(isel, takZe plati vztahy:

Uy = U tn =Un—2 + tn (m=3,4,...).

Redeni. Sestrojme kruZnici se stfedem O a s polomérem OA, = a (viz obr. 6). Se~
strojme dile vrcholy A,,A,,...,As pravidelného Sestiihelnika do této kruZnice ve-
psaného a dile priméry A,4,, 4,4,
A3Ag této kruZnice. Sestrojme spojnici
A,A; a oznatme znakem F; jeji prisedik
s usetkou OA,. Vidime, Ze plati vztahy

o4, = =

Jkde u, =1,

1

a,=uia,kde u, =1,

OF, = —2 , kde u; = 2.
Uy ‘
Sestrojme nyni bod F; soumérny k bodw
F, podle stiedu Oj. Spojnice 43 F; protne
OA, v bod¢ F,, takZze podle predesiého
Obr. 6 bude jiz
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KONSTRUKCE NEKTERYCH VZORCU A POSLOUPNOSTI

ai‘_ =3.

Sestrojme déle bod F, soumérny k bodu. F, podle stfedu O. Spojnice F.F, protne Od,
v bod¥ F;, pro ktery plati:
O_F5=L,kdcus=5; !
Ug
takto miZeme pokratovati dile. Predpokléde;me, Ze jsme jiZ sestrojili body Fa— a F,.,
pro které plati
- a

OF1=—2—, OF:i=
. Un—1 Un
Snadno pak jiZz sestrojime bod Fn.1, pro ktery plati
== OF,_1 - OF; 2
OFys = i OFF_ T
OF,_1 + OF, Yot * thn ( 2,2 n+1
' . . n— n
Tim jsme jiZ danou tlohu rozfesili. N
Uréeme dile rozdily usedek:
Od,—OF, =2 . 2 %
i “2 uy Uy
OF OF — _a.. — —‘—z-— = __—aua \
OFa . OF‘ - Ug Uy Ug u,‘ 2 <
OF, —OF,—-% _ & _ %
OF,— OF; = L Us ugug
—— a ‘aun—l \
— F v _—e————— = —,
OFx OFan Un Un+1 Un * Un+1
Stanovme nyni soudet téchto rozdili:
Of—OFpu —a- (4t 4 tt )
O 2 OF)H-I a ( Us Uy + 4y - Uy + un un+l
Odtud vyplyva:
1 u; . u; Un—1
1— = 1 2 cer p——,
Un+1 Uy + Uz Uy + : + Un * Un+1

" Vzhledem k tomu, Ze lim up = o, plyne z posledniho vzmhu tento soutet nekonetné
n—buo .
fady "
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S. I. ZETEL

1 1 2 3 5
1-2+ 2-3+3-5 +5'8+ 8-13
Nahradime-li v kaZdém zlomku posledniho vztahu &slo ux &islem ux 1, dostaneme jako
vedlej8i vysledek tento odhad:

1 1 2 3 5

22 32 52

Nakonec miZzeme feSiti tuto tlohu:

+...=1.

Uloha 10. Méime sestrojit posloupnost tseek, jejichz délky jsou rovny &islim
G % , kde a,, a, jsou libovoln4 kladn4 &isla, un—1 a ug jsou &sla Fibonac-
Qa; Un—1 + Qolin
ciova.

Reseni. Sestrojme dvé soustfedné kruZnice se spole¢nym stfedem O a s poloméry

Obr. 7

04, = a,, OB, = a, (viz obr. 7, kde je voleno @, >> a,). Sestrojme spojnici 4, B, a jeji
prisedik D, s tiseCkou OA4,. Pro délku OD, plati: :
a,a, a,a,

0P, = =

a, + ay a,u, + agliy

Sestrojme nyni bod @; soumérny podle stfedu O k bodu @, takie OP; = OP;. Se-
strojme spojnici A;P;, kterd protind Gsetku OA4, v bod€ @,. Pro vzdilenost OP, plati:
06, = 24 0% _ @ g ____am
04; + 09, ( a,a, ) WUy + agly
(a1, + asu,) —a1 u, + ayu, _+ a .
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KONSTRUKCE NEKTERYCH VZORCU A POSLOUPNOSTL

Podobné sestro;ime bod @: Sestrojime nejprve bod P, soumérny k bodu P,, Dile ve-
deme spo;mcx D; 4, které protne dsecku OAq'v bodé D;, takie

— Odig 0P, . T aa,
O¢5 = ‘A AR/ = —_
09; + 09, QU = Ggly

Predpoklidejme, Ze jsme jiZ sestrojili bod D1, a tedy usecku
a,a;
QUn—3 + Golin—g

dile bod @r, a tedy dsecku . .

0D} =

418y
ayUn—2 + ag Un—1

0, —

Snadno pak jiZ sestrojime bod @1, a tedy tsecku

v 3 ODp_ - OD; aa,
. O¢n +1 = — == .
0Py + OD, Gtin—1 + Gy Un -

Urdime-li déle rozdlly tsetek OB, — OB,, 0B, — OB, 0P — OB, . . ., OB, —
— ODp.i1, seéteme-li je a hm1tu1eme tento soudet pro n —> «, dostaneme soudet ne-
konetné fady (kde za symboly Uy, Uy, . )sme jiz dosad:h ptisluiné hodnoty):

a2 \ a1+a, + a1+2a, +
(a, +ay) - (41+242) (@+2a3) (2a;+3a)  (2a,+3a) (3a;+54ay)
1 |
+...= &+ a
P#iklady na cviteni

1. DokaZte, Ze plati
1 1 1

123..m 234 m+D) 345 . mtd) T -+
1 1
P et D ar) . mm T T = Dim=1) °

[Pokyn: Jednotlivé &eny souttu S, vyjidfete nejprve takto:

1 1

1-2°3...m  m—1 (1-2-3..1.(":_1) - 2-3'-'1...»:)]'

2.’ Specialisujte vysledek predélého prikladu pro m = 2 3, 4. Dokaite déle, Ze plati
tyto odhady:

12 Pokroky matematiky ‘ 177



S. 1. ZETEL

1 1 1
+ + +...o <L

2 3 4

1 1.1 1
=t T e <o
1 1 1 1
Ft st T <

3. Sestrojte tsecky
o ” ab ab

a+b’ 2a+b’3a+b’"" " matb "

4, Sestrojte usecky

a a a a
pH1I’ P2’ p+3° 7 ptn
a déle tisecky
a a a %
P+1 ° 2p+1° Bp+1° """ mpyl°
ay3 ay3 ay3 ay3

B3+1° y3+2° 3+3° T ada
' Zpracoval Fr. Martan
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