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Nedavné poznatky o Cisle

Ivan Netuka a Jiti Vesely, Praha

Uvodem. Na konci prvniho &tvrtleti r. 1998 se na &eském kniZnim trhu objevil
pfeklad [8] knizky PETRA BECKMANNA s n4zvem Historie ¢isla . Je to &tiv& napsand
publikace, kterou miZe étenaf zhltnout v kratkém case a ktera pfinasi zajimavé infor-
mace, bohuZel bez vétSich nirokid na dplnost a pfesnost obvyklou u matematickych
textd. Nebyl to vSak také autoriv zamér, nebot sim piSe v pfedmluvé toto:

»Ackoliv nejsem ani historik, ani matematik, citil jsem se pro napsdni této historie
velmi kvalifikovdn. (...) Tato pozndmka je minéna sarkasticky, ale je v ni pravdivé jd-
dro. Nejsa historikem, nejsem povinen nosit masku chladné nestrannosti. (...) Nejsa
matematikem, nejsem povinen komplikovat své vijklady piemrsténou matematickou
presnosti.“ '

PrestoZe knizka pokryvé Casovy usek bezmala 4000 let, nezahrnuje vibec vyvoj
posledniho &tvrtstoleti; napf. zavérednd tabulka dulezitych vysledkd je dovedena do
r. 1967. V pfekladu neni uvedena Z4dné informace o nedidvném pokroku v poznéni «,
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a proto muze byt tato poznamka o novéjsich vysledcich uZite¢na. Struénou exkurzi do
star$i historie uvddime pouze jako zdklad pro popis novych poznatki a souvislosti.

Trochu historie. Prvni podstatny vysledek pro ureni hodnoty n pochazi od ARCHI-
MEDA (289-212 pfed n.l.). Ten pomoci metody komprese, spocivajici v odhadu délky
jednotkové kruznice pomoci obvodil pravidelnych opsanych a vepsanych n-tihelnik,
obdrzel pro n = 96 odhad

# <n< 2, neboli 3,140845... <n < 3,142857... .

Tento na svou dobu pozoruhodny vykon (primér odhadi aproximuje m s chybou
cca 0,0002) byl po staleti teoretickym zdkladem dalSich vypoéti. O mnoho stoleti
pozdé&ji LUDOLPH VAN CEULEN (1540-1610) spocetl touto metodou w s pfesnosti na
35 desetinnych mist.

Vsimneme si jednoho detailu. V soudobém oznaceni plati pro polovi¢ni obvody b;
vepsanych pravidelnych (3 - 27~1)-Ghelnikd a poloviéni obvody a; opsanych pravidel-
nych (3 - 277 1)-thelniki vztahy

aj =3-2"1tg(n/3-2771), b; =3-2"tsin(n/3-297Y).

Pomoci poznatki z elementarni geometrie 1ze snadno ukazat, ze pro j 2 1 je

l 2 . 2ajbj

1
+—=—, tj. aj1 =
b ajt1 ! i+ aj +b;

aj41bj = (b+1)®, ti biw1 = 4/ajnb;.

Tato rekurze byva nazyvina Borchhardiv algoritmus; srv. [11)].

Archimedes tedy vlastn& pracoval se vstupnimi daty a; = 2v/3, by = 3, pfitemz po-
uzil aproximaci hodnoty v/3 pomoci "1’65 <V3< 1738501 P¥i postupném zaokrouhlovani
dospél k odhadu, odpovidajicimu v zavedeném oznaceni nerovnostem bg < & < as.
S ohledem na dalsi vyklad zdirazhujeme na tomto misté vyznam primérd pfi vypo-
&tu . Archimedova metoda‘vypoé¢tu se v podstaté uzivala dalSich 1800 let; je relativné
pomala, nebot na urdeni n platnych mist © vyzaduje O(n) operaci, pfitemZ jeji dalsi
nevyhodou je nutnost odmociiovat.

Znadmé je vyjadfeni m pomoci nekoneéného soudinu, které r. 1674 odvodil JOHN
WALLIS (1616-1703) (viz [25], [36]):

22 4466 8 8 10 10 o an [ (20))
1338557799 11 " 2w “—2,3520(2 /(n -

a dale

Daéle je zndmo, Ze

el 2n+41 X 92n(,,1)2 2n+1
T 221 (n!) T
ar = 1" = . 1
ctgz ;( S T ; 2n + 1! (1 + %)+ ()
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Vyjadieni prvni fadou v (1) znal jiz JAMES GREGORY (1638-1675) r. 1671 a dokazuje
se v elementarnich kurzech analyzy (viz napt. [22], s. 310 nebo [36], s. 423). Po dosazeni
z = 1 dostaneme vyjadieni n, nazyvané po GOTTFRIEDU W. LEIBNIZOVI (1646-1716);
ten ho popsal r. 1684, bylo vSak nalezeno o vice nez 100 let dfive v Indii:

T o~ 1 1 1
T _N(_1)n R B 2
1 g( Vo1 =1"3%5 )

Tato fada se v8ak zdsadné nehodi k praktickému vypo¢tu hodnoty n s vétsi presnosti.
Jako pfiklad uvedme rovnost

499999

1
4 -1)"
';)( )2n+1

= 3,141590653589793240462643383269502884197,

kterad ukazuje, Ze jiz 6. desetinné misto je nespravné (nespravné &islice rozvoje jsou
podtrzeny); vysledek vypada trochu zdhadné, ze 40 mist nesouhlasi pouze 4 podtrzené
Lislice. To lze vysvétlit pomoci Eulerovych a Bernoulliovych &isel; viz [14]. Zavér je
zfejmy: ne vSechna vyjidfeni n jsou pro vypocéet vhodna.

Druhou fadu ve vyjadfeni arkustangenty v (1), konvergujici pro malé hodnoty |z|
velmi rychle, objevil LEONHARD EULER (1707-1783) r. 1755. Prvni zndm4 jemn&jsi
metoda vypocltu = je téZ zaloZena na uziti funkce arkustangens. Pochazi od JOHNA
MACHINA (1680-1752) a vyuZiva vztahu

n = 16 arctg § — 4 arctg ﬁ (3)

z r. 1706; Machin ho pouZil k uréeni 100 desetinnych mist . Nékteré dalsi vzorce
tohoto typu jsou uvedeny v [36], s. 425. Znaény polet vzorcd tohoto typu lze nalézt
na Internetu na adrese [38]. Vyjadfuji n pomoci racionilni kombinace n&kolika hod-
not arkustangenty malych raciondlnich ¢éisel. Budeme o nich mluvit jako o vzorcich
Machinova typu. Euler napf. pouzil k vypoétu © podobny vzorec

n = Sarctg § + 2arctg 3

a pomoci ng&j a druhé fady z (1) spodetl 20 desetinnych mist n za méné& nez hodinu;
viz [18], s. 93. Efektivita t&hto vzorci je ilustrovdna napf. v [25], s. 255.

Existuje mnoho vyjadfeni ¢isla n pomoci fad, nekoneénych soudini, Fetdzovych
zlomkd apod. Metody vypoétu na nich zaloZené vyzaduji O(y/n) aZ O(n) operaci na
uréeni n platnych mist. Hledani stale pfesnéjsich aproximaci © mohlo v priib&hu rozvoje
matematiky souviset se snahou dozvédét se, zda = je ¢i neni racionélni &islo. R. 1767
JOHANN H. LAMBERT (1728-1777) piedloZil diikaz tvrzeni, Ze &islo & je iraciondlni.
Nicméné zdjem o vypoclet © na mnoho desetinnych mist neuhasl. R. 1853 WILLIAM
SHANKS (1812-1882) spofletl (,ru¢n&“) pomoci Machinova vzorce (3) hodnotu =
nejprve na 318, pak na 607 a pozdé&ji, r. 1873, na 707 desetinnych mist. A¢ v té
dobé jesté nebyl pojem normdiniho redlného éisla znam (viz nize), byla v Shanksové
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vysledku shled4na ndpadnd anomélie ve vyskytu éislice 7. Bylo zji§té&no!), Ze éislice 7
se vyskytuje na prvnich 608 mistech pouze 44krat. V r. 1945 D. F. FERGUSON nalezl
na 528. desetinném mist& Shanksova rozvoje chybu. Lze Fici, Ze k odhaleni této chyby
prispély jisté de Morganovy numerické experimenty. Dnes vime, Ze ve skuteénosti
relativni Cetnost vyskytu éislice 7 vypada takto: na prvnich 10" mistech se vyskytuje
pron = 1,...,7 s etnosti 0; 0,08; 0,095; 0,097; 0,10025; 0,0998; 0,1000207; Eetnosti
se pfiblizuji k rlﬁ rychlosti, kterd je ve shodé s rychlosti pfedvidanou pro nidhodné
rozloZeni na zakladé teorie pravdépodobnosti; srv. [37], s. 67.

V zéasadé lze fici, Ze vzorce Machinova typu maji jednu spole¢nou vlastnost: po-
Cet platnych desetinnych mist roste linedrné v zavislosti na poctu operaci, které je
tfeba provést. Piesto v3ak volba vhodného vzorce tohoto typu vypoéet velmi usnadni
(Euler). Kupodivu teprve v posledni dobé se podafilo najit algoritmy nesrovnatelné
»rychlejsi“.

R. 1882 dokazal CARL Louis FERDINAND LINDEMANN (1852-1939), Ze é&islo « je
transcendentni, tj. neni kofenem Zadného polynomu s celodiselnymi koeficienty. Tim
byla definitivné vyvricena moZnost kvadratury kruhu.

Ciselné teoretické vlastnosti &isla x a kvadratura kruhu. Uloha sestrojit pomoci
kruzitka a pravitka k danému kruhu ¢tverec stejného obsahu se nazyva kvadratura
kruhu. V algebfe se dokazuje (viz napf. [24], s. 453), Ze {islo lze zkonstruovat pomoci
kruzitka a pravitka, pravé kdyZ padne do télesa vzniklého z racionélnich &isel po-
stupnym pfiddvanim kone¢né mnoha odmocnin. Proto takto nelze zkonstruovat éislo,
které neni algebraické. Cesta k dikazu tvrzeni, Ze Cislo n je transcendentni, byla viak
dlouha.

Zminka o nesouméfitelnosti obvodu kruZnice s jejim primérem se vyskytuje bez
dikazu jiz u ARISTOTELA (384-322 pfed n.l.). Lambertiv dikaz iracionality = je
zaloZen na vyjadieni hodnoty tgz fetézovym zlomkem; na zikladé tohoto vyjadieni
Lambert pfedlozil (netiplny) dikaz tvrzeni, Ze pro racionélni = # 0 je tg z iraciondlni.
Staéilo si pak uvédomit, Ze tg(r/4) = 1, a bylo zfejmé, Ze je n iracionalni.

R. 1794 odstranil ADRIEN-MARIE LEGENDRE (1752-1833) zminénou mezeru
v dikazu, nebot odivodnil iracionalitu jednoduchych (téz normaélnich) Fet&zovych
zlomki?) a dokézal, Ze n? je iracionlni &islo. Vyslovil téz domnénku, Ze n je trans-
cendentni, a poznamenal, Ze dikaz bude patrné velmi obtiZzny. Neni ndm zndm zadny
pfistupny dikaz transcendence n vhodny pro ¢lanek tohoto typu; odkazujeme étenire
napf. na [20], [12] & [10]. Tvrzeni, Ze = je iraciondlni, lze v8ak elementdrné dokazat
sporem napft. takto:

Piedpoklddejme, Ze existuji ¢isla a,b € N tak, Ze n = a/b. Pro kazdé &islo n € N
definujme polynom p,, stupné 2n rovnosti

pu(z) :==z"(a—bz)*/n!, z€R.

1) Zpravidla se jako autor tohoto zji¥téni uvddi AuGusTUs DE MORGAN (1806-1871).
2) Tyto fetézové zlomky maji ,v Citatelich vzdy dislici 1.
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Zvolme n € N tak, aby n"a™/n! < 1, a polozme p = p,,, P = E( 1)7p(39) . Ziejmé je
p®n+2) = 0, takze P" + P = p a v disledku toho

(P' sin —P cos)' = P" sin+P' cos —P' cos +Psin = psin.

Jelikoz na (0,x) je 0 < p < n"a™/n! < 1, plyne odtud, Ze 0 < f:psin <1

Ukazeme, ze p¥)(0) € Z pro k € Ny := NU {0}. Pro k=0 to je zfejmé, nebot
p(0) = 0. Necht k € N, g(z) = z", r(z) = (a — bz)", = € R, takZe p = gr/n!. Zfejmé
je ¢™(0) = n!, ¢'9(0) =0 pro j € Ny \ {n} a r)(0) € Z pro viechna j € N. Protoze

k
p®(0) = = 5 (%) ¢9 0)rt-9 (o),
a2 ;)

plati p¥)(0) = 0 pro k < n. Pro k 2 n je proto

p®(0) = % (k) g™ (0)r~™(0) = (ﬁ) r=m(0) € Z.

n

Vidime, Ze P(0) € Z a také P(a/b) = P(n) € Z, nebot p(a/b—z) =p(z), z € R.
Odtud plyne, ze fo psin je celé &islo, nebot

/ psin = [P'sin —Pcos]" =P(n)+ P(0) e Z
0

0

To je v8ak ve sporu s dokdzanymi nerovnostmi 0 < f; psin < 1. Cislo n tedy neni
raciondlni &islo. Dikaz je v podstaté pfevzat z Clanku [26]; srv. téZ [28]. V [21] je
modifikaci tohoto diikazu odvozena iracionalita n2.

CHARLES HERMITE (1822-1901) v r. 1873 dokézal transcendenci ¢isla e a pak se
Lindemannovi podafilo zjemn&nim Hermiteovy metody dokazat transcendenci &isla. .
Tvrzeni o transcendenci e a n je zahrnuto v této Lindemann-Weierstrassové vété:
Necht ¢,...,c, jsou navzijem rizna komplexni algebraicka &isla a necht ay,...,a,
jsou nenulova algebraicka ¢isla. Potom je

a1€l + -+ -+ ane" #0;

viz [10], s. 224 a 649 a [12], s. 357. Specidlné pron = 2, ¢; = 1, c2 = 0 vyplyva z rovnosti
1-e! —e-e® =0 transcendence &sla e. S ohledem na rovnost e?™ —1 =0 je také «
transcendentni. Poznamenejme, Ze z uvedeného tvrzeni 1ze dostat i transcendenci sin a,
cosa, tg a pro algebraickd a # 0 a log a pro kladné algebraicka a # 1.

Pozdgji, r. 1874, dokdzal GEORG CANTOR (1845-1918) nespodetnost mnoZiny viech
transcendentnich &sel. Pfevazna ,vétdina“ redlnych Cisel je tedy tvofena transcen-
dentnimi ¢&isly; patrné nejznaméjsim reprezentantem transcendentnich redlnych éisel
je pravé &islo w, protoZe je délkou kruznice s jednotkovym primérem. Je podivuhodné,
co vSe o tomto Cisle jeSté nevime.
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Co se o ¢éisle n jesté nevi. Pres tisicileti, po ktera je ¢islo n lidstvu zndmo, se o ném
nevi ani zdaleka vSechno. Nevi se napf., zda jsou €isla n+e, n/e, 2%, ¢i log n iracionélni,
natoz transcendentni (soudin ne je iraciondlni); srv. [16] a [18], s. 88.

Vime sice, Ze tato ¢isla nejsou kofeny polynomu stupné nejvyse 8 s celoéiselnymi koe-
ficienty o primérné velikosti nepresahujici 10, ale ne vic. R. 1929 dokizal ALEKSANDR
OsipovIC GELFAND (1906-1968) iracionalitu e™. Spolu s THEODOREM SCHNEIDEREM
(1911-1988) pak r. 1934 roziesili sedmy problém DAvVIDA HILBERTA (1862-1943)
poloZeny r. 1900. Hilbert se tdzal, zda pro algebraické ¢islo a ¢ {0,1} a algebraické
iracionalni &islo 8 je a® vidy transcendentni nebo alespoii iracionalni &islo. Z véty
Gelfand-Schneiderovy plyne, Ze ¢islo e™ je transcendentni, ale o ¢isle n® to neni zndmo;
srv. [27]. Neni ani zndmo, zda se v desetinném rozvoji n vyskytuji viechny &islice
0,1,...,9 nekone¢né&krat.

Z vysledkl, za néz v r. 1970 dostal ALAN BAKER Fieldsovu medaili, plyne
napf., Ze &slo n+log2+ v2log3 je transcendentni. Pfipomefime, Ze &slo = je
tzv. Liouvilleovym ¢islem, pokud pro kazdé n € N existuji ¢isla a,b € Z tak, Ze plati
0< |z —a/b] < b~ srv. [29]. Z osmdesatych let je zndm vysledek, Ze pro dostateéné
velka €isla b € N existuji a € Z tak, ze plati |t —a/b| < b-14%5 a byla vyslovena
domnénka, Ze €islo 14,65 lze nahradit &islem 2 + € pro libovolné € > 0; srv. [16], s. 203.
Liouvilleova &isla jsou transcendentni, tvofi mnoZinu Lebesgueovy miry 0 (dokonce
s-rozmérné Hausdorffovy miry 0 pro libovolné s > 0) a zéroveh 2. kategorie v Baireové
vysledky popisuje [18], kde je uveden téZ rozsahly seznam citaci.

Nové algoritmy. V Beckmannové kniZce [8] jsou zminény vypoletni metody pro n
uzivané do r. 1967. Celkovy dojem by mohl vést ke skeptickému zavéru, Ze se vy-
voj zastavil: skute¢né, vSechny ,rekordni“ vypoclty providdéné na poéitalich byly
aZ do 70. let zaloZeny na vzorci (3) a vzorcich Machinova typu. Je zajimavé, Ze
za pouhych pét let po patém vydani Beckmannovy knihy dochazi k podstatnému
pokroku. V r. 1976 publikovali EUGENE SALAMIN a RICHARD BRENT nezdvisle na
sobé& novy algoritmus pro vypocet r, zaloZeny na aritmeticko-geometrickém primeéru
a na myslenkidch CARLA F. GAUSSE (1777-1855); viz [17], [33]. Sdm Salamin, ktery
k tomuto algoritmu dospél v prosinci 1973, poznamenava, Ze algoritmus je zaloZen
na vysledcich klasické matematiky zndmych do r. 1818. Tento algoritmus poskytuje
posloupnost aproximaci n, konvergujici kvadraticky. To znamend, Ze pii kazdém kroku
se pfiblizné zdvojndsobuje pocet platnych mist desetinného rozvoje m, takZe pomoci
n iteraci lze dostat 2" platnych mist. Poéinaje rokem 1985 JONATHAN BORWEIN,
PETER BORWEIN a dal3i postupné nalezli kubické a kvartické algoritmy pro vypocet .

Abychom pfedesli nedorozuméni, popisme presnéji miru rychlosti konvergence po-
sloupnosti {a, } konvergujici k ¢islu a: existuje-li konstanta ¢ > 0 tak, Ze pro v8echna n
plati |an+1 — a| £ c|an, — a|?, tikdme, Ze {a,} konverguje k a kvadraticky. V takovém
piipadé existuji konstanty b > 0, d > 1 tak, Ze pro viechna dostatetné velkd n je

lan —a| £bd™2",

pfi¢emz a,, a a se shoduji na prvnich O(2") mistech (pokud uplatnime konvenci o shodé
&isel typu 0,...1000... 2 0,...0999... na pfislusném poétu mist). Kdyz vySetfovany
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algoritmus poskytuje posloupnost aproximaci popsané vlastnosti, budeme mu fikat
kvadraticky.

Na mist& dvojky mohou byt obecnégji ¢isla m € N, m > 2. O téchto pripadech se
v3ak jen letmo zminime. Jestlize bychom v nésledujici ¢asti pracovali se zobecnénymi
priméry P (a,b), Gm(a,b) zavislymi na m, pak bychom pro m = 3,4,... dostali
kubické, kvartické, ... algoritmy. Dnes jsou dokonce znamy algoritmy ,libovolného
fadu“, tj. s libovolnym pfirozenym m 2 2; podrobnosti étenaf nalezne v [7] a tam
citovanych pracich.

Aritmeticko-geometricky’ prumér. Zavedeme nasledujici oznafeni: je-li a,b € R,
a > b > 0, polozime

Aa,b) := j(a+1b), G(a,b):= Vab;

definujeme rekurentné posloupnosti {ax}, {bx} pomoci vztahl ag := a, by := b a déle
pro viechnan € N

Qn41 = A(am bn)a bny1 = G(ambn)- (4)

Pomoci nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem (viz nap¥. [36], s. 29)
odvodime an, 2 ant1 2 bpy1 2 by, pro viechna n € N a vztah

a?s+1 - b?;+1 = ( (an + bn)) —apbp = ( (an - bn)) (5)

Déle plati odhad
Gnt1 — bt § Qny1 —bn = 2—1(an - bn)a

z néhoz vyplyva, ze
0S an—bn £27"(ao — bo)- (6)

Existuje tedy spole¢né limita obou posloupnosti, kterou oznaéime
P(a,b) :=lima, (=limb,)

a kterou ze zfejmych divodi nazveme aritmeticko-geometricky prumér Cisel a,b. Obé
posloupnosti konverguji k P(a,b) kvadraticky.

Moderni algoritmy. Salamin v [33] spolu s (4) definuje je$t& pomocnou posloupnost
cn = y/a2 — b2, n € Ng. Vzhledem k (5) je zfejmé

Cnt1 = Ch/4any1 £ c5/4bo,

a tak {c,} konverguje k 0 kvadraticky. Nyni vstupuji do hry eliptické integraly, jejichz
numericky vypoclet souvisi s P(a,b). Pro a > b > 0 definujeme

n/2

I(a,b) = / (a? cos® u + b? sin® u)~1/2 du,
0
/2

Jah) = [ (@ o+ Bsin w2 du
0
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(Poznamenejme, Ze 4J(a,b) je obvod elipsy o délce poloos a, b.) Vtip dale spotiva
v tom, Ze vyraz I(a,b) je vzhledem k transformaci (a,b) = (1(a + b),\/a_b) inva-
riantni. Proto lze odtud odvodit rovnosti I (an.,.l, bn+1) = I(an,by) a posléze s ohledem
na skuteénost, Ze lim a, = limb,, = P(ao, bo), i vztah I(ag, bo) = (n/2)P(ag, bo). Nyni
né&kolik véci pouze popiSeme. Z teorie eliptickych integrali vyplyva pro viechna n € Ny
vzorec

2J(an+1a bn+1) - J(an, bn) = anan(an+l ’ bn+1)’

ze kterého se odvodi, Ze

oo
J(ag,bo) = (ao— 522’0?) (@0, bo)-

J=

Déle budeme jeSté potiebovat vzorec pochézejici od Legendrea: je-li a’ > b >0
a (b/a)? + (b'/a')? = 1, potom

a*I(a,b)J(a',b') + (a')?I(a', ") J(a,b) — (aa’)*I(a,b)I(a’,b') = (n/2)ad’.

Zvolime nyni k € (0,1) a poloZzime k'=+/1-k2, ap=0a5=1, bo=k, by=kK
c, =+/(ah)? — (b))%, n € N. Ze vztahi, které jsme uvedli, 1ze eliptické integraly
eliminovat. Vysledkem je pozoruhodny vzorec

n=4P(1,k)P(1, k')/ (1 - j}:flzf (+ (c;)z)).

»Symetricka volba® k = k' = 1/2/2 dava elegantni vyjadieni

=4(P(1,v2/2)) /( Zzﬁl?)

Pfipomehme, Ze zde je ap =1, bo = V2/2 a co = V2/2, cj41 = 3(a; — bj), j € No.

JestliZe nyni polozime
n
Tp = 4a,21+1/ (1 -3 2J+1c?),
=1

pak {n,} konverguje k n kvadraticky. Pfipomindme, Ze pak se pfi kaZdém kroku
(pfechodu od m, k m,41) pofet platnych mist zhruba zdvojnasobuje. Podrobné&;jsi
analyza ukazuje, Ze m1¢ d4 178000 platnych mist, w9 jiZ pfes milion atd. PFitom si
vypotet ,, vyZada 7Tn operaci v pohyblivé &arce. Pfi uZziti metody zaloZené na vzorci
Machinova typu (Shanks a Wrench) bylo zapotfebi k vypo&tu 100000 platnych mist
takika 105 000 operaci v pohyblivé &arce, pfi popsaném ,kvadratickém“ algoritmu jich
stadi pro stejnou pfesnost cca 1000krat méné.

Jak jsme poznamenali, jsou dnes znamy konkrétni algoritmy, pii kterych se pocet
platnych mist pfi kaZdém kroku ztrojnasobuje atd. az zdevitinasobuje, a takto lze
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postupovat libovolng ,daleko“. Je zde vSak ,néco za néco“: k vétsi pfesnosti stali
méné kroki, ale kaZdy krok je pocetné ,niroénéjsi“. Proto maji tyto algoritmy ,hodné&
vysokého Fadu“ vyznam spiSe teoreticky. Je vSak patrné na misté pro ilustraci popsat
napf. jeden efektivni kvarticky algoritmus, ktery objevili J. a P. Borweinové r. 1985:
polozme ag = 6 — 4v/2 a yo = v/2 — 1. Déle definujme itera¢ni schéma

1yl
yn+1 - 1+(1 "‘y%)l/4’

ap+1:=(1+ y;11+1)aﬂ =223y 1 (L + ynr +0240).
Lze dokazat, Ze {a, } konverguje k 1/ kvarticky a Ze pro viechna n € N plati (srv. [7])
0<ap—1/t<16-4me 24",

Poznamenejme jesté, Ze hlub3i rozvinuti teorie, kterou nastinil KARL GUSTAV JACOB
JAacoBr (1804-1851) r. 1829, umoZnilo Borweinim konstruovat algoritmy v ramci
teorie, v niZ je popsany Brentiiv a Salamintiv algoritmus specidlnim pfipadem.
Moderni metody vypoé&tu. Nezli popiSeme, jak se rekordy ve vypoétu rozvoji
vytvaieji, pfipomeneme si je§té jeden pomérné stary matematicky vysledek: SRINIVASA
RAMANUJAN (1887-1920) publikoval r. 1914 &lanek [32], ve kterém studoval otdzky
vztahu eliptickych integrali a n. Dokazal rovnost

1 V8 & (4n)!(1103 + 26390n)
x 9801 ; (n1)? (396)" (7)

a nékteré dalsi, objevené patrné kolem r. 1910. Poznamenejme, Ze pfi¢tenim n-tého
¢lenu fady (7) k soudtu predchazejicich &leni se ziskd daldich 9 platnych mist 1/x.
Ramanujanovy price o n se vaZi k jeho vySetfovani tzv. modularnich rovnic. Zhruba
fe€eno jde o teorii rovnic, ve kterych vystupuje neznidm4 funkce f proménné z spolus f
»v promé&nné“ z2, z% atd. Nejvy3si exponent je pak Fad piislusné modularni rovnice.
Brent-Salaminiv algoritmus souvisi s rovnici

(1+412)- f(z®) = f(4z/(1 + z)?)

pro neznamou funkci f, jejiz feSeni ve tvaru

2y _ (20 fz\2n
=% (7))
nalezl na zékladé velkého poétu numerickych experimenti s hypergeometrickou fadou
jiz Gauss. VSimnéme si vyskytu kombina&niho &isla v fad&: s podobnymi fadami, obsa-
hujicimi tato kombinaéni &isla, se je$té setkdme. (Podrobngjsi vyklad o Ramanujanovi
a C4sti matematiky, kterou se do své pfed€asné smrti zabyval, 1ze nalézt spolu s dalsimi
odkazy napf. v [16].)
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»Tabulky rekordd“ ve vypoctu rozvoje m od konce druhé svétové vélky ilustruji
zejména pokrok vypodetni techniky. Zminime se pouze o ENIACu v r. 1949 (2037 mist
pomoci Machinova vzorce), o prolomeni hranice milionu mist r. 1973 a o faktu, ze od
r. 1986 kazdy zapis obsahuje jména YASUMASA KANADA nebo DAVID a GREGORY
CHUDNOVSKY. Oba posledné jmenovani uZivali vzorce ,Ramanujanova typu“, ktery
objevili a ktery dava pfi¢tenim dalsiho ¢lenu navic 14 platnych mist:

1_ Z )™(6n)! (13591409 + 545140134n)
n 53360\/64032 3n' (n!)® (8 - 100100025 - 327843840)"

122:( 1)" (6n) '(13591409+545140134n)
3n' ) (n!)3 (640320)3+3/2

Prvni z vyjadfeni se 1épe hodi pro numerické vypoéty; srovnejte se (7).

Jaky je souCasny rekord? Dne 3.8.1997 byl dokonéenim tfetiho kontrolniho a opti-
malizovaného vypoctu, ktery trval néco pres 25 hod., vytvoren svétovy rekord v délce
desetinného rozvoje n spoltenim jeho 51539600000 desetinnych mist. Spoéetl je
japonsky matematik Kanada, tentokrat spolu s DAISUKE TAKAHASHIM v Tokiu;
oznameni je na siti, viz [23].

Ukazuje se, Ze pro poéitatové vypolty lze téZ pouZit algoritmy Brent-Salaminova
typu; pii poslednim rekordnim vypoétu (23], kdy bylo ve skute¢nosti spoéteno o néco
vice platnych mist (3 - 234) pomoci Brent-Salaminova algoritmu, byl ke srovnavaci
kontrole pouZit ,borweinovsky“ kvarticky algoritmus. Abychom ocenili kvalitativni
skok, uvedme srovnani: algoritmus vypodtu pouZity v r. 1973 k pfekonani ,milionové
hranice“ by i pfi stondsobné vétsi rychlosti poéitae potifeboval k uréeni miliardy mist
asi 25 let®). Na skoku se podileji tedy nejen vy%3i rychlosti po&itact, ale i popsané
iteralni algoritmy a také efektivni metody nasobeni zaloZené na rychlé Fourierové
transformaci (FFT).

Normalni &isla. R. 1909 zavedl EMILE BOREL (1871-1956) pojem normdiniho redl-
ného Cisla, ktery souvisi s frekvenci vyskytu é&islic 0,1,...,(9 — 1) v rozvoji &isla
z € R pti zdkladu g € N\ {1}. Redlné &islo z je normdlni pfi zdkladu g, jestlize se
v jeho g-adickém rozvoji vyskytuji vSechny ¢éislice i skupiny d&islic ,stejné Casto“.
Presnéji: €islo £ € R se nazyva normdini pii zdkladu g, jestlize pro kazdy fetézec
s = (a1az2a3 . . .ap,) dislic a, o délce m plati

N 1
lim —(s,n) = —,
n—00 n qgm
pfiCemz N(s,n) je podet vyskytl Fetdzce s v Fetézci (aiaz...an) z vyjadieni Cisla
z = (a1a2a3...),. Cislo z € R je normdlni, je-li normélni pfi kazdém zékladu g. Borel

3) Jde o vypocet provedeny v r. 1973 Bouyerem a Guilloudem; srv. [13].
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dokézal, Ze mnoZina vSech realnych éisel, kterd nejsou normalni, ma nulovou Lebes-
gueovu miru. Poznamenejme, ze napf. &islo (diikaz podal D. G. CHAMPERNOWNE)

0,123456789101112131415161718192021 ... (8)

je normalni p#i zdkladu 10, srv. [37]; explicitni pfiklad normélniho &isla neni dosud
znam.

Rekordni vypodty n jsou proto zpravidla doprovizeny tabulkami éetnosti vyskytu
jednotlivych éislic a skupin d&islic (d&lava se i tzv. pocker-test, spocivajici ve zkoumani
frekvence vyskytu dvojic, trojic, ..., tj. ,pockerovych skupin“). Pfitom napf. Fetézec
0123456789 se v rozvoji vyskytne poprvé, napoéteme-li vice nez 17 miliard mist?),
a pro Fetézec 27182818284, kterym zaéina rozvoj isla e, potfebujeme k objeveni jeho
prvniho vyskytu v rozvoji n vice nez 45 miliard mist. Frekvence vyskytu &islic viak
ani pfi vypoétech s vysokou presnosti nevykazuje abnormalitu vici pfedpoklddanému
pravdépodobnostnimu rozdéleni; napf. na prvnich 10 milionech mist se jednotlivé
&islice 0,1,...,9 vyskytuji v poétech: 999440, 999 333, 1000306, 999964, 1001 093,
1000466, 999337, 1000207, 999814 a 1000040; viz [37], s. 67. Také zvefejnéné
vysledky posledniho rekordniho pokusu [23] nevykazuji Zddnou anomalii.

Pravdépodobnostni interpretace. Z geometrické pravdépodobnosti vyplyva, zZe
volime-li ndhodné bod ve &tverci o délce strany 2, pak je pravdépodobnost, Ze jeho
vzdalenost od stfedu &tverce je nejvyde 1, rovna n/4. Mnohem zajimavéjsi je pomérné
znamy pokus, umoziiujici ,experimentalni“ urceni n. JestliZe ndhodn& hazime jehlu
o délce L na vodorovnou rovinu, na niz je dina soustava nekonené mnoha navza-
jem rovnobéZnych p¥imek, z nichz kazdé dvé sousedni maji vzdalenost a > L, pak
pravdépodobnost, Ze jehla bude ,protinat“ jednu z pfimek, je

" Llcosp|dp _ 2L
0 a 2t ma’

Tento vysledek uréil GEORGES Louis LECLERC, COMTE DE BUFFON (1707-1788).
Vysledek lze i zajimavé zobecnit; viz [34]. V [18] se pfipisuje idea vyuZit k urceni n
experiment s jehlou R. WoLFovIr. 1850. Poznamenejme, Ze idajné LAZZERINI r. 1901
na zdkladé 31 080 opakovani pokusu ziskal hodnotu n s pfesnosti na 5 desetinnych mist.
Dokumentovanych pokusii tohoto typu je vice; dnes mame moZnost je modelovat na
pocitacich. V r. 1985 byl v &asopise Scientific American popsan program tohoto typu,
ktery vzbudil velikou pozornost &tenafti. Pfi asi 40000 pokusech ziskavali étenafi n
s chybou aZ na tfetim desetinném misté.

Nezli pokrodime déile, poznamenejme, Ze LEONHARD EULER (1707-1783) r. 1736

odvodil vzorec
2 X1
5= Z =
n=1

*) Zde se objevuje zajimava souvislost s intuicionistickou matematikou; srv. [39]. (Doplnéno
pfi korektufe.)
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Rada vpravo konverguje rychleji nez fada (2), avSak ani toto vyjadfeni se pro prakticky
vypocet n nehodi. Soudet této fady, resp. jeho pievracend hodnota, se objevuje ve velmi
zajimavych souvislostech.

Rikime, Ze bod v roviné je viditelny z poéatku, pokud uvniti tsetky, kterd ho

spojuje s poCatkem, nelezi zidny miiZzovy bod, tj. bod s obéma celoéiselnymi sou-
Fadnicemi. Pak lze jeden méné znadmy vysledek popsat takto: jestlize volime v roving
nédhodné miiZovy bod, pak pravdépodobnost, Ze je vid&t z polatku, je rovna 6/n2.
V jiné formulaci lze ¥ici, Ze pravdépodobnost, Ze ndhodné vybrand dvé celd &isla jsou
nesoudélné, je 6/n2. A jesté jeden pfibuzny vysledek: pro pravdépodobnost P(z), Ze
nihodné vybrané pfirozené €islo n < z neni délitelné &tvercem né&jakého prvodisla, je
P(z) = 6z/n% + O(y/x); viz [18).
Jiné algoritmy. Daliim, z teoretického hlediska velmi zajimavym algoritmem je
zvlastni ,tabulkovy“ postup, pochéazejici z r. 1990. Jde o tzv. ,spigot“ algoritmus
STANLEYE D. RABINOWITZE a STANA WAGONA, vyloZeny v ¢&lanku [31])%). Tento
algoritmus je pomaly, aviak nepouZivd Zddné operace v pohyblivé édrce. Zékladem je
nésledujici pozorovani:

"‘3+110( 1 (4+110(1+ 1 w(5+))))-

167 110, ig»---)- V jinych bézich lze dostat zajimava

rozv03evba.21 =(1,% %)
1

e=1+%(1+§(1+§(1+%(1+---)))).

O takovych bézich (ne o vSech!) lze dokizat Fadu tvrzeni, jako napf. o existenci
a jednoznalnosti vyjadieni apod. Podstata spigot algoritmu je v pfevodu vyjadfeni n

Toto je vyjadieni v bazi b = (&
vyjadfeni, napf. ,periodicky

v jedné specialni bzi ¢ = (3,2,3,4,...) do béze b. Je totiz
(n!)Z2n+1
= ~ - 9
T ng @n+ 1)1 ©)

coz je specidlni pfipad Fady, se kterou jsme se jiz setkali. Ze vzorce (9) plynou rovnosti

1 1 2 123 12 3 4
2Zm (1+3+35+3°5 735790 )"

=2+%(2+§(2+;(2+§(2+“')))),

kden!!=1:3-5---n pro lichd n € N. Vidime, Ze t ma v bazi ¢ ,periodicky rozvoj“,
tj. plati = =(2,222...).. Pfevod do baze b se realizuje pomoci tabulky, kterd je
grafickym zdpisem spigot algoritmu. Algoritmem lze poéitat rozvoj pfi libovolném
zékladu g; srv. [7]. Poznamenejme, Ze vyjadfeni v bazi d je jednozna¢né, nikoli viak
v bazi c¢; podobné algoritmus pro vypocet e je jednodussi nez pro .

5) Velky anglicko-Cesky slovnik (K. Heis—B. Hodek) uvadi pod heslem spigot vyznamy:
1 kolikovd zdtka do priduchu sudu; ¢ep; 2 AM pipa; kohoutek atd. Volba ndzvu je v &lanku [31]
objasnéna.
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Vypoéet individudlnich &islic. Jeden z nejpiekvapivéjSich vysledki se objevil
v préci [4]. Algoritmus, mySlenka apod. se ¢asto oznaduji BBP podle autort, jimiz
~ jsou DAVID BAILEY, Peter Borwein a SIMON PLOUFFE; vysledek je ze srpna r. 1995.
Je zaloZen na vzorci

21

4 2 1 1
=S = - - - . 1
T len(snﬂ 8n+4 8n+5 8n+6) (10)

n=0

Tento vzorec umoziuje snadno ziskat €islici na n-tém misté rozvoje n v Sestndctkové
soustaveé, avSak bez pocitdni éislic ji pfedchdzejicich. Zde je jesté jednodussi vzorecek
tohoto typu, ktery je pfevzat z &lanku [2]:

o0
& (-, 2 2 1
"’é an (4n+1+4n+2+4n+3)'

Tam lze nalézt postup, jak takovy vzorec pomoci programu Mathematica verifikovat.
Vsimnéme si trochu bliZze charakteru podobnych vzorct. Vzorcim

oo (o<} oo
11 1 2/3 9 11
log2=3 gr 082=D Gpir % L W

fikame jednoclenné, nebot obsahuji vzdy jednu pfevracenou hodnotu linedrniho ¢lenu
(»v n*). Prvni fada v (11) se dostane dosazenim z = 1 do Taylorova rozvoje funkce
log(1 — z) o stfedu 0 a je to ,dvojkovy rozvoj“. Druha fada je ,devitkovy rozvoj“
a vznikne dosazenim z = } do Taylorova rozvoje funkce log((1 + z)/(1 — z)) o stfedu 0
a tieti 1ze opét odvodit z Taylorova rozvoje.

BBP vzorec (10) je tedy &tyi¢lenny a jde ,,0 estnactkovy rozvoj“. UkaZme si nejprve,
jak ho lze dokazat; viz napf. [7]. Pro k = 1,...,8 plati rovnosti

1/V2 k-1 1/vV2 & bo148 1 & 1
/0 —l_xsdx:/o Z:c dz:zk/27§)16"(8n+k)’

n=0

takZe vyraz v (10) vpravo lze upravit na tvar

/1/‘/5 4y/2 — 823 — 4/22* — 825 e
1]

1-—2z8

Provedeme-li linedrni substituci y = v/2z a rozloZime-li vysledek na parcialni zlomky,
dostaneme

1 1 1
16y — 16 / 4y / 4y — 8
dy = ——dy - ————dy =n.
/o Voot dy—47 " oy 27 T )y o2 YT
Nezli postup okomentujeme, v§imnéme si, jak lze k vysledku dospét pomoci programu

Mathematica. Z4pisu lze porozumét i bez znalosti tohoto programu. Polozime-li (imi-
tujeme zde zapisem vystup z programu Mathematica)
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flk_]:=Sum[1/16"n(8n+k),{n,0,Infinity}]

glk_]:=2"(k/2)Integrate[Sum[z~ (k-1+8n),{n,0,Infinity}],
{z,0,1/8qrt[2]}]

h(k_]:=2"(k/2)Sum[Integrate[z~ (k-1+8n),{z,0,1/Sqrt[2]}],
{n,0,Infinity}],

je £[k_]=glk_J=h[k_]. Druhd rovnost plyne z moZznosti zameénit pofadi souétu fady
a integrélu, prvni ziskdme integraci:

27 (k/2)*Integrate[z~ (k-1+8n),z]/.2z->1/Sqrt [2]//Simplify

4n
2 (k+8n)

Pro posledni ¢ast vypoltu se pouzije specidlni soubor programi SymbolicSum.
Piikaz PowerEzpand umozni Gpravu logaritmd, které posléze z vyjadfeni vymizi:

Needs["Algebra‘SymbolicSum‘"]
Simplify[PowerExpand[4g[1]-2g[4]-g[5]-g[6]]
Pi

"Tim se dospéje ke vzorci (10). Zbyva popsat cestu, jak z (10) ziskat ,&islice rozvoje
v Sestndctkové soustavé”, a odpovédét na otdzku, jak na to mohli autofi pfijit. Pfedné:
popiSeme postup jen pro jediny v detailu probirany pfipad BBP algoritmu a pak se
pokusime ¢tenéfi pFibliZit problematiku s trochou nadhledu; odtud bude zfejmé;jsi, jak
1ze takové véci objevit.

Vypocet ¢&islic rozvoje z BBP. Pfipomefime znovu, ze v (10) jde o ,&tyi¢lenny
Sestnactkovy rozvoj“, a popidme princip pfevodu prvniho ze ¢tyf €lent v (10), tj. €lenu

= 4
S1= ; 16"(8n + 1)

Mame-li nalézt k-tou d&islici Sestndctkového rozvoje ¢isla S; nebo jesté daliich pét
éislic za ni nasledujicich, rozdélime pfedevsim ,nekoneény soucet” pro S; néasobeny
&islem 16* na dva s&tance

K 4.16Fn i 4-16Fn

n=0 8n +1 n=k+1

(12)

U prvniho souétu lze &itatele zlomki nahradit mensimi &isly 4 - 165~ mod(8n + 1),
ktera se snadno pocitaji; vypocet téchto ¢isel je zaloZen na algoritmu, ktery lze podle
DoONALDA KNUTHA stopovat alespohr do doby cca 200 pied n.l.; srv. [4]. Po uréeni
né&kolika ¢islic lomené &4sti tohoto koneéného souétu (potiebujeme napf. jedno nebo
Sest platnych mist) staéi je$té urcit jednu (nebo Sest) €islic lomené ¢asti druhého ¢lenu
v (12), av8ak jiz jen pro konetny pocet n&kolika prvnich ,vét¥ich“ s¢itanci. V [4]
je schematicky popsin pouZitelny program; dal$i podrobnosti o tom, jak lze takovy
yextraktor &slic“ vytvofit pomoci programu Mathematica, jsou uvedeny v [1].

230 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro&nik 43 (1998), &. 3



Experimentdlni matematika? Pfipomehime, Ze v matematice se v ,objevovaci
fazi“ pii feSeni problému vzdy experimentovalo. Experimentoval napf. CHRISTIAN
HUYGENS (1629-1695) a jeho pokusy vedly pozdéji k Rombergové metodé pro vypocet
integrald; viz [37], s. 67. Také ISAACA NEWTONA (1642-1727) dovedly k binomické
fad& experimenty; viz [19], s. 79. Eulerovy vysledky o fadéich, at konvergentnich &i
divergentnich, mély mnohdy charakter experimentovini a mnoha jeho tvrzeni byla
dokazéna pozdgji. Jeho pfedstavy o (mocninnych) fadich vedly k mnoha objevim
z oblasti séitacich metod, az posléze ke s¢itacim metodam ,fungujicim“ v tzv. Mittag-
-Lefflerové hvézdé. V pfedchozim textu jsme okrajové pfipomnéli Gaussovo experi-
mentovani s hypergeometrickou fadou; to je pfitom pouze nékolik vybranych piikladd
z oblasti analyzy.

Pfechod k poéitadovym ezperimentim je proto naprosto pfirozeny. Pfipomeinme
,CtyFi barvy“ & stdle vice se uplatiujici CAS (to je Casto uZivand zkratka pro
Computer Algebra System, doslovny pfeklad terminu je vSak zavadé&jici), které se
neustéle zdokonaluji. K ilustraci moznosti si vyptijéime pfiklad z [6]. V dubnu r. 1993
zatatecnik, mlady student University of Waterloo ENRICO AU-YEUNG, upozornil na
fakt, Ze pocitafové experimenty naznacuji, Ze Cisla

A:=§:(1+%+---+%)2J‘"2 a %(=17‘7<(4))
i=1

si jsou rovna. Podezfeni na moZnou rovnost bylo zaloZeno na souétu pil milionu
¢lenti®). Prekvapivé se ukazalo, Ze k rovnosti téchto &sel doch4zi s pfesnosti na
30 desetinnych mist, a jak bylo pozdé&ji spo¢teno, dokonce na 100 desetinnych mist.
Zda opravdu plati rovnost, je mozno s vysokou pravdépodobnosti rozhodnout pomoci
tzv. PSLQ algoritmu; srv. [6] a [3]7).

Tento algoritmus vyvinul v r. 1991 HELAMAN R. P. FERGUSON k rozpoznavani

celodiselnych identit; viz téZ [5]. Zhruba feeno, je-li dan vektor x = (1, z2,...,Tn)
redlnych Cisel, pak fikdme, Ze x vyhovuje celoCiselné relaci, existuje-li netrividlni
linedrni kombinace a1z; + aszs + -+ + anT, s celoiselnymi koeficienty ay,...,an,

ktera je rovna 0. Pokud jsou dany sloZky x s ,dostatecnou piesnosti“, algoritmus
je schopen takovou celodiselnou relaci s vysokou pravd&podobnosti vyhledat, nebo
nalézt meze, ve kterych takovd kombinace neeristuje. Dnes je znadma zjednoduSend
verze puvodniho algoritmu, umoziujici rozsifeni na obor komplexnich ¢&isel. Uvedme
piiklady: oznaéime-li

oo

((s):= 30", s e (1,00),

n=1

oo

1 1\m

S(m,n):=2(1+§+---+3) G+D)™, m21, n22
i=1

) Jiz Euler v korespondenci uvadi n&které vztahy podobnych souétii a funkce ¢, takze
alespoii do jisté miry nejde o zcela ,z nebe spadlou” domnénku.

") Tento text podle recenze obsahuje popis PSLQ a historicky komenta¥; nebyl autorim
k dispozici.
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byly timto postupem ,experimentdlné“ ziskany pfiblizné rovnosti
y

S@2) % 3+ 200 = DX 53,2~ D) + (@),

Prvni byla pozdéji dokizana, takZe = lze nahradit rovnosti, druha byla v dobé& vzniku
¢lanku [15] (1995) stéle jen hypotézou. Poznamenejme, Ze prvni rovnost zarovei doka-
zuje Au-Yeungovu domnénku, nebot z rovnosti pro S(2,2) lze jednoduchou tpravou
obdrZet vztah A a soultl fad, které znal jiz Euler®).

Vratime-li se ke vzorci (10), lze timto postupem zkoumat otizku, zda plati pro
néjaka racionalni &isla ao, ..., a7 rovnost

_ 1 ap a a ar )
n_§16"(8n+8n+1+8n+2+ et/

coz po ,snadné ndmaze“ pomoci PSLQ algoritmu vedlo k (10). Jak jsme jiz vidéli,
formuli, pokud ji jiZ zndme, neni obtiZzné dokazat. Vzorce podobného typu (maji ana-
logickou strukturu) byly stejnym postupem nalezeny i pro n2, log?(2) atp.; podrobn&ji
viz [4].

Jak vypada ,negativni vysledek“? Je znamo, Ze plati

<<2>=3§;("2(25))_1’ w=35e(2(7))
w25 (2)"

coZ pfirozené vedlo nékteré matematiky k domnénce, Ze by mohla byt hodnota

=<0 /e (2(7))

raciondlni, eventualné algebraické éislo. Pokud v8ak tomu tak opravdu je a zs je
kofenem algebraické rovnice s celodiselnymi koeficienty stupné nejvyse 25, pak (eukli-
dovsk4) norma, vektoru jeho koeficienttt musi byt vétsi nez 2 x 10%7!

M4 to smysl? Casto se jako piiklad uvadi, Ze znalost n s pfesnosti na 40 desetinnych
mist sta¢i ke spocteni délky Mlé¢né drahy s presnosti vétsi, nez je rozmér protonu.
Presto presnéjsi urleni n neni zcela samoudelné. Jiz jsme se zminili o Shanksové
chybé ve vypodtu (mimochodem, vénoval mu 20 let svého Zivota). Vznik podezfeni na
anomaAlii vedl k odhaleni chyby. V dnesni dobé se algoritmi pro vypocet hodnoty n
na mnoho desetinnych mist uZiva k testovani integrity softwaru a hardwaru apod.;
srv. [18], s. 150. Napf. r. 1986 tak byla odhalena chyba konstrukce prototypu pocitace
Cray-2.

8) Tento vysledek byl ve skute¢nosti jen znovuobjeven, v &lanku [18] je pfipisovan
H. F. Sandhamovi.
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Zvy3ovéani piesnosti vypoctu n stimuluje také vyvoj numerickych metod: souvisi
s nim pfimo i objeveni FFT, konstrukce rychlych algoritmt uZite¢nych pro vysoce
ptesny vypodet celych t¥id konstant a je jednim z faktora intenzivniho studia vypo&etni
slozitosti a dalgich otazek; viz [7], s. 55.

Nejnové&jsi vysledky. Neddvno VICTOR ADAMCHIK a Stan Wagon ukazali v [1],
Ze vzorec (10) je specidlnim pifipadem (netrividlni) jednoparametrické formule, kde
parametr probih4 vSechna redlna i dokonce komplexni ¢&isla, a pro nulovou hodnotu
parametru dostaneme pravé (10). Jejich vyklad poodhaluje tajemstvi, jak se lze s pro-
gramem Mathematica dobrat ke vzorcim podobného typu. Tak je mozné napft. ziskat

rovnost
oo

447 3r r—4 T
“‘§(4n+1 By TRE e Rt rewy
platnou pro vSechna reilné r. Tato jednoparametrickd formule dava jakozto specidlni

pfipad pro r = 0 Leibnizovu fadu ze vztahu (2). Ke dni 21. 1. 1997 FABRICE BELLARD
umistil na sit ozndmeni [9] o jiném podobném vzorci:

n_l“(-n"( 2% 1 N 28

—26n=0 210n 4n+1 4n+3 10n+1
26 22 22 + 1 )
10n+3 10n+5 10n+7 10n+9/°

Tato formule umoZziuje urdeni n-té &islice bindrniho rozvoje ¢isla n o cca 43 % rychleji
nez (10). Autor tyto vzorce odvozuje ze vzorci Machinova typu pomoci rozvoji
v fadu. K 22.9.1997 pak zvefejnil rekord: 10*2-t4 &islice bindrniho rozvoje w je ‘1’;
viz [9]. Neni jiz patrné t&Zké si pfedstavit, Ze lze takto ziskivat n-té &islice dvojkového,
Etyfkového a Sestnactkového rozvoje n. Vznikd problém, zda lze analogicky ziskavat
Cislice dekadického rozvoje. Plouffe zvefejnil na siti k 30.11.1996 postup, kterym lze
ziskat bez poé&itani predchozich &islic n-tou &islici dekadického rozvoje . Vychodiskem
je pro néj vzorec
3 i 2n (2")_1
n+3= n ;
n=1 n
srv. [12], s. 385. Piisludny ,extraktor® &islic umoZzhuje vypodet n-té &islice rozvoje pti
libovolné bézi (feSeni neni specifické pro dekadické vyjadreni). Tento postup je viak
zajimavy spiSe teoreticky neZ prakticky. Poznamenejme, Ze se nic netvrdi o neexistenci
nebo existenci ,lepSiho“ postupu. Vadou na krise je totiz fakt, Ze zatimco BBP
algoritmus je ¢asové neniroény, nebot na vypodet n-tého mista rozvoje potfebujeme
O(nlogn) &asu, Plouffeho algoritmus (po Bellardové zlepseni) potiebuje O(n?) &asu;
viz [30]. Problém existence jednodus3iho algoritmu je stile otevien. Souvisi s moznosti

o0
vyjadieni n ve tvaru Y (P(n)/Q(n))10~™, kde P, Q jsou polynomy s koeficienty ze Z.
n=0
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Naroénost vypodétu. Panuje domnénka, Ze vypocet ¢islice na n-tém misté rozvoje
neni ve skutec¢nosti snazsi nez vypocet vSech prvnich n ¢&islic. Soudi se, Ze z hlediska
vypocetni slozZitosti to je velmi pravdépodobné, i kdyz to bude velmi obtizné dokazat;
srovnej s ivodni &asti [4]. Algoritmus BBP je tak srovnatelny s nejlep$imi algoritmy pro
vypocet wt a jinych tzv. polylogaritmickych konstant. Ty souviseji s funkci definovanou
pro |z| < 1 vztahem

(&) zn
Lm(Z) = Z n—m
n=1

BBP algoritmus je typu ,O(n) v ¢ase a O(logn) v poZadavcich na pamét“. Staci tedy
mit nepfili§ vykonnou pracovni stanici a neni tieba implementovat specidlni aritmetiku
(s libovolnou pfesnosti); srv. [4].

Uvedme nékolik zdkladnich fakt, i kdyZ jen v informativni roving. PouZijeme toto
oznadeni: t¥ida SC zna&i moZnost vypoétu n-tého mista v n®1) Zase a pii uziti
logo(l) (n) ,pamétového prostoru“. T¥ida SC* je trochu odli3na: z4da se polynomialné
logaritmicky prostor a skoro line4rni ¢as ve smyslu O(nlogo(l)(n)). Neni zndmo, zda
déleni ¢ zména bize je moZznd v SC a v SC* se to nevi dokonce ani o nésobeni.
Algoritmus a metoda BBP ukazuji, Ze © ve dvojkové bdzi lezi v SC*, nebot celoéiselné
linearni kombinace prvki (v téze bazi g) z SC* lezi v SC* a v SC* leZi viechna z € R
vyjadfitelna ve tvaru

— 1
= —’

,; P(n)ge®
kde P je polynom ,v n“ s koeficienty ze Z a c € Z. Kromé = lezi ve t¥idé SC* (ve
dvojkové soustavé) napt. 2, log?(2) a log(k), a to pro k € {1,2,...,22}. Je zajimavé,
Ze autofi v dobé vzniku [4] nevédéli dokonce ani to, zda log(23) lezi alespoii v SC.
V desitkové soustavé jsou zatim vysledky podstatné horsi. Podle tabulky, kterou
vystavuje na siti Plouffe na adrese [30], v dvojkové soustavé lezi vzhledem k vypoétu
n-tého mista v Case w, n? i log?2 ve t¥id& O(nlogn), ale analogicky vysledek pro
desitkovou soustavu zatim ,umistuje n a n2 do O(n?) a o log2 neni v tomto sméru
dosud nic zndmo. Dal3i oteviené problémy lze nalézt napi. v [4] na konci ¢lanku.

Otevieny konec? Snazili jsme se ukdzat, Ze experimentovani neni v matematice
novou véci, ackoliv moznost uzivat poéitace tuto skutecnost dramaticky meéni: mate-
matika se stale vice ,experimentalizuje“.

PopiSme jesté jeden konkrétni ,,matematicky experiment”, ktery by byl bez pocitaci
prakticky neproveditelny: jeho smysl neni v dokdzani ¢ vyvraceni domnénky, ale
spie v ukdzani v jednom ¢éi druhém sméru. Jiz jsme se zminili o Champernowneové
Cisle (8); krom& né&j neni explicitni pfiklad v matematice se ,pfirozené“ vyskytujiciho
normalniho &fsla o jednom zékladu zndm?).

9) J. G. CHAITIN normaélni ¢islo konstruuje pomoci metod teorie pravdépodobnosti a zto-
toznéni celych &isel s bindrnimi fetézci reprezentujicimi Turingiv stroj; viz [15].
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Autofi [15] si polozili tyto dv& otdzky: (1) Jsou vSechna algebraickd iracionalni
&sla normalni v dekadické soustavé? a (2) Musi mit vSechna tato &isla stejnomérné
rozlozené &islice? Provéfili dekadické rozvoje druhych a tfetich odmocnin'®) o délce
10000 mist pfirozenych €éisel od 1 aZz do 1000 a podrobili je statistickym testim.
Vysledek byl trochu zarazejici: asymptotickd rovnomérnost rozlozeni ¢islic v rozvoji
byla lepsi, nez vyplyva z teoretickych Gvah. Proto provedli druhy pokus s délkou 20 000
mist a odchylka od teoretickych ivah se zmenSila natolik, Ze pfestala byt zajimavou.
Autofi podrobné popisuji testy, které byly pouZity, napf. i ke zjist&€ni spolehlivosti
implementovanych CAS, nenasli v8ak Zddny diikaz proti domnénce o normalité ¢isel
z uvazované tiidy. A tak domnénka zistala domnénkou, byt moZna ,pravdépodob-
néjsi“.

Zavér? Ezperimentdlni matematika je ta édst matematiky, kterd se zabyjvd v rdmci
matematické komunity zpFistupriovdnim a popularizaci chdpdni matematickyjch ideji
s vyuZitim ezperimentdiniho zkoumdni (...) domnének, nedokdzaniyjch plauzibilnich
turzeni a peclivou analyzou nahromadénych dat (definice z [15]). Experimentalni
matematika Zije a je nutno s ni reidlné pocitat, nebot prokazuje nalézanim novych
cennych vysledkd svoji uZiteénost. A pokud jde o éislo n, ukazuje se, jak oSidné by
bylo pfedéasné uzavirat zdanlivé ,mrtvou“ problematiku. K zajimavym vysledkim
Ize dospét i v problematice staré nékolik tisicileti.
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