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O rieSeni niektorych nerozhodnutelnych
topologickych problémov

W. W. Comfort, Middletown, USA

1. Uvod

Dovolte, aby som sa vam podakoval za milé privitanie a prihovor. Takisto dakujem
Paulovi Meyerovi z organjzacného vyboru za pozvanie. Je pre mila poteSenim a cfou
prednasat na tejto Akadémii.

Chcel by som popisat niekolko axiém znamych z literatiry a niektoré problémy,
ktoré boli pomocou tychto axidém vyrieSené alebo rozhodnuté. Som viak predovietkym
topoldg a nie logik alebo mnoZinovy teoretik. Domnievam sa, Ze vds zaujmem a moZno
i pobavim uvahami na tému: Axidmy ako dopravny prostriedok na priblizenie sa
k topologickym problémom. Axidmy, o ktorych budem hovorit, sa navzajom liSia
a sluzia réznym (niekedy dokonca protichodnym) ciclom. Hned na zagiatku vas chcem
upozornif, Ze ani jednu z nich nemienim odporucéat ako najvyhovujicejSiu Tudskym

W. WIsTAR COMFORT: Deciding some undecidable topological statements. Annals of the New York
Academy of Sciences, Vol. 321 (1979) — Papers in Mathematics, pp. 9—26. Prelozil PETER VOITAS.
© The New York Academy of Sciences 1979.
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danostiam. Ako to uZ byva s mnohymi rozhodnutiami v na§om Zivote, m6Zeme podla
réznych hladisk dospief k odlisnym optimdlnym rozhodnutiam. Je tu dost miesta i pre
osobny vkus. Niekedy matematik zisti, Ze pre neho axiéma, ktort predtym bez vyhrady
pouZival, stratila svoju doterajSiu pritazlivosf. Ak ju potom zavrhne v prospech inej,
nestraca tym ni¢ ani spoloéensky, ani profesionalne.

Samotnu vedecku pricu vaéSiny modernych matematikov neovplyviiuje, ale ani ne-
urluje Ziadna koherentna filozofia zahriiujtica svet, ktory obyvame, ba ani pravidla hry,
ktoré su rozumné a prijatelné. Sme ochotni prijat nové axidomy tak ako prileZitostnu
obchodnii objedndvku a pocit straty zo starych axiom nebyva vaési, neZ ho mame rano
z ponoziek, ktoré sme vlera vecer zvliekli.

Samozrejme, si prominentni matematici, ktori veImi dbaju na schémy axiom a po-
volené odvodzovacie pravidla. V tejto stvisloti si €lovek bezprostredne spomenie na
Erretta Bishopa ([3]), ktory je ¢inny dodnes, a na L. E. J. Brouwera (1881 —1966).
Svoj znamy prinos k zdkladom algebraickej topoldgie ([10]) dosiahol Brouwer v kon-
texte vaZnych pochybnosti o legitimnosti niektorych vSeobecne prijimanych praktik
vratane dokazov pouZivajucich zdkon vyligeného tretieho ([8]). Brouwerove pochyb-
nosti o tychto veciach, aj ked v pokusnej a neuhladenej forme, sa objavili v jeho kariére
uz veImi skoro (pozri jeho doktorski dizertéciu [7]). Podla H. Freudenthala a A. Hey-
tinga ([37]) o niekolko rokov neskdr povedal: ,,... v svojej topologickej prici som sa
pokusal pouzivat postupy, od ktorych som ofakaval, Ze by sa dali urobit konstruktiv-
ne*. Vysoké ocenenie Brouwera a jeho historickej déleZitosti podal G. Kreisel ([57]).

Treba pripomeniit, Ze moderného logika alebo mnoZinového teoretika pri jeho vybere
axiom, s ktorymi bude pracovaf, nevedie vyluéne intuicia, ¢o je alebo by mala byt
pravda v nafom (fyzikdlnom) svete. Tak ako fyzici poslednych desafro&i boli nuteni
znovu a znovu pretvarat svoje myslenie tak, aby zodpovedalo principom, podla ktorych
sa riadi spravanie sa atdomov a kozmu, takisto sa musia matematici prispdsobovat no-
vému, neustalemu vyvoju.

Nie kazda otazka, ktora sa da sformulovat, da sa aj zodpovedat. Dne$ny mnoZinovy
teoretik v hladani zaujimavych axiom, ktoré determinuju alebo riefia fazké otdzky, nie
je odkdzany len na principy, ktoré su intuitivne alebo evidentne pravdivé. Zda sa, Ze
sme intuiciu do€asne opustili preto, lebo sme dontteni neddverovat jej. Ak zaujimava
axioma alebo princip rieSia alebo rozhoduji fazky problém, stavaju sa vzhladom na
tito schopnost vhodnymi pre dalSie vyuZitie a skimanie. Pokusme sa najprv porozu-
miet potrebe novych axiom.

2. Pravdiva a nerozhodnutelna?

Zacénem citaciou vety, ktorii mi zhruba pred dvoma desafrofiami povedal isty mate-
matik, ktorého si vdZim a reSpektujem. Citujem podla pamiti, ale veta sa mi vtedy zdala
taka pozoruhodnd, nepravdepodobnd, bizarnd a smie$na, Ze si myslim, Ze som si jej

znenie zapamatal doslovne: ,,Uvedomujem si, Ze Velkd Fermatova veta*) mobZe byt

*) V literatire sa tato veta ¢asto nazyva Posledna Fermatova veta. (Pozn. prekl.)
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nerozhodnutelnd; v tom pripade je vSak pravdiva“. V &ase tohoto rozhovoru som ne-
mohol podaf precizne a korektné definicie ani ,,nerozhodnuteInosti, ani ,,pravdi-
vosti“. Mal som ale pocit istoty, Ze viem toho dosf o obidvoch, aby som mohol byt
presvedCeny, Ze Ziadne tvrdenie nemdZe byt také i onaké. Ak sme nejaké tvrdenie uz
natolko preskumali, Ze ho mdZeme povaZovat za pravdivé, istotne nemdze byf toto
tvrdenie nerozhodnuteIné. Pokusme sa pochopif, preco bol mdj zmétok neopodstatneny
a predo je citovana veta celkom rozumna.

V histérii ndjdeme vela prikladov nasledujuceho javu. Nejaky matematik — povedz-
me Euklides ([34]) ako kompildtor, G. Peano ([77]), E. Zermelo ([104]) alebo A. A.
Fraenkel ([35, 36]) zostavili kratky zoznam axiém s umyslom opisat redlny svet, pri-
padne aritmetické vlastnosti prirodzenych ¢isiel, tedriu &isiel & nejaku ind podstatnu
Casf matematiky. Zo zaliatku bola v kazdom pripade nadej, alebo dokonca o¢akavanie,
Ze sa dokdZe, Ze navrhovany systém axiém je kategoricky, t.j. Ze kaZdé dva systémy
alebo modely spiiiajiice tieto axiémy buditi izomorfné v nejakom vhodnom zmysle.

Zasluhou prace K. Godela [40] teraz uZ chapeme, Ze takyto program nemdZe mat
uspech. Tedria J je netiplnd, ak existuje tvrdenie S také, Ze ani S ani negacia 1S sa
neda odvodif z danych axiém tedrie J.*) Druhd Gddelova veta o netplnosti tvrdi,
zhruba povedané, Ze kazda rekurzivna axiomatizdcia celych ¢isiel je netdplna. VSeobec-
nejSie, kaZdd neprotire€iva**), formdlne axiomatizovand tedria obsahujica celé &isla
a rekurzivne funkcie je netplna. Konkrétne, Godel spisal spoditateIne vela postupnosti
dokazov, ktoré mozu slizif ako dokaz alebo vyvratenie zmysluplného tvrdenia v zna-
mom systéme. Potom formuloval tvrdenie S, ktoré nie je rozhodnuté Ziadnym z tychto-
dokazov. Postup vytvorenia tvrdenia S je podobny, ale ovela komplikovanej$i ako Can-
torova diagonédlna metéda ([11]) pri dokaze nespocitateInosti realnych &isiel.

Vratme sa teraz k naSmu problému. Tvrdime, Ze isté prirodzené tvrdenia, medzi nimi
moZno Velkd Fermatova veta, mdZu byt sii¢asne nerozhodnuteIné aj pravdivé. (Ako
si pamitame, Velkd Fermatova veta je tvrdenie, Ze ak a, b, ¢, n sd kladné celé &isla
a n> 2, potom a" + b" % ¢".) Predpokladajme na chvilu, len kvéli vysvetleniu argu-
mentécie, Ze Velka Fermatova veta je skutodne nerozhodnuteInid. To by znamenalo,
Ze na zdklade pouzivanych axiém a vSeobecne prijatych pravidiel odvodzovania ne-
méZeme podaf jej dokaz a ani nemdZeme k nej skon$truovat protipriklad.

V kaZdom konkrétnom modeli je Velkd Fermatova veta bud pravdiv4, alebo neprav-
diva. V konkrétnom modeli to mdZeme rozhodnuf pouzitim trikov a technik, ktoré sa
v inych modeloch nedaju aplikovat (su dokonca bez zmyslu). Analyzujme ni3 bezny
model Z celych &isiel, ktory sa skladd z mnoZiny {0, +1, +£2, +3,. } spolu s aritmetic-
kymi operdciami ndm dobre zndmymi. NaStastie model Z ma tato vlastnost: Existuje
strojovy program, ktory najde kazdu $tvoricu k = {a, b, ¢, n) kladnych celych &isiel
taku, Ze n > 2 a a" + b" = ¢". (Napisat taky program je jednoduchou tlohou i pre
§tudenta zadiato€nika. Vyberieme jazyk vhodny na komunikiciu s poéitaom, ktory

*) V tom pripade hovorime, Ze tvrdenie S je nerozhodnuteIné v téorii 7. (Pozn. prekl.)

**) Teoria J je neprotiredivd, ak neobsahuje spor, t.j. ak neexistuje tvrdenie S také, e Sa ~1§
st dokézatelné v tedrii . Pojmy a oznadenia, ktoré v tomto ¢lanku nie sd definované, moze &itatel
ndjst v zdkladnych u&ebniciach matematickej logiky, tedrie mnoZin a topolégie. (Pozn. prekl.)
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pouzivame. Definujeme f(k) = a + b + ¢ + n, pre k ako vySsie. Potom pre m = 5,
6, ... zariadime, Ze pocitad vypiSe vietky Stvorice k = <a, b, ¢, n) také, Ze f(k) = m
a v kazdom pripade zisti, ¢i a" + b" = ¢". Nemusime Ziadat tla¢ kaZzdého neudspe$ného
pripadu, ale musime maf istotu, Ze kedykolvek poéita¢ najde k, pre ktoré plati rovnost,
bude nds o tom informovat.) A teraz argumentujeme nasledovne: Ak v naSom modeli
existuje protipriklad na Velkt Fermatovu vetu, tak ho niajdeme. Ak teda Velkd Ferma-
tova veta je nerozhodnutelna na zdklade axiom tedrie mnoZin, potom je pravdiva
v naSom modeli.*) A tak by sa mohlo staf, Ze by nejaké tvrdenie bolo sti¢asne nerozhod-
nutelné aj pravdivé.

Pre zd6raznehie poznamenavam explicitne, Ze zatial nie je zndme, ¢i Yelkd Fermatova
veta je rozhodnuteIna na ziklade Zermelovych-Fraenkelovych axiém tedérie mnoZin.
V kazdom pripade mdme konkrétne (kombinatorické) tvrdenia o celych &islach, ktoré
aj ked su pravdivé, nedaju sa rozhodnut v Zermelovom-Fraenkelovom systéme axiém
tedrie mnoZin. Podla nedavneho Matijaseviovho rieSenia desiateho Hilbertovho pro-

blému ([47]) existuje polyném P(x, ..., X;3) s celoCiselnymi koeficientami, pre ktory
plati:

(1) ak X, ..., X;3 st celé &isla, potom P(xo, ..., x;3) * 0,

ale vlastnost (1) sa neda v Zermelovom-Fraenkelovom systéme dokazat. (Historiu de-
siateho Hilbertovho problému a prispevkov M. Davisa, J. Robinsona a J. Matijasevita
k jeho rozrieSeniu podal Davis v pracach [27, 28] a pre laika pristupnym spdsobom
v préci [26]). Polyném P je prefikané zakédovanie istého nerozhodnuteIného tvrdenia.
Tvrdenie samo o sebe nebolo nikdy skimané a ako diofanticka rovnica je pre tedriu
Sisiel nezaujimavé. Naproti tomu J. Paris a L. Harrington ([76]) ukdzali, Ze isty veImi
prirodzeny vysledok koneénej kombinatoriky — jednoduché rozsirenie Ramseyovej
vety, je pravdivy, ale na zdklade obvyklych axiom Peanovej aritmetiky prvého radu
nedokazatelny.

3. Piaty Euklidov postulat

VY nadeji, Ze to objasni spominany fenomén, opiSem teraz jeho iny pripad — znamy
nam vietkym. Myslim tym vztah piateho Euklidovho postuldtu k prvym $tyrom. Aby
sme si to mierne zjednodusili, predpokladajme, Ze postuldt je v tvare, ktory prijal
Euklidov komentator Proclus a o nejakych trinast storo¢i neskdr $koétsky fyzik John
Playfair: Danym bodom mozZeme viest s danou priamkou prdve jednu rovnobezku.
Vdaka pracam N. I. Lobagevského ([66, 67]) a J. Bolyaiho ([5]) dnes uZ vieme, Ze tento
postuldt sa ned4a dokdzat z ostatnych. Je totiZ nepravdivy v istych Struktirach, ktoré si
modelmi ostatnych Styroch; si to tzv. neeuklidovské geometrie (napr. Kleinova hyper-
bolickd geometria ([54, 55])). Ci uZ svet, v ktorom Zijeme, je alebo nie je euklidovsky

*) Ak je Velkd Fermatova veta nerozhodnutelnd, existuje model M teérie mnozin, v ktorom je
pravdiva. N4§ bezny model Z celych &isiel je podiatoénym usekom modelu Z2® celych &isiel z hladiska
modelu M a operdcie s¢itanie a n-tej mocniny st na fiom rovnaké. (Pozn. prekl.)
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(vdaka Einsteinovi vieme, Ze nie je celkom taky, je mierne zakriveny), vy a ja azda mo-
Zeme stuhlasif s definiciou bodu a priamky, ktord je pre nas vzdjomne uspokojivd. Bod
je pre nds usporiadana trojica redlnych disiel P = <x, y, z). Majme dany bod P =
= (X, y, Z) a usporiadanu trojicu realnych &isiel <a, b, ¢), z ktorych aspoii jedno je
nenulové. Priamka je mnoZina L bodov tvaru <X + ta,j + tb, Z + tc), kde teR.
RovnobeZnost priamok nadefinujeme zrejmym spdsobom. D4 sa ukdzaf, Ze danym
bodom Py, = (X, ¥¢, Zo, prechadza jedind priamka rovnobeZna s priamkou L. Je to
priamka definovana predpisom {x, + ta, y, + tb, zy + tc).

Euklidov piaty postuldt je teda nerozhodnutelny a pravdivy. Podrobnejsie: je neroz-
hodnuteIny na zéklade ostatnych $tyroch a je pravdivy v na§om ka?dodennom modeli
trojrozmerného euklidovského priestoru.

Poznamendvam na zdver, 7e spominané znenie Godelovej vety o neuplnosti bolo
vysoko neformélne a samo o sebe dost netplné. Nebudeme sa tu zaoberat jej starostli-
vou a preciznou formuldciou, je v§ak vhodné pripomenit, Ze predpoklad o tom, Ze
axiémy (ktoré popisuju nejaké roziirenie mnoZiny Z) st dané rekurzivne, je netrividlny
a nemdZe byt vynechany. Ina¢ totiZ, ako poznamenava J. R. Shoenfield ([86]), mdZeme
ziskaf plné rozsirenie tedrie popisujicej mnoZinu Z jednoducho tak, ¢ ako nové
axiémy pridame vSetky vety pravdivé v modeli Z.

Niektoré Specifické axiomy

Preberme si teraz struéne niektoré z tych axiom, ktoré topolégovia (a ini) v priebehu
poslednych rokov pridali k Zermelovmu-Fraenkelovmu systému axiom tedrie mnoZin,
a uvedme niektoré dévody, pre ktoré ich vybrali. Podla §tandardného zvyku oznadime
Zermelov-Fraenkelov systém axiom tedrie mnoZin ZF, axiému vyberu oznadime AC
a ZFC bude oznadovat systém ZF spolu s axiémou vyberu.

4. Axiéma vyberu

Na vidSinu z nas tdto dobre zndma axidéma silne posobi svojou intuitivnostou: je
ekvivalentna tvrdeniu, Ze sucin systému neprazdnych mnoZin je neprazdny, a tvrdeniu,
Ze su¢in kompaktnych topologickych priestorov je kompaktny (pozri J. L. Kelley [53]).
(Naproti tomu J. D. Halpern ([44]) ukézal, Ze axi6ma vyberu neplynie z tvrdenia, Ze
sudin kompaktnych Hausdorffovych priestorov je kompaktny.) Medzi ddsledky axiémy
vyberu uZitoéné pre mnoZinovych teoretikov patri to, Ze kazdy filter sa da rozsirit do
ultrafiltra. Toto tvrdenie a vlastne prva zmienka o ultrafiltroch pochddza od F. Riesza
z 1. 1908 ([78]). Jeho prednaska viak v tom &ase nevzbudila taki pozornost, aku by si
bola zaslizila. Pre topoldgiu bodovych mnoZin je axidma vyberu skutoéne nenahradi-
teInd. Okrem iného umoZiiuje pre kaZdy tplne regularny Hausdorffov priestor X skon-
Struovat jeho Cechovu-Stonovu kompaktifikdciu B(X). VSetci nepochybne pozndme
nasledujiicu charakterizaciu priestoru f(X). UvaZujme vietky kompaktné Hausdorffove
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priestory, do ktorych sa da priestor X vnorif na husty podpriestor. Medzi nimi existuje
jediny priestor f(X) s nasledujucou vlastnostou: Kazda spojita funkcia z X do intervalu
[0, 1] (alebo ekvivalentne, kaZda spojitd funkcia z X do IubovoIného kompaktného
Hausdorffovho priestoru) sa d4 spojite rozsirit na celé B(X). E. Cech ([13]) a M. H.
Stone ([94]) podali detailné definicie priestoru f(X) v r. 1937. Poznamenajme, Ze niekto-
ré aspekty konstrukcie a jej vlastnosti boli v r. 1930 anticipované A. N. Tichonovom
([99]); v tejto suvislosti pozri poznamky Cecha [13, str. 823] a Stona [95, str. 26].

Spominané dve ,,aplikdcie* axiémy vyberu — existencia ultrafiltrov a definicia prie-
storu B(X) — velmi uzko suvisia. Napr. ak je priestor X diskrétny, potom je niekedy
vyhodné stotoZnit B(X) (ako mnoZinu) s mnoZinou vietkych ultrafiltrov na mnozine X.
(Toto hladisko pri systematickom vyklade uplatnili napr. L. Gillman a M. Jerison
([39]) a W. W. Comfort a S. Negrepontis ([22]).)

V jednom svojom ¢&ldnku ([17]) som sa pokusil (bez pouZitia axiémy vyberu) kazdé-
mu Uplne regularnemu priestoru X priradit priestor, ktory ma niektore vlastnosti prie-
storu ﬂ(X). Tento &lanok obsahuje citdcie na podobné prace inych autorov v réznych
oblastiach matematiky.

Axiéma vyberu je mnohym ludom ,,intuitivne zrejma* a ma mnohé prijateIné a uZi-
toéné dosledky. Napriek tymto faktom musime uznat, Ze isté dosledky axiémy vyberu
st neprijemné a neprirodzené. Napriklad pouZitie axidmy vyberu ndm umoZni skon-
Struovat lebesguovsky nemeratelni podmnoZinu redlnych &isiel ([101]). Navyse je tu
znepokojujiici Banachov-Tarského paradox*) ([1]): Gula o polomere r sa d4 rozloZit
na konedny podet kusov (R. M. Robinson ([79]) ukazal, Ze minimdlny moZny podet
je 5) a znovu zloZit do gule o polomere 2r. (K. R. Stromberg v praci [96] podava ele-
gantny, elementdrny a sebestany vyklad tohoto vysledku.) Vzhladom na takéto ano-
malie neprekvapuje, Ze r6zni matematici hladali alternativy k axiéme vyberu (pre
obsiahly zoznam ekvivalentov axiémy vyberu vas odkazujem na pracu H. Rubin
a J. Rubin [80]).

5. Axioma determinovanosti

Této axiéma nebola navrhnutd explicitne preto, aby negovala alebo protireéila axio-
me vyberu, a to napriek tomu, ako sa o chvilku ukéZe, Ze je s fiou nezlugiteInd. Aby sme
mohli vyslovif axiému determinovanosti pouvaZujme najprv o nasledujicej hre. Mdme
dvoch hragov I a II a danti mnoZinu 4 < “w**). V priebehu hry hragi I a II definuju
prvok f z “o tak, Ze striedavo definuji jeho hodnoty. Konkrétne hrdg I vyberie f(1),
potom hra& II vyberie f(2), potom hrag I vyberie f(3) atd. Hra& I vyhral partiu, ak
postupnost f (prvok mnoZiny “w) patri do mnoZiny A, ina& fe “w — A a hru vyhrava
hra¢ II. Nech G(A) oznaduje prave popisani hru. Povieme, Ze hra G(A4) je determinova-
nd, ak jeden z hradov ma vyhravajicu stratégiu. (Avsak, pojem stratégia je odborny

*) Viz téz PMFA 3/1981, str. 151. (Pozn. red.)
**) 9 je mnozina vietkych zobrazeni z w do w, @ je mnoZina vietkych prirodzenych &isiel —
prvé nekone&né ordindlne &islo. (Pozn. prekl.)
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vyraz, ktory potrebuje definiciu. Pre naSe potreby bude stacit, ak neformalne povieme,
Ze vyhrdvajuca stratégia pre hraca I je efektivne pravidlo veduce k vitazstvu, ktoré
definuje f(2n + 1) za predpokladu, Ze pre vietky k, 0 < k < 2n, uZ &isla f(k) boli
definované; stratégia pre hraca II je definovana analogicky.) Kone&ne méZeme teda
formulovat axiému determinovanosti. Hovori jednoducho, Ze hra G(A4) je determino-
vand pre kazdé 4 < “w.

MoZete povedat: ,,To je vietko pekné a krasne, ale &i od kazdej axiémy nepozaduje-
me, aby bola intuitivne zrejmd, alebo prinajmensSom, aby zobrazovala nejaky aspekt
redlneho sveta, ako ho pozname? Dozaista niektoré z hier G(A) su determinované.
Ak napr. A je otvorend*) mnoZina A = {f € “; f(2) = f(4) = 19}, potom ur&ite hra¢
II mé4 vyhrévajicu stratégiu. Vobec ale nemam pocit, Ze kazdd hra G(4) je (alebo by
mala byt aspoii v istom zmysle) determinovand. Nie som ani kvalifikovany, ani niteny
odpovedat adekvdtne na tato kritiku. Myslim si v8ak, Ze niektori z tych, ktoris touto
axiémou extenzivne a produktivne pracovali, by to mohli urobit efektivne a s p6Zitkom
([73, 74, 75]). (V tejto stvislosti pozri oduSevneny a vyhraneny Gvod v [56].)

YV kazdom pripade musime pripustit, Ze tito axiéma m4 niektoré prijemné dosledky.
Napr. za jej predpokladu su vietky podmnoZiny mnoziny R redlnych ¢isiel lebesguovsky
merateIné ([74]) a kaZda nespoéitateInd podmnoZina mnoZiny R obsahuje perfektnu
mnozinu. Pripominam dalej dolezity vysledok, ktory nedavno dokdzal D. A. Martin
([71]) v teérii ZFC: Nech A je borelovskd mnoZina topologického priestoru “w, potom
hra G(A) je determinovana. PrinajhorSom mdZeme teda povedat, Ze axiéma determino-
vanosti je prijemné a prirodzené zovScobecnenie istej vety dokazatelnej v teérii ZFC.

Najprekvapivejsi dosledok axiémy determinovanosti je jej vplyv na chovanie ordi-
nalnych a kardindlnych &isiel. Kardinalne &isla N; a N, s meratelné, ale ¢isla N, pre
2 < n < o nie st meratelné (v zmysle definovanom v nasledujiicom paragrafe). Kom-
binatorické dokazy tychto a inych dosledkov tejto axidmy sa uvadzaji v [56].

Povedal som na zaiatku, Ze nebudem brojif za alebo proti nejakej konkrétnej
axiéme. Dovolte mi v8§ak osobne zdjst trochu dalej a priznaf sa, Ze mne sa zd4 axioma
determinovanosti neprijemnou a celkom neprijateInou. Moje dovody sa daji oznadit
ako sebecké a z hladiska zakonov a logiky nepripustné. Vieme totiZ, Ze z tejto axi-
6my vyplyva, Ze kaZdd podmnoZina mnoZiny R je lebesguovsky meratelna. Pritom
W. Sierpiriski v [88] m4 krasnu vetu, Ze pomocou lubovoIného netrividlneho ultrafiltra
na mnozine @ mdZeme explicitne definovat nemeratelni podmnoZinu mnoZiny R.
Z axiémy determinovanosti teda vyplyva, Ze na (diskrétnom) priestore @ neexistuji
netrividlne ultrafiltre, symbolicky: f(w) — w = ¢.

No a teraz si predstavte, Ze som naplnil podstatni ¢ast svojej vyskumnej ¢innosti
Studiom a publikdciami o priestore f(w), a 10 so zvla§tnym dérazom na jeho spletity
podpriestor ﬁ(w) — w. M6j osobny odpor voli prijatiu axiémy determinovanosti je
potom Tahko pochopitelny. Ved axiéma determinovanosti zaruduje, Ze som travil svoj
&as vySetrovanim vlastnosti prazdnej mnoZiny.

*) “w tu chdpeme ako topologicky priestor dany metrikou o(f, g) = 1/2", kde n = min {i; @) *
* g(i)} ak f * g, ina€ o(f, g) = 0. (Pozn. prekl.)
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6. Axiomy ,,velkych kardindlnych Cisiel*
a Godelova axioma V = L

Zatial sme nemdrnili as vymentivanim axiom teérie ZF. Pripomefime siale, Ze niektoré
z tychto axiém sa tykaju operacii, ktoré definuju nové mnoZiny pomocou uZ danych.
Predstavme si dany model tedrie ZF, ktory obsahuje vSetky ordinalne ¢isla. Odstrafime
z neho vietky mnozZiny, ktoré nie st explicitne dané axiémami. To, €o zostane, je mozno
mensi model. V skuto¢nosti je to najmensi tranzitivny model teérie ZF, ktory obsahuje
vietky ordindlne ¢isla. Ozna¢me ho L. Povieme, Ze mnozina x je konstruktivna, ak plati
x € L. Gddelova axiéma V = L*) ([42]) hovori, Ze kaZd4 mnoZina je konStruktivna.
Tedria ZF je neprotire¢iva vtedy a len vtcdy, ak je neprotiredivé tedria [ZF + (V = L)].
KedZe zovSeobecnena hypotéza kontinua a axiéma vyberu sa daju dokézat z axidomy
V = L, st tieZ neprotire¢ivé s teériou ZF**). (Poznamendvam, 7¢ GCH implikuje AC.
Tento vysledok pochddza od A. Lindebauma a A. Tarského ([65]) a jeho dokaz je
uvedeny v [89]).

VyuZitie axiémy ¥ = Lviedlo k rozrieSeniu niekolIkych otdzok v topoldgii (pozri § 9,
Suslinov problém) a v inych odvetviach matematiky. Nicktoré priklady a historicko-
filozofické pozndmky o ndzoroch K. Gddela a inych mnoZinovych teoretikov na tuto
axiému najde Sitatel v [29].

Aj ked tvrdenie V = L je neprotireivé s tedriou ZFC, nie je vetou tejto tedrie. S teod-
riou ZFC je totiZ neprotire€ivé, Ze existuje kardinalne Cislo x, ktoré je vacsie neZ ¥,
a men3ie neZ 2™° (pozri P. J. Cohen [14, 15, 16]).

Niektoré axiémy velkych kardinalnych &isiel (ale nie vietky) implikuju negéciu tvrde-
nia ¥ = L. Jedna z nich ([97, 100]), ktoré nas sprevddzala niekolko desatrodi, vznikla
z otazky z oblasti te6rie miery: Existuje kardinalne &islo a, ktoré je nosiSom***)dvojhod-
notovej o-aditivnej miery, ktord priraduje mieru O kaZdej jednoprvkovej mnoZine
a mieru 1 celému priestoru? (Alternativne: Existuje « také, Ze pre nejaky netrividlny
ultrafilter pna a plati nF e p vidy, ak # < pa|#| £ N,7) D4 sa ukézat, Ze najmengie
také kardindlne Cislo je meratelné, tj. Ze cxistuje netrivialny x-uplny ultrafilter na k,
t.j. netrividlny ultrafilter p taky, Ze nF ep vidy,ak F < pa |.97"| < x. Nie je [ahké
nahliadnut, Ze meratelzé kardindlne &islo je velké, ba dokonca velmi velké. S. Ulam
([100]) a A. Tarski ([97]) ukézali, Ze kazdé také kardinalne &islo je silne nedosiahnu-
teIné, t.j. « je reguldrne a 2 < « pre kazdé § < «. W. P. Hanf a D. Scott ([45]) (pozri
tiez H. J. Keisler [52, Veta 1]) ukézali, Ze také kardinalne &islo « m4 « silne nedosiahnu-
teInych predchodcov.

V tedrii ZFC sa neda dokézat tvrdenie, Ze existuje nespoditatelné, silne nedosiahnu-
teIné kardindlne &islo. Dokonca, v teorii ZFC sa ani nedd dokdzaf neprotireCivost
tohoto tvrdenia s teériou ZFC. (Diskusiu o tomto fakte, ktory vyplyva z Druhej Géde-

*) V je univerzilna trieda, trieda vietkych mnczin. (Pozn. prekl.)

*+) Hypotéza kontinua je tvrdenie 280 = N\ 1> vV dalom ju budeme oznafovat CH. Zov§eobecnena
hypotéza kontinua je tvrdenie (Va) %= N, +1); v dalsom ho budeme oznadovat GCH. Tvrdenie
¢ je neprotire€ivé s tedriou 7, ak tedria [7 + ¢] je neprotire¢iva. (Pozn. prekl.)

***) t.j. kazda podmnozina &isla « je merateIna. (Pozn. prekl.)
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lovej vety o neuplnosti, ndjdeme v [86, §9.10] alebo v [24, str. 56—88].) Existencia
takéhoto nedosiahnuteIného kardindlneho ¢isla neimplikuje platnost ani neplatnost
tak CH, ako aj axiomy V = L. Silnejsi predpoklad, a to existencia nespocitateIného
merateIného kardindlneho ¢&isla implikuje V & L, ale nerozhoduje o platnosti CH.

Vysledky odvodené z predpokladu existencie velkych kardindlnych &isiel maji ne-
odakdvany tvar. Niektoré ,,hladia dole* (hovoria o chovani kardindlnych ¢&isiel (ovela)
men3ich od prisluiného velkého kardindlneho &isla) a iné ,,hladia hore*. Z kazdého
uvedieme iba po jednom priklade. Prvy vyzera zvlast prekvapivy z hladiska uZ spomina-
ného faktu, Ze najmensie meratelné kardindlne ¢islo je nedosiahnuteIné z malych kardi-
nélnych &isiel N, a 2% = ¢ = |R|, ktoré pouzivame v klasickej analyze. V tvrdeni dru-
hého vysledku, ktory uvedieme, sa vyskytuje pojem silne kompaktné kardindlne &islo.
Kardindlne &islo a sa nazyva silne kompaktné, ak na kaZdej mnoZine sa kazdy a-iplny
filter d4 rozsirif do a-uplného ultrafiltra. Pre nase potreby poznamenajme, Ze kazdé silne
kompaktné kardinalne islo je meratelné.

Veta (R. M. Solovay [90]). Tedria [ZFC + ,,existuje meratelné kardindlne &islo*]
je neprotiregivd vtedy a len vtedy, ak je neprotire€iva teéria [ZFC + ,,Lebesguova
miera ma o-aditivne rozirenie definované pre vSetky podmnoZiny mnoZiny realnych
&isiel*].

Veta (R. M. Solovay [91]). Nech « je silne kompaktné kardindlne &islo a B > « je
singuldrne, silne limitné kardinalne &islo. Potom plati 22 = g*.¥)

Pozndmky o vzdjomnych vztahoch a uZito¢nosti axiém o velkych kardindlnych
&islach moZno ndjst v [31]. Vzfah medzi viacerymi triedami velkych kardinalnych &isiel
je popisany v [22, zvl4st § 8]. Kunenov putavy uvod do transcendentélnej hierarchie
nedosiahnutelnych vlastnosti ([60, § 7]) je zaroveti fantazmagoricky i rigorézny.

7. Martinova axioma

Posledna Specidlna axiéma, o ktorej sa chcem zmienit, ma prinajmenSom v jednej
zo svojich formuldcii zreteInd topologicku prichuf. V skuto¢nosti ¢asto hovorime
0 ,,hypotéze kontinua topolégov‘‘. Pre navodenie situdcie dovolte mi poukézat na jednu
verziu Baireovej vety o kategorii: V (lokdlne) kompaktnom topologickom priestore je
prienik spocitatelne mnohych hustych otvorenych mnoZin opat hustd mnoZina. Alebo
dudlne: V (lokdlne) kompaktnom priestore Ziadna otvorend mnoZina okrem prazdnej
mnoZiny nie je zjednotenim spocitateIne mnohych riedkych podmnoZin. Martinova
axiéma**) znie takto ([92, 72, 58]): Ak kompaktny Hausdorffov priestor spliia pod-
mienku spocitateInych retazcov, potom vnutro kaZdého zjednotenia <2%° riedkych
podmnozin je prazdna mnozina. (Hovorime, Ze priestor spifia podmienku spogitatel-
nych retazcov (skratene spiia CCC; CCC-priestor), ak kazdy systém navzdjom disjunkt-
nych neprazdnych otvorenych mnoZin je nanajvys spocitatelny.) Na zéklade Baireovej

*) J. H. Silver dokézal, Ze ak GCH plati pod &islom S a ¢f(f) = N, potom sa predpoklad existencie

silne kompaktného kardindlneho &isla d4 vynechat. 8% oznacuje prvé kardinalne &islo visie nez B.
**) Martinovu axiomu ozna¢ime MA. (Pozn. prekl.)
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vety o kategdrii bezprostredne vidime, Ze Martinova axiéma vyplyva z hypotézy kon-
tinua. Martinova axiéma je teda zaujimava len v pripade, Ze hypotéza kontinua neplati.
Mnohi matematici skuto€ne prijimaju za formuldciu Martinovej axiémy tvrdenie, ktoré
sme uviedli spolu s negdciou hypotézy kontinua.

V nasledujiicom paragrafe predvedieme jedno pouZitie Martinovej axiémy v topoldgii
(zasvitené pozndmky o tejto axidme a dalSie jej aplikdcie vid M. E. Rudinova [82]
a J. R. Shoenfield [87]).

Niektoré nerozhodnuteIné topologické tvrdenia

8. CCC x CCC = CC?

Priestor sa nazyva separabilny, ak v flom existuje spocitateIna hustd podmnoZzina.
Zrejme sucin koneéne mnohych separabilnych priestorov je separabilny. Nie je fazké
ukazaf, Ze suéin spoditateIne mnohych separabilnych priestorov je separabilny. (Musi-
me byt pritom trochu opatrni. Ak D, je husta v priestore X, pre n < w, potom zrejme
II{D,; n < »} je husta v priestore IT{X,; n < w}. Ale z |D,| < N, nemdZeme odvodit
[O{D,; n < w}| £ N, ale iba |[[I{D,; n < w}| < 2%. Naprieck tomu nie je fazké pouZi-
tim mnoZiny {D,; n < w} definovat spo¢itatelnu hustii podmnoZinu priestoru I1{X,;
n < w}. Ovela prekvapivejsi je fakt, Ze sudin 2™° separabilnych priestorov je separa-
bilny. To je Specidlny pripad (pre o« = N,) vysledku &asto citovaného ako Hewitova-
Marczewského-Pondiczeryho veta: Nech o 2 Ny, |I| £ 2% {X;; iel} je systém topo-
logickych priestorov a pre kazdé i€l je d(X;) < «, potom d(II{X; iel}) < a (d(X) —
hustota priestoru X — je najmenSie kardindlne ¢islo, ktoré je mohutnosfou nejakej
hustej podmnoZiny priestoru X). Dokaz tejto vety spolu s vhodne formulovanym obra-
tenim a odkazmi na literatiru o hustote siginovych priestorov sa dd najst v [22, str.
77 nn]. Mdj dokaz pripadu « = R, ([18]) vyzerd tak jednoducho, Ze si ho mdZeme
v kréatkosti predviest.

Veta 8.1. Nech [I| < 2% a pre kazdé ie I nech plati d(X;) < N,. Potom pre priestor

X = I{X;; iel} plati d(X) < N,

Dékaz. KedZe sa (diskrétny) priestor Z celych &isiel da (spojite) zobrazif na husty
podpriestor priestoru X;, da sa aj priestor Z**) spojite zobrazit na husty podpriestor
priestoru X = II{X; ieI}. Sta&i teda ukézatf, Ze d(Z*’) < N,. Nech R oznaluje
realnu os s obvyklou topolégiou. UkdZeme najprv, Ze priestor R®*?, ktory sa dé pri-
rodzene stotoZnit s priestorom ®*R*), je separabilny. Nech n < wa {{x;, y;>;i < n} <
< R x R je takd podmnoZina, Ze x; #+ x; pre i & j. Potom pre dané &¢ > 0 existuje
polyndém f s raciondlnymi koeficientmi taky, Ze pre i < n plati

If(x,-) - yii <e.
*) RR je mnozina vietkych realnych funkcii jednej premennej. (Pozn. prekl.)
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Teda (spoéitatelnai) mnoZzina polyndmov s raciondlnymi koeficientami (oznaéme juP)
je husta v priestore ®R. Teraz kaZdému fe P priradime f: R — Z také, Ze

|f(x) = F(x)| £ 1/2 prekazdé xeR.
Zrejme mnozina {f; fe P} je hustd v priestore *Z, a teda
d(Z@7) = |P| =% g.e.d.

Chvilku sme sa zaoberali separabilnymi priestormi, lebo je zrejmé, Ze kazdy separa-
bilny priestor spiia CCC. Navyse E. Marczewski ([69]) ukézal, Ze Tubovolny sigin
separabilnych priestorov spiia CCC. (Tento vysledok sa d4 este podstatne zovieobecnit.
Pozri napr. N. Noble a M. Ulmer [75] alebo W. W. Comfort a A. W. Hager [20, Veta
3.2] alebo W. W. Comfort a S. Negrepontis [22, Veta 3.9].) Moji byvali §tudenti ([75])
ukazali, Ze ak priestor II{X;; ie F} spitia CCC pre kazdu koneénli F < I, potom aj
priestor II{X;; ieI} spitia CCC. (Aj tu st moZné podstatné zovieobecnenia, pozri
napr. [22, § 3].)

Tieto vysledky evokuju prirodzent otazku: Je sicin koneéne mnohych CCC-priesto-
rov opat CCC-priestor? Symbolicky: CCC x CCC = CCC? Znie to ako prirodzena
otdzka nie prili§ tazkd na rozricSenie Tento problém sme mali riesit my, posluchaci
graduovanej prednasky z topoldgie, a bol pritom oznadeny ako naroény. V skutoénosti
je v tedrii ZFC nerozhodnutelny. Situdciu pochopime, ak ho budeme rozoberat spolu
s inym, dokonca znamej$im problémom.

9. Suslinov problém

Je zndma veta, pochédzajuca uz od G. Cantora ([12]), Ze redlna os R (i) je husto
usporiadand, (ii) je Gplna, (iii) nema prvy ani posledny prvok a (iv) je separabilnd;
navy3e je jediny takto usporiadany priestor (az na izomorfizmus vo&i usporiadaniu).
(Poznamenajme, Ze je to veta z tedrie usporiadania, alebo ak chcete topologicka, ale nie
je to algebraicka veta. Pre tento pripad ignorujeme algebraické vlastnosti mnoZiny
R)*). M. Suslin v [93] polozil nasledujiicu otizku: MdZe podmienka — (iv') spiiia
CCC — nahradit podmienku (iv)? Poznamenajme, Ze Suslin sa nepytal, & R mad vlast-
nost CCC. IsteZe ma. Ani sa nepytal, ¢i vlastnost CCC je vSeobecne ekvivalentnd sepa-
rabilnosti (lebo vedel, Ze nie je). Suslin sa skér pytal, &i st separabilita a CCC ekviva-
lentné za predpokladu ostatnych troch podmienok. To je Suslinov problém. Suslinov
priestor (resp. Suslinova priamka) je taky priestor, ktory negativne odpoved4 na Susli-
nov problém, t.j. je to neseparabilny priestor s vlastnostami (i), (ii), (iii) a (iv’).

Aky je vztah medzi Suslinovym problémom a otdzkou, ¢i sti¢in dvoch CCC-priestorov
je CCC-priestor? D. Kurepa ([61, 62]) ukdzal, Ze ak S je Suslinova priamka, potom
(S splia CCC) S x S nespiia CCC. Neskor T. Jech ([48]) a S. Tennenbaum ([98])
dokazali, Ze existencia Suslinovej priamky je neprotireiva s tedériou ZFC. Ba &o viac,
Tennenbaum dokdzal tuto neprotirecivost ako s tedriou ZFC + GCH, tak aj s tedriou

*) Napr. Interval (0, 1) a mnozina R su izomorfné ve¢i usporiadaniu. (Pozn. prekl.)
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ZFC + 71CH. R. B. Jensen ukézal ([50]), Ze existencia Suslinovej priamky vyplyva
z axiémy V = L. Doélezity a inSpirujuci dokaz tohoto tvrdenia dal podnet pre formulo-
vanie kombinatorického principu kdro a sustredil pozornost na vzfah medzi rekurziv-
nou definiciou Gédelovho konstruktivneho univerza L a &istou kombinatorikou (po-
drobnosti o Jensenovych vysledkoch moZno najst v [30]).

V jednej nepublikovanej prici R. Laver ukdzal, Ze ak 2% = N,, potom existuje
CCC-priestor X taky, 7¢ X x X nesplia CCC. F. Galvin v [38] podal jednoduchy
ddkaz Laverovho vysledku spolu s mnohymi zovSeobecneniami.

V protiklade k tymto vysledkom R. M. Solovay a F. Rowbottom a nezavisle K. Ku-
nen ukdazali, Ze za predpokladu MA + 1CH mda kazdy CCC-priestor nasledujicu
vlastnost: Z kazdého systému mohutnosti ; neprazdnych otvorenych podmnoZin sa
da vybrat centrovany*) podsystém rovnakej mohutnosti. Z toho uZ bezprostredne vy-
plyva, Ze za predpokladu MA + “1CH je su€in koneéne vela CCC-priestorov opat
CCC-priestor. (Ddkazy tychto vysledkov uvadza I. Juhdsz v [51].) Dalsi doleZity Jen-
senov vysledok hovori, Ze neexistencia Suslinovej priamky je neprotirediva s tedriou
ZFC + CH. Dokazu tohoto tvrdenia je venovand druhd &ast prace [30].

Niekolko predchadzajucich paragrafov medzi inym poukazuje na to, Ze dva sldvne
problémy zo vSeobecnej topoldgie st nerozhodnutelné na zdklade axiom tedrie ZFC.
Specidlne existuji modely teérie ZFC, v ktorych neexistuje Suslinova priamka a si¢asne
kazdy sugin CCC-priestorov spiiia CCC a st modely teérie ZFC, v ktorych existuje
Suslinova priamka (ktord splia CCC a ktorej §tvorec nespliia). Z toho hladiska su
tieto nafe problémy podobné uz uvedenému problému o piatom Euklidovom postulite
a moZno aj problému o Velkej Fermatovej vete.

Treba vSak poznamenaf, Ze su tu isté rozdiely. V naS§om kaZdodennom modeli troj-
rozmerného Euklidovho priestoru s ,,bodom*, ,,priamkou‘ a ,,rovnobeZnosfou‘* v ich
beznom vyzname je piaty Euklidov postuldt evidentne pravdivy a Iahko sa dokéZe.
Ak je Velka Fermatova veta skutone nerozhodnutelnd, je pravdiva v naSom modeli
celych &isiel. Naproti tomu neexistuje teraz Specidlny privilegovany model tedrie ZFC
(matematikmi vieobecne uzndvany), v ktorom by sa Suslinov problém alebo CCC-
problém mohli povaZovaf za rozhodnuté. Videli sme, Ze existuji modely, a nie nutne
bizarné a neprirodzené, v ktorych sa na tieto otazky odpovedd kladne, a iné, v ktorych
odpovede st negativne. Pre Uplnej§i a zasvatenejsi rozbor Suslinovho problému a pro-
blémov z neho odvodenych odkazujeme zdujemcov na [81, 82] a [30]. Suslinov problém,
problém CCC x CCC = CCC a niektoré podobné topologické tvrdenia, rieSenie kto-
rych zavisi od axiém tedrie mnoZin, si predmetom dokladného a podrobného vyskumu
z elementérneho hladiska v praci [2].

10. Fréchetove usporiadanie na mnoZine “

Casto sa stiva, Ze dobre formulované nedvojzmyselné otizky o dobre definovanych
matematickych objektoch nemdZu byt zodpovedané absolitne. Prekvapivy priklad

*) t.j. prienik IubovoInych kone¢ne vela prvkov podsystému je neprdzdny. (Pozn. prekl.)
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tejto skutoCnosti stvisi s mnoZinou “w funkcii z w do w, ktord je usporiadana tzv.
Fréchetovym usporiadanim:

f<g ak |{new;g(n) < f(n)}| <.

Lahko vidime, Ze < je Ciasto€né usporiadanie mnoziny “w.
Medzi otdzky, ktoré nie si rozhodnuté axiémami tedrie ZFC patria tieto dve:

(1) Existuje konfindlna*) linedrne usporiadand podmnoZina mnoZiny “w?
(2) Existuje vzajomne jednoznadné zobraznie z “w na linedrne usporiadani pod-
mnoZinu mnoZiny “w, ktoré zachovdva usporiadanie?

Otézka (2) sa ukazala byt mimoriadne zaujimavou vdaka suvislosti s nedavnym riese-
nim (R. M. Solovay a H. Woodin) otdzky, ktori poloZil I. Kaplansky: Existuje nespo-
jity homomorfizmus z algebry C[0, 1] do nejakej Banachovej algebry? (C[0, 1] ozna-
¢uje Banachovu algebru spojitych funkcii z intervalu [0, 1] do komplexnych é&isiel.
Kaplanského otdzka je zovSeobecnenim klasickej Gelfandovej vety, ktord tvrdi, Ze
kazdy homomorfizmus z algebry C[0, 1] do komplexnych &isiel je spojity.) H. G. Dales
([25]) a J. Esterle ([33]) ukazali, Ze za predpokladu CH je odpoved na Kaplanského
otazku pozitivna. Woodin ukazal, Ze v kaZdom modeli tedrie ZFC s nespojitym homo-
morfizmom zmieneného druhu m4 otdzka (2) kladni odpoved. Pouzitim Martinovej
axiomy a Cohenovej met6dy forcingu**) Solovay skonstruoval model tcérie ZFC, v kto-
rom odpoved na otdzku (2) je negativna.

Som povdaény profesorovi T. Jechovi za to, Ze mi poslal képiu svojej prednasky pre
Studentov ([49]) o préci Solovaya a Woodina o probléme nespojitého homomorfizmu.

Ked sa uz zaoberame Ciastoénym usporiadanim priestoru “w, nemdZem pritom odolat
pokuSeniu a nezmienif sa o jednej z mojich oblibenych viet. Aby som to mohol urobit,
vezmime do uvahy nasledujiice §tyri kardindlne &isla: (1) minimédlna mohutnost konfi-
nélnej podmnoZiny mnoZiny “w, (ii) minimalny podet kompaktnych podpriestorov
priestoru R, ktorych zjednotnie je mnoZina iracionalnych ¢&isiel, (iii) minimélna mohut-
nost A, pre ktor existuje vnorenie mnoziny racionalnych &isiel na uzavrety podpriestor
priestoru *w, (iv) minimalny pocet obojakych mnoZin potrebnych na pokrytie vnutrajsku
neotvorenej nulovej mnoZiny v ,B(co) — w. Nie je tazké nahliadnit, Ze kazdé z tychto
kardindlnych &isiel je nespoéitateIné a menSie alebo rovné 2%°. Moja oblubena veta
(va&sina zakladnych &ft tejto vety pochddza od S. H. Hechlera ([46])) tvrdi, Ze vietky
tieto kardinalne &isla su si navzdjom rovné. Hechler takisto dokazal, Ze je neprotirc&ivé
s tedriou ZFC, Ze toto kardindlne Cislo m6ze radobudat Tubovolnd hodr.otu A takua,
ze of(A) > wa i < 2%

Pomocou rovnosti medzi (i) a (ii) Comfort a Negrepontis ([23, Dosledok 11.8])
ukdzali, Ze nie kazd4 bairovskd mnozina v parakompaktnom priestore je parakompakt-

*) Podmnozina K < P ¢iastoéne usporiadanej mnoziny (P, <) sa nazyva konfinidlna, ak plati
(Vxe P)(Iye K) (x < y), alebo ekvivalentne, ak P = U {{x; x < y}; y € K}. (Pozn. prekl.)

**) Slovensky preklad anglického pojmu forcing nie je eSte zauZivany. V rustine sa pouziva termin
evinyscoenue, v polstine wymuszanie. Snad by bol v slovenéine vhodny vyraz vynitenie, resp. metdda
vynucovania. (Pozn. prekl.)
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nd, a za predpokladu CH, Ze nie kazd4 bairovskd mnoZina v lindel6fovskom priestore
je lindelofovska.

Isty argument, zaloZeny na vlastnostiach €iastoéne usporiadaného priestoru (o, <),
pochadzajici od B. Balcara, R. Frankicwicza a P. Simona, som pouZil v prehladnom
&lanku [19] na dokézanie takéhoto tvrdenia: Ak « a y su také kardindlne &isla, Ze
>y 2 w a priestory f(a) — « a B(y) — y si homeomorfné, potom y = w a a < ;.
Dalsie inform4cie a dokazy o tejto jednoducho definovanej mnoZine sa uvadzaja v [82,
§ VII].

11. Ciastotne usporiadani mnoZina f(x)

Existuje eSte ina CiastoCne usporiadand mnozira blizka topoldgom, ktori su obozna-
meni s tedriou ultrafiltrov. Vlastnosti tohoto usporiadania nie st Uplne determinované
axiémami teérie ZFC. Nech je o nekoncéné kardindlne &islo a nech p(a) oznaluje, ako
je to obvyklé, Cechovu-Stonovu kompaktifikiciu diskrétneho priestoru a. Pre fe %
nech f oznaduje (jedint) spojita funkciu z f(«) do p(«) taku, Ze f =f. Rudinovej-Keisle-
rove usporiadanie < je dcfinovaré na f(x) takto: p < g, ak existuje fea také, ze
f(q) = p. Presne povcdané, relacia < ete nie je Ciasto&nym usporiadanim mnoZiny
Bia), lebo z p S g a g S p eSte nevyplyva p = g. Existuje ale prirodzena relacia ekvi-
valencie ~ na f(«), ktora zachovava usporiadanie < a pritom {f(a)/., <) je uZ &ia-
stone usporiadand mnoZira. Ticto a iné technické podrobnosti nds teraz nemusia
zaujimat (rigor()zne poj<dnariz o vlastnostiach relacie < jev [22, § 9])

Mnohé aspekty priestoru () si dobre preskiimaré. Pozname napriklad jeho mo-
hutnost, vahu a hustotu. S. Shelah neddvno ukazal ([85]), Ze existuje mnoZina S na-
vzdjom $-neporovnateInych prvkov v Bia), pre ktori plati | S| = 2. Chcem sa zmienif
o veImi prirodzenej otdzke o usporiadanej mnozZine {f(x), <), ktoré je podobna otéz-
kam o mnozZine (“w, <) v predoslom paragrafe: Existuje konfindlna linedrne uspo-
riadanad podmnoZina mnoziny f{«)?

UkéaZeme si, ako rdzne axidmy (neprotircéivé s tedriou ZFC) po pridani k tedrii
ZFC moZu na tuto otazku dévat rdézne odpovede. Najprv potrebujeme nasledujicu vetu,
ktort dokézal A. Hajnal ([43]). Symbol #(«) v nej oznaluje potenéni mnoZinu mno-
ziny xa 2,(«) = {4 < «; |4] < «}.

Yeta 11.1. Nech @ < x < a su kardindlne ¢isla a f : « - 2,(a) nech je zobrazenie
s vlastnosfou: & ¢ f(¢) pre kazdé ¢ < a. Potom existuje 4 < «, pre ktoré plati [4| = «
a ¢ ¢ f(n) pre kazdé &, ne A.

Désledok 11.2. Nech o < a pri€om (2%)* < 2%%. Nech S < f(a) a nech S| = 2%°,
Potom existuje T < S mnoZira navzajom <S-neporovnatelnych prvkov mohutnosti

|T| = 2*.

Dékaz. Pre qe S poloime f(q) = {peS;p S qap+ q}. Kedze |f(q)| < |’a| =
= 2" < (2%)* < 2%°, z Hajnalovej vety dostdvame (ak &isla x a « nahradime &islami
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(29)* a 2%%), Ze existuje T < S také, Ze |T| = 2°" a p ¢ f(q) pre kaidé p, q € T. Zrejme,
mnozina T ma poZadované vlastnosti.
Istym spdsobom s tymito vysledkami kontrastuji nasledujiice tvrdenia (pozri [21]).

Veta1l.3. Ak a 2 o, S < B(«) a |S| < 2% potom existuje g € B(a) horné ohranide-
nie mnoZiny S (t.j. pre vietky pe Sje p < q).

Dékaz. Nech S = {p,; & < 2%} je odislovanie mnoZiny S, (pripadné opakovanie je
pripustné) a nech p = {p; & < 2%) € f(«)*”. Vzhladom na uZ citovani Hewitovu-
Marczewského-Pondiczeryho vetu existuje spojita funkcia f z « na husty podpriestor
stginu a®. Nech g oznaluje jej spojité rozsirenie z f(a) na B(«)® a m, projekciu
z o'® na a; = a. Vezmime g € f(a), pre ktoré plati g(q) = p. Zrejme plati(r; o f € “a
a p; = Tp) = ©9(q)) = (ng o f) (). Dostavame p; S g. g.e.d.

Dosledok 11.4. Ak « = o a (2°)* = 2%, potom existuje S-linedrne usporiadana
konfindlna podmnoZina mnoZiny B(«) (mohutnosti 2%%).

Dékaz. Nech B(«) = {pg; & < 2*°}. Poloime g, = p, a rekurzivne, ak 0 < ¢ < 22
a g, je definované pre vietky n < ¢, vyberme g, tak, aby p, < g, a stilasne ¢, S g,
pre vietky n < & Zrejme {g,; ¢ < 2**} m4 pozadovani vlastnost.

Poznamenajme, Ze ak (2°)* = 2%°, potom Ziadna podmnoZina mnoZiny f(«) mohut-
nosti mensej nez 22° nemoze byt <-konfinilna, lebo |,B(a)| =2¥a I{ peB@);p s gf| =
< 2* pre kazdé q e B(a)*).

Z tvrdeni 11.2 a 11.4 vidime, Ze dve hypotézy (2*)* < 22" a (2%)* = 22" d4vaju pozo-
ruhodne odli$né ddsledky o S-Struktire mnoZiny P(x). Kazdé z tychto hypotéz je ne-
protiregivd s teériou ZFC ([32]). Z prvej vyplyva, Ze ka?d4d podmnoZina mnoZiny
B() mohutnosti 22* obsahuje rovnako velki mnoZinu S-neporovnateInych prvkov.
Z druhej hypotézy vyplyva, Ze existuje linedrne usporiadand konfindlna podmnoZina
mnoZiny B(«) mohutnosti 22* (ktord samozrejme nemé ani dvojicu neporovnatelnych
prvkov).

Této skutoénost ma kedysi velmi znepokojovala. Na rozdiel od CCC-otdzky, kde
&lovek mdZe celkom ochotne pripustif, Ze je réznymi axiomatickymi predpokladmi
rozdielne determinovana, citil som, e Cechova-Stonova kompaktifikacia diskrétneho
priestoru o skutodne existuje a je konkrétna. Jednoducha otazka o Strukture usporiada-
nia by mala byf absolitne zodpovedateIna. Rozdielne odpovede, ktoré na tu istu
otazku vyplyvaju z tvrdeni 11.2 a 11.4, sa stanu prijatelnejSie, ak si uvedomime, Ze
otdzka sama osebe moZe byf preformulovand v jazyku kardinilnych &isiel o, 2%, 2%°
a niektorych ich podmnoZin. Je sotva prekvapivé, Ze taka otdzka mozZe maf dve odlisné
odpovede v zévislosti na tom, &i sa &islo (2*)* rovna alebo nerovna &islu 22°,

*) Pozndmka plati aj bez predpokladu 2%+ = 22% Ak (2%9* < 22°, potom mnozina f(«) mohut-
nosti 22* nemdze byt zjednotenim menej nez 22° mnozin mohutnosti ohraniCenej &islom 2% <
< (®* < 22% (Pozn. prekl.)
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12. Weissovo rieSenie Blumbergovho problému

Prv neZ skon&im, chcel by som uviest eSte jeden problém, o ktorom sa ukdazalo, Ze
jeho rieSenie je absolutne, t.j. nezavisi od axiom tedrie mnoZin. Najprv trocha historie.
Na pociatku bolo toto pozoruhodné tvrdenie, ktoré pred mnohymi rokmi dokdzal
H. Blumberg ([4]): Nech f je TubovoIna funkcia z R do R. Potom existuje hustd pod-
mnozina D = R taka, Ze funkcia f [ D je spojitd. (Obéas sa stava, Ze tuto vetu niekto
zle pochopi. MéZe byt pritom v pokusSeni navrhnit ako protipriklad charakteristickd
funkciu racionélnych &isiel. Tato funkcia totiZ nie je spojitd v Ziadnom bode mnoZiny
redlnych &isiel R. Nie je to v8ak protipriklad na Blumbergovu vetu, lebo mnoZina racio-
nalnych ¢&isiel je hustd podmnoZina mnoZiny R a funkcia je na nej konStantnd, a teda
spojitd.) Podla vicobecne zauZivanej terminolégie hovorime, Z¢ X je Blumbergov
priestor, ak pre kazdé zobrazenie f : X — R existuje hustd podmnoZina D < X taka,
7e zobrazenie f | D je spojité. V pdvodnom Blumbergovom ¢&ldnku [4] je v skuto&nosti
dokazané, 7e kaZdy Uplny separabilny metricky priestor je Blumergov priestor. Po-
zdejsie J. C. Bradford a C. Goffman ([6]) rozsirili toto tvrdenie na bairovské priestory.
Zakiatkom 70. rokov sa problematika vykrystalizovala do otazky: Je kazdy kompaktny
Hausdorffov priestor Blumbergovym priestorom?

Otazku zodpovedal zaujimavym spésobom W. A. R. Weiss ([102]). PouZil pritom
niektoré zname techniky, ktoré zaviedli H. E. White Jr. ([103]) a R. Lévy ([63, 64]),
ale aj viacero vlastnych novych napadov. Pouzivajic teériu ZFC, Weiss definoval dva
kompaktné Hausdorffove priestory, oznaéme ich X a Y, s nasledujicimi vlastnosfami:
Ak plati CH, potom priestor X nie je Blumbergov; ak neplati CH, potom priestor Y
nie je Blumbergov. Je zrejmé, Ze suin X x Y, resp. disjunktné zjednotenie X U Y, je
kompaktny Hausdorffov prietor, ktory nie je Blumbergov.

Pre sprdvne pochopenie Weissovho postupu dbkazu je déleZité si uvedomit, Ze vo
svojej definicii ani X ani Y nezdvisia na platnosti alebo neplatnosti hypotézy kontinua.
Oba priestory X aj Y st dobre definované v teérii ZFC. (V skutonosti X je Stonov
priestor istej zndmej boolovskej algebry a Y je dedekindovsky uplny, linedrne usporia-
dany topologicky priestor.) V kazdom modeli teérie ZFC je teda priestor X U Y dobre
definovany kompaktny Hausdorffov topologicky priestor. V kaZdom modeli hypotéza
kontinua bud plati, alebo neplati. V kaZzdom modeli teda bud X, alebo Y nie je Blum-
bergov priestor. Preto zrejme X U Y nikdy nie je Blumbergov priestor.

13. Ziveretné poznimky

Matematika m4 spolu s celou vedou povinnost a ciel skimat a popisovat redlny svet
a naSe Zivotné prostredie v najvieobecnejsom zmysle. To je dozaista &asovo a vecne
neobmedzena tloha. Nikdy nebudeme vediet vietko to, o by sme mohli vedief. Vedci
pristupuji k rieSeniu tohto problému s prostriedkami prislusnymi ich vlastnej discipline.
PodIa m&jho osobného nézoru, ktory je trochu pesimisticky a m4 nadych rozpaditosti,
sme (my matematici) menej prispeli k Gispechu tohoto podnikania ako napriklad fyzici
a biolégovia. Sme sice schopni sformulovat axiémy alebo principy, ktoré, ako difame,
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vrhnu trochu svetla na dany problém. Ale ak sa to nepodari, dame sa na hranie hier
a postulovanie tvrdeni. Yieme o nich, Ze su pravdivé vo formidlnom zmysle, t.j. Ze
logicky vyplyvaju z naSich predpokladov. Nevieme vSak, ¢i maju nejaky vztah alebo
vyznam pre na§ Zivot. Doteraz nie sme schopni v redlnom svete rozhodnitf pravdivost
alebo nepravdivost mnohych prirodzenych a jednoduchych tvrdeni (napr. hypotézy
kontinua). Doteraz nie sme schopni jasne definovat matematicky model, ktory by dobre
aproximoval redlny svet.

Pre matematika je Iahké opustit vedecké badanie redlnej podstaty sveta a stiahnut
sa na pohodIné stanovisko, Ze nie je a nemdZe byt pravdy mimo matematiky a Ze proti-
chodné matematické pravdy, pokial su odvodené z tej ¢i onej mnoZiny axiom logicky
pripustnym spdsobom, st rovnako zaujimavé a hodnotné. Zaujat takyto postoj zname-
na zlah¢ovaf matematiku a prispief k oprdavnenosti aforizmu B. Russela ([83]), Ze
,,-.. matematika by mohla byt definovand ako predmet, v ktorom nikdy nevieme ani
o ¢om rozpravame, ani ¢i to, o éom hovorime, je pravda“.

Matematikom, ktori veria, Ze matematika je celkom odputand od redlneho sveta,
davam tieto otazky: Ak sa zajtra dozvieme, Ze hypotéza kontinua plati v redlnom svete,
zachovaju si potom svoju zaujimavost vety zaloZené na Martinovej axidme a negacii
hypotézy kontinua? A ak vyjde najavo, Ze neexistuji nespocitateIné meratelné kardi-
nalne ¢isla, bude v nds i nadalej vzbudzovaf nadSenie prekrasna charakterizacia Ram-
seyovych ultrafiltrov (pochddzajica od F. Rowbottoma, K. Kunena a inych)? Vieme
totiZ, Ze Ramseyov ultrafilter existuje len na meratelnom kardinalnom ¢isle. Odpoved
na prvi z tychto otdzok (ale myslim si i na druhi) je ,,Nie“.

Nemusime si ale zufat. VSeobecni topoldgiu pred desatfro¢im mnohi matematici
odpisali ako mftvy alebo umierajici odbor. Posledny vyvoj v logike a tedrii mnozin,
ktory sme tu naznadili, spOsobil vSak vo vSeobecnej topoldgii expldziu vzru$enia. Ja
s doverou oCakavam dalSie nepretrZité publikovanie novych pravd v tedrii mnoZin
a v topologii, ktoré budu dostatoéne hlboké na to, aby boli zaujimavé a dostato&ne
jednoduché a elegantné, aby som ich mohol pochopit a ocenit.
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