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Hausdorffovy míry 
a odstranitelné singularity řešení 
parciálních diferenciálních rovnic 
Josef Král, Praha 

V poslední době se tzv. fraktály a v souvislosti s nimi také Hausdorffovy míry těší 
neobyčejné popularitě i v nematematických kruzích. V samotné matematice se ovšem 
tyto míry používají dávno a v mnoha jejích oborech se staly užitečným aparátem k od
vození geometricky názorných výsledků. Pokusíme se na několika příkladech ilustrovat 
jejich použití na problematiku odstranitelnosti singularit řešení parciálních diferenciál
ních rovnic. Budeme pro jednoduchost uvažovat pouze operátory v euklidovském prosto
ru RN dimenze N, které lze zapsat ve tvaru 

(0) P(D) = Y «, D" , 
aeM 

kde se sčítá přes konečnou množinu M multiindexů a = (a1? ..., aN) s celými nezápor
nými komponentami; koeficienty aa jsou komplexní konstanty. Přitom používáme 
obvyklého označení 

Dj= -idjdxj (j = 1,...,N) 

(kde i je imaginární jednotka a djdxj značí parciální derivaci podle j-té proměnné), 

Da = D!1 ... D*N
N 

(takže Da vznikne složením operátorů Dj s násobnostmi a h j = 1, ...,N). 
Označme ještě 

P*(D)= £ (-l)'«lfl.J>-
aeM 

operátor formálně adjungovaný k P(D), kde |a| == ax + ... + ocN. Jestliže U c RN je 
otevřená množina a \i je konečná borelovská míra v RN, pak říkáme, že lokálně lebes-
gueovsky integrovatelná funkce h na U splňuje rovnici 

P(D) h = fi 

ve smyslu distribucí, jestliže pro každou nekonečně diferencovatelnou funkci cp s kom
paktním nosičem v U platí 

JpA(x) P*(D) <p(x) dx = Sv(p(x) dn(x) . 

RNDr. JOSEF KRÁL, DrSc, je vedoucím vědeckým pracovníkem MÚ ČSAV, Žitná 25, Praha 1. 
Pracuje v oboru matematické analýzy. 
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(Připomínáme, že nosičem funkce cp se rozumí uzávěr množiny {xeRN; cp(x) 4= 0). 
Nosič míry ^ je tvořen všemi body x, pro něž n(Vx) > 0 pro každé otevřené okolí Vx 

bodu x. Diracova míra d je na borelovských množinách M o RN definována předpisem 

~/ x __ J i , jestliže M obsahuje počátek O = (0, ..., 0) e RN , 
^ ' ~ [0, jestliže 0$M ; 

nosičem ó je tedy {O}.) 
Umluvme se ještě, že pro stručnost budeme v dalším integrál funkce cp podle Lebesgueovy 
míry přes množinu U značit prostě \vcp apod. 

Jestliže lokálně lebesgueovsky integrovatelná funkce E splňuje na RN rovnici 

P(D) E = d , 

pak E se nazývá fundamentální funkcí operátoru P(D). 
Způsobů, kterými se zavádí pojem odstranitelných singularit, je mnoho. Pro jedno

duchost se přidržíme terminologie, kterou používají např. R. Harvey a J. Polking v [5]. 

Definice . NechťK(U) je nějaká třída lokálně integrovátelných funkcí na otevřené 
množině U c= RN a F je relativně uzavřená podmnožina v U. Množina F se nazývá 
odstranitelnou pro K(U) vzhledem k P(D), jestliže každá funkce heK(U), která na 
množině U \ F splňuje rovnici P(D) h = 0 ( = nulová míra) ve smyslu distribucí, 
automaticky splňuje stejnou rovnici P(D) h = 0 na celé množině U. 

Je známo mnoho výsledků specifikujících v závislosti na K(U) a P(D) postačující 
nebo nutné podmínky k odstranitelnosti F, Často se zavádí vhodná kapacita měřící 
masivnost množin v RN a množiny odstranitelných singularit se charakterizují jako mno
žiny nulové kapacity. Tak např. pro třídu C(U) všech spojitých funkcí na otevřené mno
žině U c R3 jsou vzhledem k Laplaceově operátoru A = Di -1- D\ + D\ odstranitelné 
právě ty relativně uzavřené množiny F c U, které mají nulovou elektrostatickou ka
pacitu, tj. které neobsahují nosič žádné netriviální borelovské míry p,, pro niž by New
tonův potenciál 

U3Íl\x - y\ dMy) 
byl omezenou funkcí proměnné x na celém prostoru R3. 

I když zavedení kapacity je fyzikálně názorné a analyticky jednoduché, je potřebné 
dodatečně odvozovat její geometricky názorné odhady pomocí vhodných měr. Už 
z toho důvodu je účelné pokusit se alespoň ve speciálních případech přímo popsat 
odstranitelné singularity pomocí vhodných Hausdorífových měr. Připomeňme nejprve 
jejich obvyklou definici. Měrnou funkcí budeme pro jednoduchost rozumět takovou 
spojitou nezápornou neklesající funkci f: <0, co) —> <0, co), která je kladná na (0, oo). 
Nechť X je metrický prostor s metrikou Q. Pro každou neprázdnou L a X budeme 
symbolem 

diam L = sup {Q(X, y); x, y e L} 

značit průměr L. Pro takovou L a s > 0 označíme 

H^(L) = i n f I / ( d i a m L « ) ? 
n 
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kde infimum se bere přes všechny posloupnosti neprázdných množin Ln s průměry 
diam LnS e takové, že L c (J Ln. Položíme H/>e (0) = 0 a pro libovolnou P e l 
definujeme " 

H>(P) = lim Hf's(P) . 

Ve speciálním případě, kdy/je mocninná funkce s exponentem y ^ 0, tj.f(ř) = ty pro 
t > 0, se Hf(.) nazývá vnější y-rozměrnou mírou a budeme ji značit Hy(.). V případě, 
že bude potřebné vyznačit závislost na metrice Q, budeme používat symbolů H^P, Q), 
Hy(P, Q) apod. 

Pozastavme se nyní u některých jednoduchých příkladů, pro něž se podařilo charak
terizovat odstranitelnost singularit pomocí Hausdorffových měr. Elegantní výsledek 
týkající se třídy Cy(U) tvořené funcemi u splňujícími Hólderovu podmínku s expo
nentem y 

\u(x) - u(y)\ = 0(\x - y\y), \x-y\i0 

lokálně v U (tj. stejnoměrně na každém kompaktu obsaženém v U) patří L. Carlesonovi 
(viz[l]). 

Věta o A. Je-li U c RN otevřená množina a 0 <~y < 1,N > 2, pak relativně 
N 

uzavřená množina F c U je odstranitelná pro Cy(U) vzhledem k A = £ D?, právě když 
1=i 

(1) H,+iV„2(F) = 0 . 

Důkaz postačitelnosti podmínky (1) podaný L. Carlesonem v r. 1963 byl technicky 
náročným využitím Greenovy identity; později byla R. Harveyem a J. Polkingem (1970) 
vypracována metoda rozkladů jedničky, která umožňuje dokázat postačitelnost pod
mínky (l) poměrně jednoduše. Důkaz nutnosti podmínky (1) je založen na teorii po
tenciálu a jeho základní idea stojí za připomenutí. Je dobře známo, že fundamenální 
funkcí operátoru A v RN je při vhodné volbě konstanty cN > 0 funkce 

EA(x) = cN\x\ 2-N 

Množiny [x; EA(x) > c] jsou koule. Jestliže \x je míra na RN s kompaktním nosičem 
taková, že pro každou kouli Kr c RN $ poloměrem r > 0 platí 

(2) KK) S r^»-> , 

pak se poměrně snadným výpočtem zjistí, že potenciál 

(EA * ii) (x) = $RNEA(X - y) áfi(y) 

této míry splňuje v RN lokálně Hólderovu podmínku s exponentem y (tj. EA * jn e Cy(RN)). 
Protože ve smyslu distribucí platí 

(3) A(FA * u.) = ix , 

je vidět, že ty relativně uzavřené množiny F c U, které obsahují kompaktní nosič 
nějaké netriviální míry p, splňující (2) pro každou kouli Kr, nemohou být odstranitelné 
pro Cy(U) vzhledem k A. Potenciál u = EA * n takové míry vskutku splňuje rovnici 
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Au = O na U \ F (neboť platí (3) a p je nulová mimo F), ale nikoli na U (neboť na 
pravé straně v (3) je netriviální míra ju s nosičem v F c U). Charakterizaci kompaktních 
množin F, které nesou netriviální míru j.i splňující (2), podal už v r. 1935 O. Frostman, 
který dokázal pro obecné měrné funkce tento výsledek: 

Lemma (viz [3]). Jestliže f je měrná funkce, pak k tomu, aby kompakt F a RN 

obsahoval nosič netriviální míry \i splňující podmínku 

(4) KKr)žf(r) 

pro každou kouli Kr cz RN s poloměrem r > 0,je nutno a stačí, aby 

(5) Hf(F) > 0 . 

Nutnost podmínky (5) se nahlédne snadno; k důkazu její postačitelnosti navrhl 
O. Frostman následující názornou metodu postupných korekcí. Předpokládejme pro 
jednoduchost, že N = 2, 

F c <0, 1> x <0, 1> . 

Pro každé celé n ^ 0 rozdělme jednotkový čtverec na systém 

H < ^ H ^ ? > ; l ^ s i 
tvořený čtverci o straně 2~n. Na každém K e 9MW rozložíme míru vn s konstantní hustotou 
vzhledem k dvojrozměrné Lebesgueově míře, kterou volíme tak, že vn(K) = f(diam K) 
v případě K n F =f= 0, vw(K) = 0 v případě K n F = 0. Tak získáme míru vn, jejímž 
nosičem je sjednocení Fn všech K e 9R„, pro něž K n F #= 0, splňující požadavek 

K e mn => v„(K) = f (diarn K) 
(viz obr. 1). 

Je-li rc = 1, pak pro některý čtverec HeW^x by se ovšem mohlo stát, že vn(H) > 
> f(diam H). Proto utvoříme novou míru v*, která vznikne z vn korekcí vzhledem ke 
čtvercům z 9W„_i. Pro každé H e9Wn_i srovnáme vn(H) s f(diamH); jestliže vn(H) S 
g f(diam H), necháme vn = vM na H beze změny, zatímco v případě vn(H) > f (diam H) 
vynásobíme v„ na H tak zvoleným faktorem qH e (0, 1), aby platilo v*(H) = qHvn(H) = 
= f(diamH). Když H postupně proběhne celý systém Wn-U dostaneme míru v̂  
s nosičem Fn, pro niž už platí 

K e mn u mn^1 => vi(K) = f(diam K). 

Je-li n ^ 2, přejdeme k Wtn„2
 a provedeme stejné korekce; tím získáme míru v\. Tak 

postupujeme dále, až konečně po n krocích dospějeme k míře vn s vlastností 

Kemn u ... u 9R0 => vn
n(K) rgf(diamK) . 

Položíme-li ptn = v", pak vzhledem k postupu korekcí je každý čtverec K e 9fln, pro nějž 
n 

K n F 4= 0, obsažen v některém H e{j 9flk, pro který fin(H) = f(diam H). Utvoříme-li 
fe = 0 
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systém {Hn
l9..., Hn

Pn} všech maximálních (vzhledem k inkluzi) čtverců H e (J 9Bfc s touto 
k = 0 

vlastností, dostaneme systém nepřekrývajících se čtverců pokrývající Fn9 pro který 

(6) ^ « 0 , 1> x <0, 1 » = £ f(diam fl-) . 
1=1 

Protože pro každé n je /in«0,1> x <0,1>) ^ f«/2), můžeme přejít k vybrané posloup-
00 

nosti \in , která slabě konverguje k jisté míře \i s nosičem v f] Fn = F; snadno nahléd
ne 

neme, že 

K e U 9W,. => /<•«) = 9/(diam K) . 
и=*0 

Odtud je vidět, že pro vhodnou konstantu c > 0 a každý kruh Kr o poloměru r platí 
^(Kr) g c/(r), takže stačí vydělit \i konstantou c, aby byl splněn požadavek (4). Jde 
jen o to zjistit, zda \x je netriviální. Avšak čísla junk«0, 1> x <0, 1>) nemohou konvergovat 
k nule, protože v opačném případě bychom díky rovnosti (6) mohli pokrýt množinu F 

Pn 

systémy čtverců {H"jj?=i (n = nk) s libovolně malými součty £ f(diam.HJ), což by 
znamenalo, že Hf(F) = 0 v rozporu s předpokladem (5). j=í 

Obr. 1. Nosič Fc, ve Frostmanově konstrukci. 

Žfe^ Г?ґŕ 
?^ 

i 1 
У 

/ v 

u_ * 
ъ 
ź 1 i 1 

Pozastavili jsme se podrobněji na Frostmanově metodě postupných korekcí, protože 
její modifikace se uplatňují též v souvislosti s dalšími rovnicemi. 

Jako druhého příkladu si všimneme operátoru vedení tepla 

T = D\ 4- iD2 

v R2. Je dobře známo, že příslušná fundamentální funkce má v rovině proměnných x, t 
tvar FT(x, t) = 1/(2 Jiz) G(x, t), kde 

f0, í = 0 , 
G(x, ř) = 

#-V2 , exp ( ), ř > 0 

Množiny 

{(x, í); G(x, t)>c} = i(x, ř); 0 );0 < t < c " 2 , |x| < 2 
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mají pro c > 0 tvar protáhlé oblasti, kterou lze dobře aproximovat obdélníky, jejichž 
výška je druhou mocninou délky (viz obr. 2). 

Obr. 2. Linie úrovně fundamentální tepelné funkce. 

Takové obdélníky mají roli „kruhů" vzhledem k anizotropní metrice, při níž je vzdále
nost bodů (x, t), (x, t) dána předpisem 

Q((X, t), (x, ?)) = max {\x - x |, \t - t\í/2} . 

Lze očekávat, že tepelné potenciály odvozené od takových měr \i s kompaktním nosičem, 
pro něž míra každého ,,anizotropního kruhu s poloměrem r" 

Ar = {(x, t); Q((X, t), (x0, to))} š r} 

splňuje při pevném y odhad 

(7) ti(Ar) Sr\r>Q, 

budou mít specifické chování. Poměrně jednoduché výpočty skutečně ukazují, že 
tepelný potenciál u == ET * \x takové míry splňuje při y G (1,2) lokálně anizotropní 
Hólderovu podmínku 

(8) |u(x, t) - u(x, t)\ = 0(Qy~1((x, t), (x, I))) ; 

zavedeme-li pro střední hodnotu u na Ar označení 

1 f 
UA* = TT\>A*U 

\AA 
(kde |A ř | je Lebesgueova míra Ar), pak při 0 < y S 1 splňuje takový tepelný potenciál 
anizotropní Campanatovu podmínku 
(9) U\u~uAr\ = 0(r2 + y), rlO, 

která při y — 1 přechází v lokální podmínku omezenosti střední oscilace ( = bounded 
mean oscillation BMO): 

AlL\u-uAr\ = 0(l). 
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Označime-li tedy symbolem séy{U) třídu všech lokálně integrovatelných funkcí u na 
otevřené U c R2 splňujících v U lokálně podmínku (9) (která je při y > 1 ekvivalentní 
s podmínkou (8)), pak lze uhodnout, že pro séy{U) budou neodstranitelné vzhledem k T 
právě ty relativně uzavřené množiny v U, které obsahují kompaktní nosič nějaké netri
viální míry /L splňující (7) pro každý anizotropní kruh Ar s poloměrem r. Lze ovšem 
očekávat, že takovými množinami jsou právě množiny F kladné y-rozměrné Hausdorffo-
vy míry odvozené od metriky Q: Hy(F, Q) > 0. To se skutečně dá opět dokázat Frost-
manovou metodou postupných korekcí, která se modifikuje tak, že základní čtverec,např. 
<0, 1> x <0, 1>, se nyní postupně dělí na obdélníky typu 

fLzl L\ X /Lzl L 
\ 2n ' 2n) \ 4" ' 4n, 

(1 йj ѓ 2", 1 й k <; 4"). 

které se s rostoucím n stávají více a více protaženými. Pro tepelný operátor tak vyjde 
tato analogie Carlesonovy věty (srv. [7]): 

Věta o T. Nechť U c: R2 je otevřená množina, 0 < y < 2. Pak relativně uzavřená 
množina F c U je odstranitelná pro ^ y(U) vzhledem k T, právě když platí 

(10) Hy(F, <>) == 0 . 

Ve srovnání s Carlesonovou větou o A je zajímavé si všimnout, že zde bylo nutno 
uplatnit anizotropní metriku při definici Hausdorffovy míry i v zavedení příslušných 
prostorů funkcí (to nepřekvapuje, neboť T je druhého řádu jen v prostorové proměnné 
a prvního řádu v čase) a že škálu funkcí splňujících Holderovu podmínku s různými 
exponenty bylo třeba rozšířit na škálu Campanatových prostorů. 

Jako třetí příklad rozebereme vlnový operátor V = D\ — D\ V R2. Fundamentální 
funkcí pro V v ť je charakteristická funkce kužele budoucnosti 

Ev{x, t) = \\ P r o ř > °. M < ř . 
7 [0 pro ostatní x, t. 

Obr. 3. Kužel budoucnosti. 

Pro jednoduchý popis vlnových potenciálů Vjí = Ev * \i je výhodné zvolit osy souřadnic 
do charakteristických přímek (což odpovídá transformaci souřadnic £ = \[t — x), 
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ti = \(t + x), kterou V přejde na smíšenou derivaci D1D2). Pak vlnový potenciál V/i 
míry \i s kompaktním nosičem nabývá v bodě (£, n) hodnoty 

(11) Vii(Z, n) = / < ( - oo, 0 x ( -oo , iy)). 

Obr. 4. Transformovaný vlnový potenciál. 

J sou- l i / í 5 / 2 měrné funkce, pak tedy potenciál M(£, fl) = Vfi(š, n) splňuje obecné pod
mínky Holderova typu 

(12) II({ + fc, i/) - w({, i/) = 0(/a(fc)), 

«(& * + fc) - n(& I/) = 0(/2(fc)), fc > O , fc 1 O 

právě tehdy, když míra každého vertikálního pásu šířky fc > O je odhadnuta veličinou 

(13) A«Č, É + fc) x R) = 0(/x(fc)) , fc 4 O , 

a míra každého horizontálního pásu výšky fc splňuje odhad 

(14) /i(í? x <iy, i; + fc)) = 0(/2(fc)), fc i O . 

Y souvislosti s vyšetřováním neodstranitelných množin pro funkce u splňující podmínky 
(12) vyvstává ovšem problém charakterizace těch kompaktních množin F, které obsahují 
nosič takové netriviální míry \i, pro niž platí (13), (14) stejnoměrně vzhledem ke £, n e R. 
Odpověď dává následující tvrzení (které přebírá roli Frostmanova lemmatu), v němž 

ni : (£, n) *-* £ 

7C2 : (č, n) \-+ n 

značí projekce na charakteristické osy. 
Lemma. Nechť'/l9 f2 jsou měrné funkce. K tomu, aby kompakt F c R2 obsahoval 

nosič netriviální míry \i splňující podmínky (13), (14), je nutno a stačí, aby F nebylo 
možno rozložit ve tvaru 

(15) F = F! u F2 

takovým způsobem, že 

(16) Hh(nk(Fk)) = 0, /c = l , 2 . 
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Naznačíme ideu důkazu postačitelnosti; nechť tedy neexistuje takový rozklad (15) 
a pro jednoduchost předpokládejme, že F c <0, 1> x <0, 1>. Snadno se nahlédne, že 
pak existuje takové s > 0, že pro libovolné jednorozměrné intervaly Lu...,LPn> 

Ml9 . . . , M 4 n platí 

(17) F c: ( í j L. x <0, 1 » u ( U <0,1> x Mj) => Z / ^ d i a m Lt) + 
Í = I j=i Í=I 

+ £ / 2 ( d i a m M i ) = s . 
i = i 

Pro každé ne N nyní jako dříve rozdělíme <0, 1 > x <0, 1 > na systém SPln čtverců 
Klj = Jn x Jnj, kde J\ = <k - 1/2", k/2">. Na každém Kn

s rozložíme míru \xn s kon
stantní hustotou vzhledem k Lebesgueově míře tak, aby čísla nn(Knj) = xtj splňovala 
tyto požadavky: 

(18) xtJ ž 0 ; 

(19) xtJ = 0 , kdykoli K"tJ n F = 0 ; 

(20) t £ xt} ^ Aťdiam (j J J ) , 1 ú U ú H ú 2" 
i= i\ j= 1 i= ii 

(takže na vertikálních dyadických pásech je celková míra odhadnuta šířkou pásu měře
nou pomocí fx); 

(21) I Z xtJ š j2(diam U •!}), l ž h =š J 2 š 2" 

(takže na horizontálních dyadických pásech je celková míra odhadnuta jejich výškou 
měřenou pomocí / 2 ) . 

Soustava (18) —(21) je zřejmě řešitelná a z (20), (21) je vidět, že nezávisle na n jsou 
celkové míry /in(<0, 1> x <0, 1>) ohraničeny stejnou konstantou, takže přechodem 
k vybrané slabě konvergentní posloupnosti získáme limitní míru jn s nosičem v F, která 
díky podmínkám (20), (21) bude splňovat požadavky (13), (14). Jde jen o to zajistit, že 
H je netriviální. K tomu poslouží tato podmínka: 

(22) Jestliže Kn
ojo n F + 0, pak buď existují 1 š h ú k S i2 ^ 2" takové, že v (20) 

nastane rovnost, nebo existují 1 ^ j x ^ j 0 ^ j 2 _: 2" takové, že rovnost nastane 
v (21). 

Jinými slovy: Každý čtverec Kn
ojo protínající F je buď obsažen ve vertikálním pásu 

tvaru 

(23) L, x <0,1>, 

kde Li je jednorozměrný interval splňující požadavek 

^ ( L , x <0, l » = / 1 ( d i a m L . ) , 

nebo je obsažen ve vodorovném pásu tvaru 

(24) < 0 , l > x M , . , 
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kde interval Mj c R splňuje požadavek 

tt,«0,l> x M 7 . )= f 2 (diamM 7 . ) . 

Odtud snadno plyne, že pro vhodné pásy tvaru (23), (24) platí 

U {Kn
i0}0; Kn

iojo n F + 0} cz ( U Lt x <0, 1 » u ( U <0, 1> x M,) , 
i = - 1=1 

přičemž násobnost, s níž jsou těmito pásy pokryty body čtverce <0, 1 > x <0, 1 >, 
nepřevýší 4. Vzhledem k (17) tedy 

4A*M«0, 1> x <0, 1 » ^ f »n{Li x <0, 1 » + £ Mn«0, 1> x Mj) = 
i=\ j=i 

= £ /-.(diam Lt) + £ f2(diam Mj) ž e . 
Í=Í j=\ 

Podmínka (22) tedy zaručuje, že čísla lin(<0,1> x <0, 1>) se pro n -> co nemohou blížit 
k nule a jit vyjde netriviální. Podmínku (22) nelze nyní bezprostředně zajistit Frostmano-
vou metodou postupných korekcí: jestliže zkorigujeme míru na vertikálním pásu, může
me ji pokazit na horizontálních pásech. Lze však použít následujícího obratu, který 
navrhl M. Chlebík. Zvolíme takové řešení soustavy (16) —(19), pro které je součet 

2 n 2 » 

(25) Z £ * y 
ř = l j = l 

maximální; takové řešení existuje, neboť množina všech xtj splňujících (18) —(21) je 
kompakt v prostoru dimenze 4" a spojitá funkce (25) v některém jeho bodě nutně nabývá 
maxima. Toto extremální řešení nutně splňuje podmínku (22). Kdyby se totiž našly 
indexy i0,j0 takové, že sice Kn

iojo n F =t= 0, ale přitom by platily implikace 

Í2 2 " Í2 

h S io ^ > I E xtJ < fi(diam (J JJ) , 
i = ii J=l i = »i 

2 " J2 J2 

h S j 0 Síi^Ya Z xif < A(diam (J f}) , 
í = l j=Jl I=-Ji 

pak by podmínky (18) —(21) zůstaly v platnosti, i kdybychom x^ nahradili čísly 

~ = [xiJ P r o ( ř 'i) * ( W o ) , 
řJ Wjo + eo P ^ (i, j) = (io-jo) 

při dostatečně malém e0 > 0, což je ve sporu s maximalitou součtu (25); tím je (22) 
ověřeno. 

Z dokázaného lemmatu plyne opět věta o odstranitelných singularitách vzhledem k V 
pro vhodnou třídu funkcí. Umluvme se, že totální variaci funkce h na intervalu <a, b> 
budeme značit var [h({); a S Š ú b]- Jsou-lif l9 f2 měrné funkce a U c R2 otevřená 
množina, označíme symbolem Vfíf2 (U) třídu všech spojitých funkcí u na U splňujících 
tuto podmínku: 

Pro každý obdélník <a, b> x <c, d} cz U existuje konstanta C > 0 tak, že platí 
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ri,fi + he<c,d}=> var [u({, rj + h) - u((91/); a ^ { = í>] = C/2(|fc|), 

{, { + h e <a, b> =-> var [ú({ + h, IJ) - u({, i;); c = 17 = d] = C/\(|h|) . 

Poznamenejme, že vlnové potenciály (11) měr \i splňujících podmínky (13), (14) auto
maticky patří do Vflf2(R2). 

Věta o V. Nechť f u f2 jsou měrné funkce a U a R2 je otevřená množina. K tomu, 
aby relativně uzavřená množina F c U byla odstranitelná pro Vflf2 (U) vzhledem 
k operátoru DíD2,je nutno a stačí, aby se dala vyjádřit ve tvaru (15), kde množiny Fk 

splňují (16). 

Nutnost uvedené podmínky vyplývá z předchozího lemmatu; důkaz postačitelnosti 
je založen na tom, že spojitá funkce u splňuje na U rovnici DxD2u = 0 ve smyslu distri
bucí, právě když pro každý obdélník <a, b> x <c, d> c U platí u(a, c) + u(b, d) = 
= u(b, c) + u(a, d) (viz [2]). 

Vraťme se nyní k obecnému operátoru (0) v RN. Fixujme přirozená čísla ml9 ...,mN 

tak, aby celá množina M příslušných multiindexů ležela pod nadrovinou s rovnicí 

N X 

I -íi = i. 
k-i mk 

Označme 
N 

m = ( m 1 ? . . . , mN) , m = max {mk; 1 = k ^ N} , b = £ íjmk . 
fc=i 

Píšeme-li pro a e RN 

N 

|a : m| = £ afc/mk, 
fe=i 

pak tedy 
a G M => |a : m\ = 1 . 

Operátoru P(D) přiřaďme polynomy 

P-.(Í) = Z ta*,P(š)= S t f . 
ja:m| = l aeM 

aeM 

kde { = (^, . . . , £w) e fl* «f = í?«. . . ZX
N» pro a = (a1 } . . . , a»). Operátor P(D) se nazývá 

semieliptickým, jestliže platí 
Pm(í) = 0 => { = O ; 

v takovém případě je nutně mk právě stupeň polynomu P(£) vzhledem k proměnné 
&(1 = fc = N). 

Poznamenejme, že výše zmíněné operátory A, T jsou semieliptické. Zaveďme ještě v RN 

anizotropní metriku Q předpisem 

Q(X, y) = max {\xk - yk\
mk/m; 1 = k = N} 

a umluvme se, že v dalším bude Ar vždy značit kouli o poloměru r vzhledem k této metri
ce. Potom platí tato 
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Věta o P(D). BudU c RN otevřená množina a nechť0 < y < mb + 1. Pak každá 
relativně uzavřená množina F a U splňující podmínku 

(26) Hy(P> O) = 0 

je odstranitelná vzhledem k P(D) pro třídu všech lokálně integrovatelných funkcí u 
na U splňujících v U lokálně podmínku 

(27) jAr\u - uAi\ = O^?), r | 0 . 

Jestliže P(D) je semieliptický, pak podmínka (26) je též nutná k odstranitelnosti F 
vzhledem k P(D) pro třídu všech lokálně integrovatelných funkcí u splňujících v U 
lokálně (21). 

Poznamenejme, že při y > m(b — 1) je (27) v podstatě ekvivalentní s lokální Holde-
rovou podmínkou 

|w(:x:) — u(y)\ — 0(Q\X, y)) s exponentem X = y — m(b — 1) . 

Postačitelnost podmínky (26) se dokazuje modifikovanou metodou rozkladu jedničky 
Harveye-Polkinga. Základní idea důkazu nutnosti je shodná s metodou potenciálů 
z výše uvedených příkladů týkajících se A a T. Nyní ovšem nelze obecně uvést explicitní 
vyjádření fundamentální funkce operátoru P(D); V. V. Grušinovi se však podařilo 
odvodit přesné odhady této funkce i jejích derivací v blízkosti O a z nich lze získat potřeb
né informace o chování potenciálů vznikajících konvolucí fundamentální funkce s vhod
ně rozloženými mírami (viz [4], [8]). 
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