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O Fermatovych cislech

Michal KriZek, Praha

1. Uvod

Francouzsky matematik Pierre Fermat (1601-1665) se proslavil nejen svou velkou
a malou vétou Fermatovou, ale také hypotézou, Ze vSechna c¢isla tvaru

Fn=2""41 prom=0,1,2,... 1)

jsou prvodisla. Ani jedno z téchto t¥i tvrzeni viak pravdépodobné nedokézal. P¥iznéval
ale, ze s diikazem domnénky o prvoéiselnosti Fy, si nevi rady. Cisla F, se po ném
nazyvaji Fermatova, &isla.

Pokud je F;, prvodislo, fikdme, Ze je Fermatovym prvocéislem. Prvnich pét ¢lentd
posloupnosti (1), tj.

Fo=3, Fi=5, Fy=17, F3=257, Fy=6553T, )

jsou prvocisla. K tomu, aby ¢islo 2" + 1 pro n pfirozené bylo prvodislem, je nutné, aby
byl exponent n tvaru 2™ prom € {0,1,2,...}. Je-li totiZ k piirozené a | > 3 liché, pak

2 41 = (2F 4 1)(2R(-D — k0= 9k 4 1), (3)

Odtud plyne, Ze Cislo 2™ + 1 je sloZené, jestliZe je exponent n délitelny lichym &islem
I 2 3. To v3ak v posloupnosti (1) nenastane.

RNDr. MicHAL K&iZEK, DrSc. (1952), je pracovnikem Matematického tstavu AV CR,
Zitna 25, 11 567 Praha 1 (e-mail: krizek@earn.cvut.cz). Tato prace byla &astedn& podpofena
grantem & 201/94/1067 GA CR.
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V roce 1732 Leonhard Euler zjistil, Ze F5 = 6416700417, a tim vyvratil Fermatovu
hypotézu. Vyvstala ovSem otdzka, zda vibec existuje nekonetné mnoho prvoéisel
tvaru (1).

Zijem o Fermatova prvocisla vzrostl zejména poté, co némecky matematik Carl
Friedrich Gauss (1777-1855) dokézal studiem kofenti binomické rovnice z* = 1 vétu,
ktera vyjadfuje aZ neuvéfitelnou souvislost mezi geometrii a teorii ¢isel.

Gaussova véta. Pravidelny mnohothelnik je eukleidovsky konstruovatelny (tj. po-
moci kruZitka a pravitka) tehdy a jen tehdy, kdyZ pocet jeho vrcholii je roven Cislu
k= 2'pips...pj, kde i 2 0, j 2 0, k 2 3 jsou celd ¢isla a p1,p2,...,p; navzdjem
ruznd Fermatova prvodisla.

Vidime tedy, Ze pravidelny mnohouhelnik je eukleidovsky konstruovatelny pro k =
= 3,4,5,6,8,10,12,15,16,17,... a neni konstruovatelny pro £k = 7,9,11,13,14,... .
Pravidelny pétitihelnik uméli zkonstruovat jiz staii Rekové. Marné vSak hledali po-
stup, jak narysovat pravidelny sedmiiihelnik ¢éi devititthelnik. Konstrukci pravidelného
sedmnéctithelniku (tj. pro ¢ = 0, j = 1, k = p; = 17) podal sdm Gauss [26]. Je
popséana i konstrukce pravidelnych mnohothelniki s 257 a 65537 vrcholy [21]. Protoze
neni dokdzano, zda (2) obsahuje vSechna Fermatova prvocisla (Zadné jiné totiz dosud
nebylo objeveno), nevime vlastng, kolik existuje pravidelnych mnohoihelniki, které lze
teoreticky zkonstruovat pomoci pravitka a kruzitka. Podle Gaussovy véty zatim zndme
31 = 2% — 1 euklidovsky konstruovatelnych pravidelnych mnohotihelnikii s lichym
poctem vrcholi.

Sesté Fermatovo &slo Fg rozlozil na souéin dvou &niteld F. Landry v roce 1880 ve
véku svych osmdeséati dvou let (viz [28]). F. Klein v roce 1897 ukazal, Ze &islo F7 je
sloZené, aniZ by znal n&jakého jeho délitele. Podobné J. C. Moreheard a A. E. Western
dokéazali v roce 1909, Ze F3 je slozené. Dnes je jiZz provéreno, ze Fy, jsou sloZend pro
5 < m £ 23. U éisel Fiy, Fyy a Fye zatim sice neni zndm z4dny netrividlni délitel,
ale jejich neprvociselnost lze na pocita¢i dokizat postupy popsanymi v [4, 27]. Pro
m > 23 je zndmo pres 100 dalsich Fermatovych &isel, kterd jsou sloZend. Zatim nejvétsi
slozené Fermatovo ¢islo Fyze71 objevil W. Keller [8]. Potitatovou analyzou dokéazal, ze
je délitelné &islem 5 - 223473 1 1. Cislo Fya4r; mé vice nez 107°% cifer. Velikost tohoto
Fermatova ¢&isla ale nesmime zaméhovat s relativng malym &islem 107990 které m4
»jen“ 7001 cifer.

Je dokazéno (viz napt. [7, str. 15]), Ze Fermatovych prvocisel je s pravdépodobnosti 1
kone¢né mnoho. S jistotou oviem nemiZeme tvrdit, Ze jich je skutetné jen koneéné
mnoho. (Nap¥. pravdépodobnost, Ze ndhodné zvolené redlné ¢islo bude iraciondlni, je
také 1, a pfesto se miiZe stat, e pfi ndhodném vybéru zvolime pravé ¢éislo racionlni.)

Fermatova &isla se pouzivaji pfi konstrukci nékterych generatorti pseudondhodnych
&isel. Napftiklad v kdysi oblibeném poéitaci ZX Spectrum jsou pseudondhodné ¢isla de-
finovana pomoci zbytki pii postupném déleni Fy = 21641 mocninami 75, 752,753, ... .
Analogicky se pouzivd F5 = 232 + 1 v TURBO PASCALU pro PC. Poznamenejme
jesté, Ze ve dvojkové soustavé maji Fermatova €isla tvar 1000...0001 s 2™ — 1 nulami
uprostied.
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Kdybychom zkousSeli prvodiselnost F;, tak, Ze bychom F;, délili vSemi prvocisly
men3imi ne% v/F,, byl by to ¢asové nezvladnutelny algoritmus i pro relativné mal4 m.
Pfedpokladejme napiiklad, Ze provedeme miliardu déleni za sekundu. Pak bychom
pro rozklad nevinné vyhliZejiciho &isla Fy potiebovali mnohem vice ¢asu, nez je stafi
vesmiru (= 15 - 10° let). Podle Gaussova vztahu [7, 21] je podet prvo&isel mensich
neZ n piiblizn&') roven n/lnn. ProtoZe celd ¢ast &isla +/F3 méa 39 cifer, je pred
V/Fg alespon 10%8/(381n10) = 103® prvoéisel. Uvazime-li, e rok m4 asi 3,2 - 107
sekund, dostaneme, %e bychom pro rozklad Fg potfebovali alespoii 3 - 1019 let. Takovy
algoritmus matematici pfirovnavaji ke snaze rozbit atom kladivem.

Pokud o rozklddaném d¢isle mame néjakou informaci navic, miZze se ndm podafit
najit hledany rozklad podstatné rychleji. V dalsi kapitole ukaZeme, jak lze pfedem
mnozinu piipadnych déliteld F,,, podstatné zredukovat. Kli¢ovou roli pfitom bude hrat
véta Lucasova, kterd udava nutnou podminku pro tvar téch prvocisel, kterd déli Fy,.

2. Obecny tvar prvoéiselnych délitelti Fermatovych éisel

Cilem této kapitoly bude dokazat elementarnimi prostfedky Lucasovu vétu. K tomu
ulelu pfipomeneme zdkladni definice a vyslovime nékolik pomocnych tvrzeni. Nadale
budeme pracovat jen s celymi éisly. Nejvétsiho spole¢ného délitele pfirozenych éisel k
a b budeme oznalovat (k,b) a symbol k | b bude znamenat, Ze k déli b beze zbytku.
Pokud b vydélime k a dostaneme zbytek z, 0 < z < k, budeme to zapisovat takto:
z = (b}, tj. prod, 2, k je splnéna kongruence b = z mod k. Plati tedy napiiklad rovnost

((a)k(b)k )k = (ab)k. (4)

Je-li totiz a = a' +a"k a b="b'+b"k, pak ab = a'd’ + (a'V" + "V’ + a"b"k)k ma tedy
(ab)x = (a'b'). Odtud jiz plyne (4).
Mal4 Fermatova véta. Je-li b pfirozené éislo a p prvoéislo, pak p | b® — b.

DUKAZ. Jestlize p | b, pak p d&li i b” — b = b(b?~! — 1). Necht tedy

(p,b) = 1. (5)

UkéZeme, Ze pak p | b»~1 — 1. UvaZujme kone¢nou posloupnost

b,2b,3b,...,(p — 1)b, pb. (6)
Dvé rizn4 ¢isla ib a jb (napf. proi > j) nemohou dat stejny zbytek pfi déleni p, protoze
pak by p | b(i — j), coZ by byl spor s (5). Posloupnost (6) dava tedy p riznych zbytki
pii déleni p. Posledni ¢len v (6), ktery dava zbytek 0, odstranime. Stejné zbytky (aZ na
pofadi) obdrZime pfi déleni posloupnosti 1,...,p—1 ¢islem p. Odtud a indukci pomoci

1) Chyba je mensi ne¥ 15 % pro kazdé n = 3000; Hadamard a de la Vallée Poussin dokézali
asymptotickou rovnost pro n — oco.

Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro&nik 40 (1995), &. 5 ) 245



(4) dostaneme, ze b*~1(p — 1)! = (p — 1)! mod p. Cili (b*~! — 1)(p — 1)! = Omod p
a prvni €initel vlevo je tedy délitelny p. O

Mala Fermatova véta se n&kdy formuluje i takto: JestliZze p je prvoéislo a plati (5),
pak

»"!=1 mod p. (7

A J

Znéma Eulerova véta z teorie &isel (viz napf. [21, 22]) je zobecnénim (7).
Umluva. Do konce této kapitoly bude p oznacovat liché prvoéislo.

Definice. Je-li b pfirozené ¢islo, pak nejmensi prirozeny exponent e, pro ktery
p | b® =1 (4. b® =1 mod p), se nazyvd multiplikativni ¥dd isla b modulo p, coZ budeme
zapisovat takto: e = ordp b.

Podle malé Fermatovy véty p | b?~! — 1, pokud plati (5). Odtud plyne existence fadu
e S p—1. (Pro bi psudé by oviem Zadné takové pfirozené e neexistovalo.) MiZete si
napf. ovéfit, Ze ord; 2 = 3, ords 3 = 4 apod.

Lemma. Je-li e =ord, b, pak
plb" -1 ©)

pron = ke, k € {1,2,...}, a (8) plati jen pro tyto ezponenty a Zddné jiné.

DUKAZ. Jestlize n = ke, pak
P —1=bF — 1= —1)*D + ...+ +1), )

a tedy.(S) plati podle pfedchozi definice.
Predpoklddejme na okamzik, 7e p | b*¢t* — 1 pro n&jaké k € {1,2,...} a0 < h <e.
Pak
(bke+h _ 1) _ (bke _ 1) — bke(bh _ 1)'

ProtoZe jsou obé &isla v zavorkach vlevo déliteln4 p a podle (8) p nedéli b*¢, musi byt
b* — 1 délitelné p. To je ale spor s minimalitou e. O

Véta. Jestlize p | Fy, pak p je tvaru p = k2™t + 1, kde k je p¥irozené éislo.

Dtikaz se opird o rovnost ord, 2 = 2™*1, ale nebudeme jej uvadét, protoZze plyne
z (10). V literatufe se uvadi (viz napf. [12]), Ze tvrzeni véty mozné znal uZ Fermat,
ackoliv diikaz predloZil teprve Euler. Neni vSak jasné, pro¢ v tom piipadé Fermat
nepouzil vétu k rozkladu é&isla Fs. Stadilo totiz vyzkouSet vydélit ¢islo F5 pouze
prvodisly tvaru 64k + 1 a pro k = 10 se Fermat mohl sam presvédcit, Ze jeho hypotéza
o prvodiselnosti F;, neplati.

V roce 1878 francouzskj matematik Edouard A. Lucas dokazal, ze &islo k v pfedchozi
vétd je vidy sudé.
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Lucasova vé&ta. Jestlife p | Fy,, pak p je tvaru
p=k2m2 41, (10)
kde k je prirozené Eislo.
DUKAZ. Necht b= 22" (22""" —1). Protoze
22" +1=0 mod p, (11)
mame
() = (2277 (22" —2:22" 7 41))p = (=2227), = (—2:22" +2(27" +1)), = 2. (12)
Jinymi slovy, b = 2 mod p. Odtud az (11) plyne, ze 62" = 22™ = —1 mod p, a proto

2"*” = 1 mod p. Podle lemmatu je tedy ord,b = 2/ pro j < m + 2. Kdyby viak
j < m+ 2, pak by opét podle lemmatu bylo i éislo

22" _1=292" _1
délitelné lichym prvoéislem p, coz je spor s (11). Tudiz
ordy b = 2™+2. (13)

Podle (12) jsou &isla p a b nesoudélna. UZzijeme-li tedy vztah (7), pak podle lemmatu
a (13) obdrZime, ze p— 1 = kord, b = k2™*2. O

UZiteénost Lucasovy véty si ilustrujme na tloze, jiz se zabyval A. E. Western roku
1903. Hledal k takové, aby k220 + 1 | Fys. Délitelnost stadi provéfovat jen pro ta k,
pro néz je k220 4+ 1 prvodislo. Western takto pomérné snadno zjistil, Ze hledané &islo je
k = 13, protoZe pro vSechna mensi k, kromé p¥ipadu k = 7, jsou &isla k220 + 1 sloZena.

3. Dalsi vlastnosti Fermatovych éisel

Snadno nahlédneme (viz (2)), #e Fy, pro m 2 2 konéi na 7, protoze 22" konéi na 6.
Posledni dvojéisli F,, mtZe kon¢it jen na 17, 37, 57 a 97 prom = 2.
Z (1) je patrno, Ze plati rekurentni vztah

Fm+1 = (.F‘m - 1)2 +1,

a tak
Fri1—2=Fp(Fpn —2).

Odtud indukci dostdvame zajimavou vlastnost
Fonr1—2=F,Fp_1...FiFy,
ze které plyne, ze Fp,11 — 2 je délitelné vSemi mensimi Fermatovymi &isly. Tedy
Fo_k|Fn—2 proviechnak=1,...,m. (14)

Mocniny dvojky zvétSené o jedni¢ku se mohou vzijemné délit, napf. 2+ 1|8+ 1
nebo 4+1 | 64+ 1. Pro Fermatova ¢&isla viak Eulertiv vrstevnik Ch. Goldbach dokézal,
Ze jsou po dvou nesoudélna. )
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Goldbachova véta. Zddnd dvé riznd Fermatova éisla nemaji spolecného délitele
vétsiho nez 1.

DUkAz. Pfedpoklidejme, ze
q|Fmn a q|Fn-g- (15)

Odtud a z (14) plyne, Ze q | Fy, — 2. Podle (15) tedy mame q | 2. Protoze viak je F,
liché, jeq=1. 0O

Podle Goldbachovy véty je tedy kazdé z Cisel Fy, Fy, ..., Fy,, délitelné prvoéislem,
které ostatni Fermatova ¢&isla nedéli. Proto existuje alespoii m + 1 riznych prvodi-
sel nepfevySujicich Fi,. Odtud mj. vyplyva, Ze prvocisel je nekoneéné mnoho (tzv.
Euklidova véta).

Pomoci Goldbachovy a Lucasovy véty lze dokazat nasledujici tvrzeni (viz [10]).
Necht Fy, je slozené,

Fpo= (k2" +1)(127 + 1),

kde k al jsou licha ¢isla. Pak
k23, 123, n=j2m+2, (16)

&isla k a I jsou nesoudé&ln4 a bud 3 | k, anebo 3 | I. Cisla k a [ nemohou byt soutasné
obé ,mald“, nebot, jak ukazal J. Chleboun, plati nerovnost

max(k,l) g Fm_z.
J. C. Moreheard navic odvodil, Ze jestlize
p=3-2"+1

je prvodislo, které déli Fi,, pak je n liché.

0Od zvefejnéni Lucasova vysledku byla vénovana velkd pozornost studiu prvoéisel
tvaru (10). W. Sierpiniski v roce 1960 dokizal, Ze existuje nekonetn& mnoho k, pro
n&7 jsou &isla k2™ + 1 slozena pro libovolné n pfirozené — viz [8]. Zadné takové k
sice neobjevil, ale dnes je zndmo, Ze napiiklad vSechna ¢isla tvaru 78557 - 2™ 4 1 jsou
slozen4. Nicméné dosud nevime, které je nejmensi k s touto vlastnosti.

4. Rozklady Fermatovych éisel na poéitaéich

Zésluhou vykonnych poé&itald je dnes zndmo pies 160 prvoéiselnych déliteld asi
sto dvaceti Fermatovych &isel [3, 9]. Morrison a Brillhart rozlozili na prvocinitele
tislo F; v roce 1970 [16], Brent a Pollard Fy v roce 1980 [2] a Lenstra, Lenstra (ml.),
Manasse, Pollard Fy v roce 1990 [12]. Problém rozkladu &isla Fy byl rozdélen na

248 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ro¢nik 40 (1995), &. 5



mnozstvi samostatnych Gloh, které resilo 700 pracovnich stanic po celém svété celkem
4 mésice, pfiCemz v zavéru byl pouZit superpocitac. Toto ¢islo je mnohem vétsi, nez je
podet elementérnich &4stic v pozorovatelné &4sti naseho vesmiru. Uplny rozklad Fi;
na prvodinitele se podafil Brentovi [1] pfekvapivé jiZz v roce 1988. Pomohlo mu, Ze Fi;
mé 4 prvocinitele pomé&rné malé (viz tab. 1) a jen jednoho prvodinitele velkého s 564
ciframi. Test prvoéiselnosti si oviem vyzadal 30 dni strojového &asu. Cislo Fy; je zatim
nejvétsi Gplné rozloZené Fermatovo &slo.

Cislo Fyo je zatim rozloZeno na tfi Cinitele. Dva jsou prvoéiselni a o tfetim je
dokézano, Ze je sloZeny.

Podle [5, str. 376] anonymni pisatel v roce 1828 vyslovil hypotézu, %e viechna &isla
tvaru

2
241,22 +1,2° +1,22° +1,...

jsou prvodisla (viz téz [22, str. 21]). V roce 1953 vSak J. L. Selfridge na po¢itagi ukazal,
7e 3150 - 2'8 + 1 | Fi, ¢im# tuto starou hypotézu vyvratil.

Tabulka 1 obsahuje vSechny dosud ziskané prvoéinitele &isel Fy, pro 5 £ m £ 20.
Oznadime-li £2,,, potet prvocinitelti Fy, (zapoéitavanych v€etné nisobnosti), pak plati

1= =...=<2=%=...=2<3=0N <5=MN1 <6< 2. (17)

Z malé Fermatovy véty vidime, Ze jestlize p nedéli b — b pro néjaké b, pak p je
slozené. MiZeme tak zjistit, Ze dané ¢islo je slozené, aniz bychom znali néjakého jeho
délitele. Jestlize napiiklad ukdZeme, Ze p nedsli 2P~1 — 1, pak p neni prvodéislo.

Poznamenejme, Ze rozkladat &isla na prvocinitele je mnohem naroéné&j$i na pocet
operaci nez pouze ovéfovat jejich prvodiselnost [13, 17]. Na tomto faktu je zaloZeno
moderni Sifrovani zprdv pomoci velkych prvo&isel — viz napf. [18]. Po&et operaci
k rozloZeni &isla, které je souc¢inem dvou velkych prvoéisel (o nichZ pfedem nic nevime),
roste exponencidlné s poétem jeho cifer. Pokud ma takové ¢islo pres 200 cifer, je
pomoci dne$nich prostfedki prakticky nerozlozitelné. Naproti tomu test prvociselnosti

libovolného dvéstéciferného ¢isla netrva na superpoéitaci déle nez nékolik minut.

Piehled soudasné pouZivanych algoritmi na rozklady velkych é&isel 1ze nalézt v [12].
Napf. Pollardiv algoritmus [19] je vhodny pro rozklad téch ¢isel, pro jejichz néjakého
délitele existuje ,,blizké“ ¢&islo (£10) sloZené pouze z ,,malych“ Einiteld (nepfevysujicich
20000). Za jeden z nejucinngjsich algoritmi je v soucasné dobé povazovan Lenstriv
algoritmus (a jeho rozmanité modifikace), v ném? je grupa ¢&isel modulo p nahrazena
grupou bodi na eliptické k¥ivce [11, 24]. V8echny tyto algoritmy patii do t¥idy NP
(nondeterministic polynomial — viz [18]), tzn., Ze obsahuji generdtory ndhodnych
isel. Poznamenejme jesté, Ze pokud najdeme rozklad né&jakého &isla ¢ na dva Einitele
¢1 a g2, pak zpétné ovéfeni, Ze ¢ = ¢1¢2, trva na poéitadi jen zlomky sekundy. Pro
problémy t¥idy NP totiZ plati, Ze kdyZz ndm nékdo zada feSeni, tak jsme schopni ovéfit
v polynomidlnim &ase (vzhledem k velikosti vstupnich dat), Ze to FeSeni skuteéné je.
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m prvodiselny délitel rok objevitel
5 641 1732 Euler
5 6700417 1732 Euler
6 274177 1880 Landry
6 67280421310721* 1880 Landry
7 59649589127497217 1970 Morrison, Brillhart
7 5704689200685129054721 1970 Morrison, Brillhart
8 1238926361552897 1980 Brent, Pollard
8 | pe2 — viz [2] 1980 Brent, Pollard
9 2424833 1903 Western
9 P49 — viz [12]** 1990 Lenstra, Lenstra, Jr., Manasse, Pollard
9 | pog — viz [12]** 1990 Lenstra, Lenstra, Jr., Manasse, Pollard
10 | 45592577 1953 Selfridge
10 6487031809 1962 Brillhart
11 319489 1899 Cunningham
11 974849 1899 Cunningham
11 167988556341760475137 1988 Brent
11 3560841906445833920513 1988 Brent
11 | pses — viz [1]**" 1988 Brent
12 114689 1877 Lucas, Pervouchine
12 26017793 1903 Western
12 63766529 1903 Western
12 190274191361 1974 Hallyburton, Brillhart
12 1256132134125569 1986 Baillie
13 2710954639361 1974 Hallyburton, Brillhart
13 2663848877152141313 1991 Crandall
13 3603109844542291969 1991 Crandall
14 ¢islo je sloZené 1961 Selfridge, Hurwitz
15 1214251009 1925 Kraitchik
15 2327042503868417 1987 Gosper
16 825753601 1953 Selfridge
17 31065037602817 1979 Gostin
18 13631489 “1903 Western
19 70525124609 1962 Reisel
19 646730219521 1963 Wrathall
20 ¢islo je sloZené 1987 Young, Buell

Tab. 1. Znami délitelé Fermatovych &sel F,, 5 < m < 20. Symbol p; oznaluje prvoéislo
o j cifrdch. Prvoéiselnost dokédzal * Laundry, Le Lasseur a Gérardin, ** Odlyzko, *** Morain.
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K tomu, abychom okamfZit& zjistili, zda nalezeny délitel &isla Fj, je prvoéiselny, se
nam mize hodit Suyamova véta. Jeji pfedpoklady jsou splnény pro pievdznou vétSinu
(asi 88 %) viech zndmych prvociselnych délitelt Fermatovych &isel.

Véta (Suyama). Necht p = k2" + 1 déli F, a necht k2n~(m+2) < 9.2m+2 1 6,
Pak p je prvocislo.

DUKAzZ. Predpoklddejme naopak, Ze p je soufinem dvou ¢&initeld. Pro kaZdy Einitel
plati (16), a tak k2" +1 > (3-2™+2 4 1)2. Tedy k2"~ (m+2) > 9.2m+2 1 6. O

Napiiklad pro délitele 45592577 = 11131 - 212 + 1 &sla Fyp mame n = 12, m = 10
an— (m+2) = 0. Protoze k = 11131 je men3i nez 9 - 2!2 4+ 6 = 36870, musi tento
délitel byt prvocislem.

F. Proth dokéazal vétu, pomoci které lze rovnéZz snadno zjistit prvociselnost déliteld
Fermatovych &isel pro k¥ < 2™ (viz [20]). Uvedme jeSté jedno zajimavé a uZitelné
tvrzeni tykajici se prvoéiselnosti, které bylo pouZito k diikazu, Ze Fermatovo &islo Fyg
je sloZené [27].

Véta (Pepindv test [5, 12]). Pro m 2 1 je F,,, prvocislo tehdy a jen tehdy, kdyz
3Fm—1)/2 = —1 mod Fp,.

5. Zobecnéni Fermatovych ¢&isel

Zajimavé zobecnéni Fermatovych &isel nasli Ligh a Jones [14]. Studovali &isla tvaru

m+1

pmtt LA
Jj=1

odkud vidime, %e F, = La;m = 22" + 1. Pro m = 0 zase mdme M, = L,o = 2P — 1,

coZ jsou tzv. Mersenneova &isla — viz [25]. TudiZ Ly ., zobechuji jak Fermatova, tak

Mersenneova (isla.

Pod&atkem tohoto stoleti byl zahdjen velky projekt, ktery se zabyva rozklady Cun-
ninghamovych &isel, tj. ¢isel tvaru b™ £ 1, kde b je ,,malé“ a n ,velké“.

Je-li b 2 2 a b™ + 1 je prvodislo, pak nutné n = 2™. To plyne ze vztahu (3), kde
zaménime zédklad 2 za b.

Podobné ze vztahu (9) pro k =2 2ae 2> 2 plyne, Ze k tomu, aby bylo &slo b™ — 1
prvodislem, je nutné, aby byl exponent n prvocislem.

Tzv. zobecnénd Fermatova isla jsou definovana vztahem Fp ., = b2" +1. Je patrno,
ze Fm = Fz’m.

V soucasnosti je kazdy mésic nalezeno zhruba 25 novych prvociselnych déliteld
Cunninghamovych ¢&isel. Tabulky jejich déliteld pro b < 12 jsou obsahem knihy [3].
Nejvétsi pfinos Cunninghamova projektu ale spociva v tom, Ze dal podnét k vytvareni
novych vysoce efektivnich metod pro testovani prvociselnosti, hledani prvoé&iselnych
rozkladd apod.
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6. Otevi‘ené problémy

vvvvvv

Na zavér uvedme nejdiilezitéjsi neroziesené problémy tykajici se Fermatovych &isel.

1) Je prvotisel F, koneén& mnoho?

2) Je sloZenych &isel F,, nekoneiné mnoho?

3) Jsou prvoéisla v (2) vSechna Fermatova prvoéisla?

4) Které pravidelné mnohothelniky jsou eukleidovsky konstruovatelné?

5) Existuje obecny vzorec rozkladu F,, pro m 2 5 podobné jako v (3)?

6) Je posloupnost {12,,}%_, (viz (17)) monoténni?

7) Jaky je aplny rozklad &isel Fyg, Fis, Fi3 atd. na prvodisla?

8) Jaky je nejmensi prvocinitel sloZzenych &isel Fig, Foo a Foo?

9) Existuje pro ka?dé m > 5 piirozené &islo h tak, Ze 5h2™+2 + 1| F,,?
10) Existuje F,, které je délitelné druhou mocninou néjakého prvoéisla?

K problému 10) poznamenejme, Ze existuje domnénka, podloZena pravdépodobnost-
nim dikazem, Ze Z4dné Fermatovo Cislo neni délitelné ¢tvercem zadného prvoéisla.
Tato hypotéza se provéfovala na poéitadich téméF pro vSechny zndmé délitele F,,
a zatim se ji nepodafilo vyvratit. K jejimu provéfovani se vét§inou pouziva nasledujici
véty (viz [9]):

Véta. JestliZe prvocislo p déli F,,, pak
P’ | Fn <= 2°"! =1mod p? (Wieferichova kongruence). (18)

Napiiklad test, zda &tverec prvoéisla p = 85-22458 -1 déli Fy4s6, si vyzadal 165 hodin
strojového Casu [6]. Pfes veskeré usili politati jsou dodnes zndma jen dvé prvoéisla
(p = 1093 a p = 3511 — viz [15]), kterd spliiuji Wieferichovu kongruenci v (18). Tato
prvoéisla ale nedéli Z4dné F,,, protoze nejsou tvaru (10) pro m > 5. Uzkou souvislost
kongruence 2P~! = 1 mod p? s platnosti velké véty Fermatovy uddva Wieferichova
véta — viz ¢lanek [23], ktery nedédvno vySel v PMFA.

Zavérem mi dovolte podékovat Mgr. Jané Danhkové, kterd svymi cennymi pfipomin-
kami pfispéla ke zlepSeni obsahu ¢lanku.
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