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nebo např. Gaussových křivostí 

(24) ís \K - Ke(a, a, e, Aa)f áS = min. 

apod. Dosud se nepodařilo obecně vyřešit míru závislosti určovaných parametrů a, 
a, e, Aa na dodatečných podmínkách a zpřesnit existující mezinárodní definici těchto 
základních konstant. Číselné hodnoty pro některá tělesa sluneční soustavy jsou v tab. 2; 
a, a značí velké poloosy a zploštění odpovídajících rotačních elipsoidů. 

Tabulka 2. Základní tvarové a rozměrové parametry těles sluneční soustavy 

T leso 
a 

[km] 
1/a ì/в лa 

ã 
[km] 

1/5 

Slunce - 6 9 6 . 103 - 1 0 5 

Meгkuг 2 439,5 8,3 . 103 

Venuše 6 051,3 8,56 . 104 1,76. 105 7,3 °E 6 052,1 1,1 . Ю5 

Země 6 378,172 297,776 92 000 14,9 °W 6 378,137 298,257 
Mësíc 1 735,55 2 660 7 670 0,0° 1 735,44 3 220 
Maгs 3 397,8 183,9 2 630 74,8 °E 3 397,15 190,5 
Jupiter ^ 4 , 6 . 105 71,4. 103 15,0 
Satuгn 57,9 . 103 10,2 
Uгan 26,2. 103 30,3 
Neptun - 2 4 , 3 . 103 - 6 0 

Odchylky tvaru těles od rotační symetrie, především rovníková zploštění, významně 
ovlivňují jejich rotačně orbitální a slapovou dynamiku. Jsou dnes předmětem intenziv
ního výzkumu v mezinárodní spolupráci s cílem upřesnit popis dynamiky sluneční 
soustavy, objasnit její vznik a kvantifikované popsat její evoluci. 

O jednom úniku od spojitosti 

Tibor Neubrunn, Bratislava 

1. Úvod 

Zovšeobecňovanie spojitosti je prirodzené pri róznych úvahách v matematike a jej 
aplikáciach. Neznamená to, že by pojem spojitosti nebol jedným z centrálnych matema-
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tických pojmov. Azda právě preto, že rozsah použitia spojitosti je velmi široký, je prí 
riešení mnohých konkrétných problémov třeba pristúpiť k jej zovšeobecneniu z róznych 
hladísk, závislých od povahy skúmaného problému. Sú zovšeobecnenia spojitosti, ktoré 
sú všeobecné známe a o ich význame sa nepochybuje, pretože sa preukázal vo výsled-
koch, ktoré sú základného charakteru a majú dostatočne širokú popularitu. Sú nepo
chybné aj také zovšeobecnenia, ktorých význam sa takýmto spósobom nepreukázal 
a možno ani nepreukáže. Sú však aj také, ktoré nie sú dostatočne známe v širšom okruhu,, 
a to preto, že výsledky s nimi spojené nepatria ešte k celkom běžným, napriek tomu, 
že buď vnútornú výstavbu matematiky, alebo jej aplikácie v širšom zmysle ovplyvňujiL 
Domnievame sa, že jedným z nich je aj kvázispojitosť, o ktorej chceme v tomto článku 
hovoriť. Samotný pojem kvázispojitosti nie je módnou záležitostem, pretože ho sformu-
loval pre reálné funkcie reálnej premennej polský matematik S. Kempisty v roku 1932 
v práci [5]. Prenesenie tohoto pojmu do všeobecnějších priestorov nielenže podnietila 
mnohých matematikov v nedávnom období k ďalšiemu výskumu v tejto oblasti, ale 
umožnilo získať také výsledky, ktoré význam pojmu kvázispojitosť zvýraznili. Viaceré 
z takých výsledkov v ďalšom spomenieme. Našli sa súvislosti s klasickými, ale i se zaují-
mavými neklasickými otázkami, v ktorých přínos kvázispojitosti nie je zanedbatelný. 

Hněď v úvode třeba povedať, že tu nejde o prehladný článok o kvázispojitosti. 
V tejto úvahe ide o zoznámenie sa s pojmom kvázispojitosti a s viacerými výsledkami, 
ktoré azda dávajú oprávnenie pre jeho existenciu a podlá mienky autora móžu byť 
zaujírravé pre dostatočne široký okruh čitatelov. 

2. Jeden klasický přístup k zovšeobecneniu spojitosti 

Predtým ako zavedieme pojem kvázispojitosti, je výhodné mať aspoň jedno poměrné 
známe zovšeobecnenie spojitosti, s ktorým by sme to naše mohli porovnávať. Zvolíme 
tu teda isté zovšeobecnenie spojitosti, alebo presnejšie istý prirodzéne vytvořený systém 
funkcií obsahujúcich všetky spojité funkcie a s tým budeme porovnávať systém kvázi-
spojitých funkcií. V tomto paragrafe budeme hovoriť len o reálných funkciách reálnej 
premennej. 

Jednoduchý příklad postupnosti {xn}~=1 reálných funkcií definovaných na intervale 
<0, 1> ukazuje, že funkcia, ku ktorej táto postupnost' bodovo konverguje, nie je spojitá. 

Je to funkcia f, pre ktorúf(x) = 0 v bodoch x e<0, 1) a f( l) = 1. Ak teda označíme 
znakom B0 množinu všetkých spojitých funkcií na <0, 1> a znakom B1 množinu vset-
kých takých f: <0, 1> -> R, pre ktoré existuje taká postupnost' {f„}?=l9 že limfn(x) = 

n-->co 

= f(x) pre každé x e <0, 1> a přitom f„ e B0 pre n = 1. 2,..., vidíme, že B0 c £L, 
B0 =# Bt. Množina Bt je známa množina všetkých reálných funkcií prvej Bairovej triedy 
na <0, l>.Pri dostatku dobrej vole móžeme funkcie patriace do Bt považovat' za spoji
té funkcie v istom zovšeobecnenom zmysle. Velmi dobré známa je tá skutočnosť, že ak 
uvažujeme množinu B2 všetkých takých funkcií f: <0, 1> -> R, pre ktorú existuje taká 
postupnost' {fn}n = 1? žef, e B1 pre n = 1, 2,. . . af(x) = lim f,(x) pre každé x e <0, 1>, 

n~* oo 

274 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročník 33 (1988), č. 5 



tak Bt a B2,B_ + B2. Známým príkladom funkcie patriacej do B2 a nepatřiacej do Bt 

je funkciaf definovaná tak, že 

(1) f(x) - lim lim (cos n! nx)2m . 
n-+co m-+co 

Poměrné jednoduchá úvaha ukazuje, že f(x) = 1, ak x je racionálně číslo af(x) = 0, 
ak x nie je racionálně. Ide teda o dobré známu Dirichletovu funkciu. 

Indukciou móžeme definovať pre každé prirodzené číslo k — l množinu funkcií k-tej 
Bairovej triedy, a to tak, že funkcia patří do Bk právě vtedy, keď f(x) = lim fn(x) pre 

n-*co 

každé x e <0, 1>, pričom fn e Bk_1 pre n = 1, 2, ... Je známe, že Bk + Bk__ a zrejme 
Bk_x c Bk. Ak utvoříme 

k = l 

(co tu chápme ako symbol), nie je ani táto množina uzavretá vzhladom na bodové limity 
funkcí do nej patriacich. Existuje totiž f: -» <0, 1> -> £ tak, že f(x) = lim fn(x) pre 

n-H•co 

každé x e <0, 1> a přitom f $ B^ zatial čo fn e Btó pre n = 1, 2, ... 
Móžeme teda prirodzeným spósobom definovať množinu B^+x (považujme aj co + 1 

za symbol) tak, že je to množina všetkých tých funkcií, ktoré sú bodovými limitami 
funkcií z B^. Ako sme už povedali B^ a Bn+_. Vzniká otázka, kolko takých symbolov 
by sme museli použiť, aby sme sa dostali k množině B, ktorá by už bola vzhladom na 
bodovú konvergenciu uzavretá. Na to, aby sme to mohli serióznym spósobom urobiť, 
stačilo by množinu prirodzených čísel ,,vnoriť" do váčšej množiny tzv. ordinálnych 
čísel menších ako tzv. prvé nespočítatelné ordinálne číslo Q. V nej co znamená prvé ordi-
nálne číslo nasledujúce za všetkými prirodzenými číslami, co + 1 ďalšie atď. Pre naše 
účely to nie je potřebné. Vystačíme s tým, čo sme naznačili. Prezraďme len to, že keď 
definujeme prirodzeným spósobom Ba pre každé a < fi, máme Ba a Ba+t pre každé 
a < O, Ba + Ba + 1 a množina 

B= U Ba 
a<S2 

je už uzavretá na bodovú konvergenciu. Je to známa množina tzv. bairovských funkcií. 
Pre informáciu připomeňme, že často používaná množina M lebesguovsky meratelných 
funkcií na <0, 1> súvisí s B tak, že B <= M a existuje takáfe M, žcf$B. 

Každú z množin Bk k = 1, 2, ..., dokonca i množiny B^, B^+i atď. možno považovat', 
pravdaže už pri váčšej dávke smělosti, za množiny funkcií spojitých v akomsi zovšeo-
becnenom zmysle. Za takú množinu možno považovat' aj množinu B. Móžeme sa pýtať, 
či sme prechodom k množině B od množiny B0 podstatné zovšeobecnili spojité funkcie. 
Pretože pojem „podstatné" sme tu poriadne nedefinovali, móžeme na tú otázku dať hněď 
dve odpovede. Prvá bude: áno, a druhá: nie. 

Prečo „áno"? Zdóvodnenie je hněď naporuke. Veď už do B2 patří funkcia (l), ktorá 
nie je spojitá v žiadnom bode. Teda od spojitosti sme sa dostali na míle už pri druhom 
kroku. 

Prečo teda „nie"? Tuje uspokojivá odpověď o niečo ťažšia, ale zvládnutelná. Na po-
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moc si však třeba zobrať vynikajúceho klasika v teorii reálných funkcií N. N. Lužina 
(1883 —1950), lepšie povedané, jeho vetu, ktorá pre náš případ tvrdí nasledujúce. 

(2.1) Ku každej funkcii f e M a ku každému e > 0 existuje taká lebesguovsky 
meratelná množina E a <0, 1> a taká spojitá funkcia g: <0, 1> -> R, že množina 
<0, 1> — E má Lebesguovu mieru menšiu ako e a g(x) = f(x) pre každé x e E. 

Uvedenými dvoma odpověďmi sme chceli povedať, že záleží na hladisku, ako sa na 
dané zovšeobecnenie díváme. V jadre tohoto článku chceme ukázať, že pri zavádzaní 
nějakého typu zovšeobecnenej spojitosti záleží tiež na tom, akým spósobom zovšeobec
nenie prevádzame. Jedným z takých spósobov bude zavedenie kvázispojitej funkcie. 

3. Kvázispojitosť 

Zobrazenia, o ktorých tu budeme hovoriť, budu zobrazeniami typu / : X -> Y, kde 
X, Ysú topologické priestory. Ak si čitatel bude pod X, Y představovat' číselnú os a pod 
okolím bodu bude rozumieť obvyklé okolie, teda otvorený interval, ktorý daný bod 
obsahuje, bude mu to na pochopenie nasledujúcich úvah stačiť. 

Dobré známy pojem spojitosti funkcie / : X -> Y v bode p eX je zavedený takto: 
Funkcia/je spojitá v bode p, ak pre Iubovolné okolie V bodu f(x) existuje také okolie 
U bodu p, žef(x) e V pre každé xeU. Hovoříme, že/je spojitá, ak je spojitá v každom 
bode peX. 

Kvázispojitosť zavedenu pre reálné funkcie reálnej premennej v [5] možno všeobec-
nejšie definovat' takto: 

Hovoříme, ž e / : X -» Yje kvázispojitá v bode p e X, ak pre Iubovolné okolie V bodu 
f(p) a P r e Iubovolné okolie U bodu p existuje taká neprázdná otvorená množina G a U, 

že f(x) e V pre každé xeG. 
Z uvedených definícií je zřejmé, že platí 

(3.1) Každá spojitá funkcia je kvázispojitá. 

Obrátené tvrdenie neplatí. Stačí zobrať f:R -* R definovánu tak, že f(x) = 1 pre 
x š> 0 a f(x) = 0 pre x > 0 a máme příklad kvázispojitej funkcie, ktorá nie je spojitá. 
Nie je fažké uviesť příklady kvázispojitých funkcií podstatné vzdialenejších od spojitých, 
ako je tá, ktorú sme uviedli. Nebudeme to robiť, ale uvedieme namiesto toho tvrdenie, 
ktoré ukazuje, že móže ísť o velmi komplikované funkcie. Toto tvrdenie súčasne naznačí, 
že kvázispojitosť je v istom zmysle podstatným a netradičným zovšeobecnením spojitosti. 
Ide o nasledujúcu vetu, ktorú dokázal S. Marcus v r. 1961 v [6]. 

(3.2) Existuje funkcia f: <0, 1> -• R, ktorá je kvázispojitá a lebesgueovsky nemera-
telná. 

Pre porovnanie kvázispojitých funkcií s meratelnými, resp. bairovskými funkciami 
si všimnime, že množiny B0, Bt,..., £«,, -8^+^,..., B, M spomínané v časti 2. tvoria 
rastúci reťazec množin s prvým prvkom B0 a posledným M. Množina K je množinou 
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všetkých kvázispojitých funkcií. Tá obsahuje B0 (tvrdenie 3.1) a zasahuje až do nemera-
telných funkcií (tvrdenie 3.2). Množina K však neobsahuje žiadnu z množin Ba (a < Q) 
ako celok, aj keď isté funkcie z každého Ba obsahuje. Situáciu upresňujú nasledujúce 
tvrdenia: 

(3.3) Pre každé a < Q existuje fe B tak, že f$K. 

Tvrdenie (3.3) je tak jednoduché, že ho móžeme dokázat'. Stačí totiž zobrať takéfe Bí9 

že f$K. Taká funkcia skutočne existuje. Je ňou například f: <0, 1> -> R, pre ktorú 
f(x) = 0, ak x e <0, l) a f(l) = 1. To, zeje v _Bt, sme ukázali už v paragrafe 1. Nepatří 
zrejme do K, lebo nie je kvázispojitá v bode 1. KeďžefE Bu jefe Ba pre a = 1, a tým 
sme tvrdenie dokázali. 

Platí však aj silnejšie tvrdenie dokázané v [6], ktorého dokaž robiť nebudeme. 

(3.4) Pre každé cc < Q existuje taká kvázispojitá funkcia, pre ktorú platí feBa 

a f $Bp pre žiadne fl < cc. 

4. O dobrých vlastnostiach kvázispojitosti 

Tým, že sme našli nemeratelnú kvázispojitú funkciu, sme ukázali, že zovšeobecnenie 
typu kvázispojitosti je iného druhu ako zovšeobecnenie smerom na bairovské množiny 
funkcií. Sme náchylní považovat' ho za podstatné, najma z toho dóvodu, že zasahuje 
až do nemeratelných funkcií. Na druhej straně toto zovšeobecnenie vzbudzuje isté obavy 
z toho, či sme sa nevzdialili příliš od spojitosti. Čo dobrého možno povedaťo nemeratel-
nej funkcii? Naliehavá je teda otázka, či neexistuje hladisko, ktoré by ukazovalo, že aj 
toto zovšeobecnenie súvisí hlboko se spojitostem. Také hladisko skutočne existuje. 
Nedá sa však k němu dójsť cez Luzinovu vetu. Je na to třeba iný aparát. Preto si při
pomeňme niektoré elementárně fakty z topologie. 

Množinu S e l , kde X je topologický priestor, nazýváme riedku, ak v každej ne-
prázdnej otvorenej množině G c X existuje taká neprázdná otvorená množina U c G, 
že U n S = 0. 

Z topologického hladiska je teda riedka množina málo významná. (Ako příklad 
riedkej množiny na číselnej osi móžeme uviesť množinu celých čísel.) Za topologicky 
málo významné považujeme aj také množiny, ktoré sú spočítatelným zjednotením 
riedkych množin. (Možno dokázat', že celá číselná os nie je takou množinou a mnohé 
ďalšie pfiestory nie sú také.) Množiny, ktoré sú spočítatelným zjednotením riedkych 
množin, nazýváme množinami prvej kategorie. Tie, ktoré nie sú prvej kategorie, nazý
váme množinami druhej kategorie. Teraz už móžeme vyslovit' tvrdenie, ktoré ukazuje, 
že existuje hladisko, z ktorého kvázispojité funkcie nie sú už tak daleko od spojitých. 

(4.1) Nechf: <0, 1> -> Rje kvázispojitá funkcia. Potom množina bodov nespoj itost i 
funkcie f je prvej kategorie. 

Poznamenajme, že veta (4.1) platí aj v tom případe, keď X je Iubovolný topologický 
a Y priestor spíňajúci druhů axiómu spočítatelnosti. Známe sú mnohé s ňou súvisiace 
tvrdenia. 
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Ako je to s uzavretosťou množiny K vzhladom na bodovú konvergenciu? Je K vzhla-
dom na ňu uzavretá. Odpověď je negativna a ukazuje to už náš známy příklad postup
nosti {xn}n=t na <0, 1>. Uspokojujúci je však nasledujúci výsledok [1]. 

(4.2) Nech {f„}n = 1 je postupnost' kvázispojitých funkcií definovaných na topologic-
kom priestore X s hodnotami v metrickom priestore Y. Nech {f„}*=1 konverguje v kaž-
dom bode kfunkciif. Potom množina bodov nespojitosti funkcie f je prvej kategorie. 

Uveďme tu ešte jeden výsledok, ktorý je pozoruhodný a pre reálné funkcie dvoch 
reálných premenných známy už zo spomínanej Kempistyho práce [5]. Najprv připomeň
me známu skutočnosť, že funkciaf: R x R móže byť spojitá v každej premennej zvlášť 
a nemusí byť spojitá ako funkcia dvoch premenných. O to prekvapujúcejšie je spomínané 
Kempistyho tvrdenie. 

(4.3) Nech f:RxR je funkcia, ktorá je kvázispojitá v každej premennej zvlášť, 
potom f je kvázispojitá ako funkcia dvoch premenných. 

Tvrdenie (4.3) je nielen zaujímavé, ale i dobré použitelné v mnohých súvislostiach. 
Pre jeho aplikovatelnosť a potřebu i vo všeobecnějších priestoroch boli robené mnohé 
pokusy o jeho zovšeobecnenie. Pre mnohé značné všeobecné priestory sa střetli s úspe-
chom. Tak například v [7] je tvrdenie typu (4.3) dokázané pref: X x Y-> Z, keď X 
je Bairov priestor, Yspíňa lokálně druhů axiómu spočítatelnosti a Z je regulárny topo
logický priestor (Pre čitatela, ktorého taký všeobecnější případ zaujímá připomínáme, 
že uvedené typy priestorov sú definované například v [3], ale i v iných knihách z to
pologie), 

5. Kvázispojitosť a niektoré otázky matematickej analýzy 

Obavy, že kvázispojitosť je příliš všeobecný pojem na dobré aplikácie, sú sčasti vy-
vrátené (aspoň teoreticky) výsledkami predchádzajúceho paragrafu. V tejto časti chceme 
poukázaťna užitočnosť kvázispojitosti tým, že poukážeme na jej aplikabilitu v niektorých 
otázkách matematickej analýzy. Z viacerých možných sme vybrali dve. 

Uvažujme reálnu funkciuf: R x R -> R. Predpokladajme, že fmá konečné parciálně 
derivácie podlá x aj podlá y. Ako obvykle ich označujeme dfjdx, dfjdy. Keďže nepřed
pokládáme, že tie derivácie sú spojité, nevieme zaručiť diferencovatelnosť funkcie f v jed
notlivých bodoch v R x R. Vieme však, že v Iubovolnom (x, y)e R x R je 

Дx + 
(2) f = lim 

OX n-*-co 

-,y)-f(x,y) 

Ч—-zrЛĄ"-*')-"**]-
Ak označíme znakom^„ funkciu gn(x, y) = n[f(x + íjn, y) — f(x, y)~\, vidíme, že 
gn je spojité pre n = 1, 2, ... v každej premennej zvlášť. Teda podlá (4.3) je gn kvázispoji
tá ako funkcia dvoch premenných a podlá (4.2) je dfjdx spojitá funkcia dvoch premen-

278 Pokroky matematiky, fyziky a astronomie, ročník 33 (1988), č. 5 



ných na R x I? až na množinu Ai prvej kategorie. Úvahou úplné podobnou dostaneme, 
že dfjdy je spojitá až na množinu A2 prvej kategorie. Pre množinu A tých bodov, kde 
dfjdx, dfjdy nie sú súčasne spojité, platí A c At u A2, a teda A je prvej kategorie. 
Na množině X — A teda podlá známej vety z analýzy platí, žef je diferencovatelná. Má
me teda výsledok ([6]). 

(5.1) Nechf: R x Rmá konečné parciálně derivácie podlá x aj podlá y. Potom f je 
diferencovatelná až na množinu prvej kategorie. 

Zmienime sa ešte o jednom použití kvázispojitosti v matematickej analýze. Jedným 
z dóležitých princípov matematickej analýzy (pre jednoduchost' uvažujme analýzu 
reálných funkcií jednej reálnej premennej) je skutočnosť, že bodová konvergencia na 
množině konečnej (Lebesguovej) miery je blízka konvergencii rovnomernej. Ide o nasle-
dujúcu klasickú Jegorovovu vetu: 

(5.2LfNech {fn}™=1 je postupnost' meratelných funkcií konvergujúca skoro všade na 
meratelnej množině E konečnej miery kfunkciif. Potom pre lubovolné e > 0 existuje 
meratelná množina F c E taká, že E — F má mieru menšiu ako s a na F konverguje 
{fn}n=i rovnoměrné kf. 

Poznamenajme, že podlá známého matematika Littlewooda je uvedená veta jedným 
z troch základných princípov reálnej analýzy. 

Platí však (5.2) aj vtedy, keď namiesto postupnosti {fn}™=í zoberieme systém {fř} . 
. (í e T), kde T a R9t0e Tje hromadný bod množiny T, a předpokládáme, že limfř(x) = 

f-*ťo 

= f(x) skoro všade na F? Odpověď je záporná už na číselnej osi pre Lebesguovu mieru 
a lebesguovskú meratelnosť. Kontrapríklad možno nájsť v práci [12]. Ak předpoklá
dáme, že parameter t sa mění spojito v tom zmysle, že pre pevné x jefř(x) spojitá funkcia 
premennej t, tak veta platí. (Pozři [12].) Předpoklad o spojité sa meniacom parametri je 
však příliš obmedzujúci. Je otázka, či by nestačil předpoklad kvázispojitosti. V [8] sa 
ukázalo, že stačí. Formulácia v [8] je značné všeobecnejšia, ako smeju tu naznačili. Vý
sledky úzko súvisiace s touto větou a využívajúce kvázispojitosť sú obsiahnuté v [9]. 
Uvedené případy zdaleka nevyčerpávajú možnosť použitia kvázispojitosti v matema-

tickej analýze. Dalšími sa v rámci tohoto pojednania nemóžeme zaoberať. 

6. Kvázispojitosť v dalších matematických disciplínách 

Popři matematickej analýze sa kvázispojitosť významným spósobom prejavuje aj cez 
iné matematické disciplíny. V tejto časti si všimnime súvisy s topológiou a s teóriou 
pravděpodobnosti. 

Dobré známa globálna charakterizácia obyčajnej spojitosti hovoří nasledujúce: 
Funkcia f: X -> Y, kde X, Ysú topologické priestory, je spojitá vtedy a len vtedy, ak 
pre Iubovolnú otvorenú V<= y je množina f-1(V) otvorená v X. (Přitom f_1(V) = 
= {x:f(x)eV}.) 

Dóležitosť kvázispojitých zobrazení pre topológiu signalizuje táto globálna charak
terizácia kvázispojitosti ([11]): 
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(6.1) Zobrazenief: X -• Yje kvázispojité vtedy a len vtedy, keďpre každú otvorenú 
množinu V <= Yjef~x(V) kváziotvorená v X. 

Zmysel vety (6A) bude jasnější, ak vysvětlíme, že množina i c l j e kváziotvorená, 
ak existuje otvorená množina G cz A tak, že G <= A <= G. Znak G tu značí uzávěr mno
žiny G. Definícia kváziotvorenej množiny ukazuje, že kváziotvorená množina je v neja-
kom zmysle blízka otvorenej množině a veta (6.1) teda potvrdzuje, že z i stého hladiska 
je kvázispojitá funkcia blízka spojitej. Mnohé topologické tvrdenia sú takého typu, 
že zaručujú invariantnosť niektorých dóležitých vlastností pri spojitom zobrazení. 
Dá sa teda očakávať, že v niektorých sa kvázispojitosť dá nahradiť spojitosťou. Také 
očakávanie sa skutočne potvrdilo. Z mnohých tvrdení takého druhu připomeňme nasle-
dujúce dve dokázané v [4]: 

(6.2) Ak f je prosté kvázispojité zobrazenie topologického priestoru X na topolo
gický priestor Ysplňujúce podmienku, ze pre každú otvorenú množinu G <= X obsahuje 
jej obraz f(G) otvorenú množinu v Y, tak X je druhej kategorie vtedy a len vtedy, keďY 
je druhej kategorie. 

(6.3) Akf spina předpoklady vety (6.2), pak X je Bairov priestor vtedy a len vtedy, 
keď Yje Bairov priestor. 

Nakonec spomeňme jeden súvis s teóriou pravděpodobnosti. Uvažujme pravde-
podobnostný priestor (X, S, P), teda X je množina, S neprázdný systém podmnožin 
množiny X a P pravdepodobnostná miera na X. Reálnu funkciu f: X -> R nazýváme 
meratelnou alebo v pravdepodobnostnej terminologii náhodnou premennou, ak pre 
každý interval (a, b) je f_1((a, b)) e S. Systém {fj (t e T) náhodných premenných sa 
nazývá stochastický proces. T je tu množina, v ktorej sa mění parameter t. Pre jedno
duchost' predpokladajme, že T <= R. So stochastickým procesom je ťažko pracovat', 
ak je úplné všeobecný, pretože obyčajne je potřebné, aby nielen platilo f," x((a, b)) e S, 
pre každé t e T, ale aby platilo f] f t " 1((a, b)) e S. To sa vo všeobecnosti nedá zaručit', 

íeT 

pretože S je systém uzavretý vo všeobecnosti len vzhladom na spočítatelné prieniky. 
Dobré zvládnutelné sú separabilné stochastické procesy. Sú to procesy, pre ktoré existuje 
spočítatelná množina [tn: n = 1, 2, ...} parametrov z Ttak, že 

(3) 0f7\(a,b))= ň/-'((fl,fc)) 
\teT n = l 

pre lubovolný interval (a, b). Ako však poznať, čije proces separabilný, teda či (3) platí? 
Jedno známe kritérium separability je spojitost' stochastického procesu, t. j . podmienka, 
že ft(x) je spojitá funkcia pri každom pevnom x eX. Možno však dať všeobecnejšie 
kritérium stochastického procesu, ktorým je toto tvrdenie ([10]). 

(6.4) Kvázispojitý stochastický proces je separabilný. 

Uvedené tvrdenie je len ukážkou toho, že v niektorých tvrdeniach o stochastických 
procesoch možno spojitost' zaměnit' kvázispojitosťou. Také tvrdenia sú uvedené v [10]. 
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Závěr 

Uviedli sme tu niekolko základných tvrdení o kvázispojitých funkciách a niekolko 
oblastí, kde možno kvázispojitosť použiť. Existuje celý rad dalších súvisov medzi kvázi-
spojitosťou a inými oblasťami matematiky. Z mnohých nespomenutých uvedieme ešte 
súvis s tzv. Blumbergovými množinami. Blumbergova množina pre funkciuf: X -• R, 
kde X je topologický priestor, je taká hustá množina D c l , ž e platí f/D je spojitá na D. 
H. Blumberg v práci [2] objávil, že v případe reálných funkcií má každé f:R->R 
Blumbergovu množinu. Bolo dokázané, žef:\R -> R je kvázispojitá právě vtedy, keďmá 
tzv. silnú Blumbergovu množinu. Přitom tzv. silná Blumbergova množina pref: R -+ R 
je taká Blumbergova množina D, že pre každý interval I c R jef(J n D) hustá množina 
v f(7). O tomto dóležitom aspekte kvázispojitosti nebolo možné v rámci tohoto infor-
matívneho článku hovoriť, tak isto ako u mnohých iných zaujímavých výsledkoch našich 
a zahraničných autorov dotýkajúcich sa kvázispojitosti. 

Nakoniec ešte poznamenajme, že v posledných desiatich rokoch sa mnoho autorov 
zaoberalo kvázispojitosťou mnohoznačných zobrazení (multifunkcií). O výsledkoch 
tohoto druhu sme sa tu nezmieňovali. 
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