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HILBERTOVY PROBLEMY.

O PRVNIM HILBERTOVE PROBLEMU

(Hypotéza kontinua a axiom vybéru)

PETR VOPENKA, Praha

Nasim ¢tenaim je dostupna kniha Problemy Gil’berta (Moskva 1969), ktera byla
zpracovana kolektivem sovétskych autort. Pripravovany serial v PMFA neméa viak
byt podle zdmérl redakce pfekladem tohoto sborniku, proto jsem se snazil napsat
na dané téma zcela samostatny ¢lanek.

O prvnim Hilbertové problému piSe v uvedené knize A. S. JESENIN-VOLPIN. Uvadi
formulaci problému a hlavni vysledky, které byly dosazeny pfi jeho feSeni.

Rozhodl jsem se zvolit popularnéjsi formu vykladu, coz se nutné odrazi negativné
v preciznosti formulaci. Naproti tomu se na rozdil od ruského autora pokousim
seznamit Ctenafe podrobnéji s hlavnimi ideami, které byly nalezeny béhem feSeni
problému.

Literatura na konci ¢lanku obsahuje prace, které shrnuji vzdy urcité obdobi
a z nichZ je mozno celou problematiku studovat,

*

Pojem mnozZiny uvedeny do matematiky CANTOREM umoznil matematikiim formo-
vat viechny do té doby znamé matematické discipliny na jednotném zaklad€. Navic
se tento pojem stal impulsem ke vzniku dalSich, velmi rozmanitych matematickych
oborii. Do dne$ni doby si mnozZinové pojeti zachovava v matematice své vysadni
postaveni v tom smyslu, Ze teorie mnozin je vlastné svétem, v némzZ se matematika
odehrava.l) \

Cantor pluvodné definoval mnozZinu jakoZto souhrn néjakych objektii, které se
nazyvaji prvky mnoZziny. Jak je patrno, tato definice neni vlastné zadnou definici,
ale jen intuitivnim popisem toho, co bychom si méli pod pojmem mnoZiny predstavo-
vat. V definicich tohoto typu nejde o to n&aky pojem piesné vymezit, ale pouze
pokud mozno ho co nejvice ozfejmit.

Vice neZ to, co to vlastné mnoZzina je, bude nas zajimat, jaké vlastnosti mnoZiny
maji.

Jednim z nejzakladnéjSich pozadavk® kladenych na mnoZiny je to, aby ke kazdé
vlastnosti ¢, tykajici se objektl, existovala mnoZina Y, jejimiZ prvky jsou pravé ty
objekty X, které maji vlastnost ¢. Takovou mnoZinu budeme znait {X; ¢(X)}.

by viele doporucujeme naSim C¢tendiim znovu si prodist velmi pé€kny cldnek akademika
V. KoRiNKA Teorie mnoZin, jeji vznik a vyvoj (PMFA, ro¢nik 10, 1965, str. 131—160). Pozn. red.
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V intuitivni teorii mnoZin je to v podstaté jediny poZadavek, ktery je na mnozZiny
kladen.

To, Ze objekt X je prvkem mnoZiny Y, zapiSeme X € Y. Jestlize X neni prvkem Y,
pak piseme X ¢ Y.

Ve shodé se shora uvedenym pozadavkem existuje mnozina, jejimiZz prvky jsou
vSechny objekty X, pro které plati souCasné X € X a X ¢ X. Jak je patrno, takova
mnoZina nema zadny prvek. MnoZina, kterd nema Zadny prvek, se nazyva prdzdnd.

Dvé mnoZiny X, Y se sob& rovnaji (jsou totozné), jestlize maji tytéZ prvky. Rovnost
mnoZin X, Y ozna¢ime X = Y. Jestlize ¢ je néjaka vlastnost, jestliZe mnozina X ma
vlastnost ¢ a jestlize X = Y, pak téZ Y ma vlastnost ¢. To je pfirozeny pozadavek,
ktery je na rovnost kladen.

Rekneme, Ze mnoZina X je ¢dsti nebo té% podmnoZinou mnoziny Y, jestlize kazdy
prvek mnoZiny X je téz prvkem mnoZiny Y (ozna&ime tento fakt X < Y). Rekneme,
Zze mnozina X je vlastni &dsti mnoZiny Y, jestliZe X < Yaneni X =Y (znaéime
X <)

Je-li Y néjaka mnoZina, potom potencni mnoZinu mnoziny Y definujeme takto

2(Y)={X;X = Y}.

MnoZinu vSech prirozenych c¢isel budeme znalit N. Poznamenejme, Ze se v tomto
¢lanku nebudeme zabyvat otazkou, co je to mnoZina ptirozenych cisel.

Jsou-li X, Y n&aké objekty, potom {X, Y} znadi mnoZinu, jejimiZ prvky jsou
pravé X a Y. MnoZina {X, Y} je vlastn& neuspofadanou dvojici prvka X, Y. Uspo-
fadanou dvojici je mozno téZ povaZovat za mnoZinu, nebof mizzme ji definovat
napftiklad takto:

XYy = {{x}, {X, Y}}.

MnoZina F se nazyva funkci, jestliZe jejimi prvky jsou uspofadané dvojice a jestliZe
plati: Je-li (YX) e F a soufasné (ZX) e F, pak Y = Z. Jestlize F je funkce, pak
je-li <YX) e F, jsme podle této definice opravnéni znadit toto Y jako F(X). Jestlize
pro néjaké X existuje Y tak, Zze (YX) € F, pak fikdme, Ze prototo X je F(X) definovano.

Rekneme, Ze funkce F je vzajemng jednoznacné zobrazeni mnoZiny X na mnoZinu
Y, jestlize pro kaZdé Z € X je F(Z) definovano, F(Z) e Ya pro kazdé U € Y existuje
pravé jedno Z € X tak, ze U = F(Z).

Rekneme, Ze mnoZiny X, Y jsou ekvivalentni (znadime X ~ Y), jestliZe existuje
vzajemné jednoznacné zobrazeni F mnoZiny X na mnozinu Y.

Snadno kazdy nahlédne, Ze kdyZ mnozina X je konecnd.a X =~ Y, pak téZ Y je
kone¢na mnoZina a ob€ mnozZiny maji stejny pocet prvkl. Obracené jestlize X, Y
jsou kone¢né mnoziny a maji stejny pocet prvkl, pak X =~ Y.

Tato skute€nost nas opraviiuje povazovat dvé ekvivalentni mnoZiny X, Y za
stejné veliké, majici stejny podet prvka, i v pfipadé, Ze jde o nekoneéné mnoZiny.

Poznamenejme, Ze je mnoho vlastnosti koneénych mnoZin, které se pfenaseji i na
mnoZiny nekonecné, jsou vSak téz vlastnosti, které se timto zpisobem nepienesou.
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Naptiklad mame-li né&jakou koneénou mnozinu, pak zZadna jeji vlastni ¢ast nemuze
mit stejné prvki jako cela mnozina; v fe€i ekvivalenci to znamena: je-li X konecna,
Y « X, pak neni X = Y. Tuto vlastnost nekoneéné mnoziny nemaji. Oznacme N,
mnozinu vSech sudych pfirozenych &isel. Bud F zobrazeni, které kazdému pfiroze-
nému Cislu n pfifazuje jeho dvojnasobek 2n. Ziejmé F je vzajemné jednoznacné
Zobrazeni mnoZziny N na mnoZinu N,. Je tedy N = N,, ackoliv N, = N.

Po tomto zji§téni se naskytd pfirozena otazka, zda nadhodou nejsou vsechny ne-
kone¢né mnozZiny spolu ekvivalentni. Odpovéd je negativni. Dokonce Zadnd mnoZina
X neni ekvivalentni se svou potenéni mnoZinou 2(X). Tedy pro Zadné X neplati
X ~ 2(X).

Uvedené piiklady jsou popudem k tomu, abychom podrobné vysetfovali ekvi-
valenci nekoneénych mnozin, pfipadné nalezli vS§echny moZnosti, které v nekone¢nych
mnoZinach mohou nastat.

Zv1astni pozornost budeme vénovat dvéma mnoZindm vyskytujicim se v matema-
tice nejastéji, a to mnoziné N a mnoZiné viech &isel realnych. Je vSeobecn& znamo,
Ze mnoZina viech realnych &isel je ekvivalentni s mnoZinou 2(N). (Naproti tomu
mnoZina vSech &isel celych, resp. racionalnich, je ekvivalentni s mnoZinou N.)

MnoZiny ekvivalentni s mnoZinou N se nazyvaji spocdetné mnoZiny, mnoZiny
ekvivalentni s mnoZinou 2(N) se nazyvaji mnoZiny mohutnosti kontinua.

Jak je patrno, ma mnoZina 2(N) podmnoZiny, které jsou kone¢né, podmnoZiny
spocetné a podmnoZiny mohutnosti kontinua. Naskyta se prirozend otazka, zda
uvedené typy jsou vSechny, které mohou nastat. Hypotéza, zZe kazda nekoneCna
podmnozZina mnoZiny 2(N) ma bud mohutnost kontinua, nebo je spodetn4, se nazyva
hypotéza kontinua. Tuto hypotézu je moZné vselijak zobectriovat, napiiklad, zda
viechny nekonetné podmnoziny 2(2(N)) jsou bud spodetné, nebo mohutnosti
kontinua, nebo ekvivalentni s 2(2(N)) apod. Zobecnénou hypotézou kontinua je
hypotéza, Ze pro kaZdou nekoneénou mnoZinu X je kazda podmnoZina mnoZiny
2(X) bud ekvivalentni s 2(X), nebo s n&akou podmnoZinou mnoZiny X. (Pro
kone¢nou mnozinu X takova hypotéza evidentn& neplati.) .

Jinym zavaZnym problémem teorie mnoZin je problém vybéru. Jde o to, zda
existuje funkce F takova, Ze pro kaZdou neprazdnou X je F(X) definovano a jest
F(X) e X. Hypotéza, Ze takova funkce F existuje, se nazyva axiom vybéru.

Je mozZno vyslovit fadu riznych slabsich nebo silnéjsich forem axiomu vybéru.
Naptiklad je otazka, zda existenci takové vybérové funkce F dokaZeme ze zakladniho
principu teorie mnoZzin, to jest, zda je moZno nalézt né€jakou vlastnost ¢ takovou,
7e F = {X; ¢(X)}. Axiom vybéru v tomto tvaru m&li patrn& na mysli matematikové
v dobé jeho formulace. Samozifejme, Ze je fada moznych zeslabeni axidomu vybéru,
které spodivaji v tom, ze od funkce F poZadujeme, aby byla vybérovou funkci jen
pro mnoZiny, které jsou prvky néjaké konkrétni mnoZiny. ZvIast zajimava je otazka,
zda existuje funkce F takova, Ze pro kaZdou neprazdnou mnoZinu X € 2(2(N)) je
F(X) definovano a plati F(X) € X. Tato slaba foma axiému vyb&ru ma fadu disledkd
pro realna ¢isla a v matematické analyze se asto uZiva.
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A. LINDENBAUM a A. TAarskI dokazali, Ze z platnosti zobecnéné hypotézy kontinua
plyne existence vybérové funkce na kazdé mnozinég; tedy tato forma axiomu vybéru
je dusledkem zobecnéné hypotézy kontinua.

Jak jiz bylo feCeno, je moZno polozit fadu probléma podobnych problému kon-
tinua a fadu probléma podobnych axiomu vybéru. Tyto problémy je moZno nejriz-
néj8im zpdsobem navzajem kombinovat a hledat mezi nimi riizné souvislosti. Ko-
necné€ v tomto stoleti vznikla fada dalSich problému teorie mnoZin, jejichZ feseni se
ukazalo stejné obtiznym jako problém kontinua nebo problém vybéru. Neékteré
z téchto problémi nemaji ani Zadnou napadnou souvislost s uvedenymi problémy,
avSak maji s nimi spole¢ny osud.

Samoziejmé, Ze by bylo nejjednodussi, kdyby nékdo hypotézu kontinua, respektive
axiom vybéru, dokazal, anebo vyvratil. Tim by nam odpadla dalsi prace a mohli
bychom ukongit tyto uvahy odkazem na pfiislusné prace. To se vSak nikomu nepo-
dafilo. Ackoliv byla vynaloZena velka energie na feSeni téchto problému, Zadny
diikaz nebyl podan. To vedlo postupné matematiky k presvédceni, Ze uvedené hy-
potézy se nedaji ani dokazat, ani vyvratit. Postupné se zacal feSit jiny problém, tj.
dokazat, Ze hypotéza kontinua, resp. axiom vybéru, jsou nedokazatelné a zaroveni
nevyvratitelné. A pravé touto problematikou se budeme v dalsim zabyvat.

*

Jestlize chceme feSit shora uvedenou modifikaci problému, musime si nejprve
ujasnit nékolik véci.

Je v8eobené znamo, Ze dikazy v matematice jsou v jistém smyslu relativai, jinymi
slovy: dokazujeme vzdy né&jaké tvrzeni z tvrzeni jinych. Na zadatku kazdého takového
dikazu jsou axiomy, tj. tvrzeni, ktera jiz nedokazujeme, nebot je v dané situaci
povaZujeme za spravna.

Tedy i v pfipadé, Ze dokazujeme rizna tvrzeni teorie mnoZin, musime si ujasnit,
z Ceho budeme takova tvrzeni dokazovat. Prvni ukol, ktery mame pfed sebou, je
napsat axidmy teorie mnoZin. Axiomy je nutno vybrat tak, abychom se vSichni shodli
na tom, Ze odpovidaji naSim piedstavaim o mnoZinach, Ze je povaZujeme za spravné
v intuitivni teorii mnoZin. Druhy poZadavek zaleZi v tom, aby vSe, co se dokazuje
v intuitivni teorii mnoZzin, bylo jiZ dokazatelné z naSich axiomi; jinak by totiZ naSe
axiomaticka teorie byla chudi. Konecné tfetim poZadavkem je bezespornost nasi
soustavy axiomi. (Sporné axidmy by nemély pro nase ticely Zadnou cenu, nebot by
z nich bylo dokazatelné kazdé tvrzeni i jeho negace.)

Na rozdil od jinych matematickych teorii, kde se matematici celkem snadno
dohodli na axiomatice, je u teorie mnoZin situace mnohem sloZitéjsi. Ukazalo se
totiZ, Ze intuitivni teorie mnoZin je spornd.

Rekli jsme si jiZ, Ze ke kazdé vlastnosti ¢ by méla existovat mnoZina, jejimiz prvky
jsou pravé vSechny objekty, které maji vlastnost ¢. To znamena, Ze specialné existuje
mnoZzina

K={X;X¢X}.
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Pro mnoZinu K mohou nastat dva ptipady: budto K € K, nebo K ¢ K. (Klasicka
logika jinou moZnost nepfipousti.) Jestlize je K € K, pak K ma vlastnost, kterou
maji vSechny prvky X mnoZiny K. Touto vlastnosti je viak K ¢ K. Jestlize na druhé
strané je K ¢ K, pak K ma vlastnost, kterou maji pravé vSechny prvky mnoZiny K.
Je tedy K € K. Tim je odvozen spor.

Tato uvaha a fada podobnych vyvolala v matematice zmatek, ktery vedl koncem
minulého stoleti ke krizi v matematice. Nebudu zde popisovat rizné sméry, jimiz
byla tato krize pfekonana; to by si vyzadalo obsahlejsi samostatné pojednani. Pro
nas je dilezité, Ze do naSeho axiomatického systému nelze zahrnout axiom, ktery by
umoznoval napodobit shora uvedeny spor.

Je n&kolik zpusobd, jak zdkladni poZadavek intuitivni teorie mnoZin zeslabit.
Uvedme dva nejbéznéjsi:

a) Pozadavek existence mnoziny viech objektii, které maji vlastnost ¢, vyslovime
jen pro omezenou skupinu viastnosti (z této skupiny bude napfiklad vyloucena vlast-
nost X ¢ X, ktera vedla nahote ke sporu). Takto se postupuje v axiomatickém systému
Zermelo-Fraenkelové (dale jen ZF). Zde naptfiklad nepoZadujeme existenci mnoZziny
vsech objektil, které maji néjakou vlastnost ¢, ale jen téch, které jsou navic prvky né-
které predem dané mnoZiny.

b) Pivodni mnoziny rozdélime do dvou skupin. Jedna skupina bude obsahovat
,,rozumné‘ mnoziny, druha tzv. viastmi tfidy, tj. mnoziny, s nimiZ musime zachazet
velmi opatrné, nékteré uvahy nejsou pro né povoleny. Tento druhy zplisob je uZzit
v axiomatickém systému Godel-Bernaysové (dale jen GB).

Axiomaticky systém GB ma koneéné mnoho axiomu, systém ZF nekonecné
mnoho. Naproti tomu v systému ZF se mnohem rychleji vybuduje zakladni teorie.

Otéazka, ktery z rGznych axiomatickych systémi teorie mnozin je prirozenéjsi,
nema zadny smysl, nebot pfirozeny neni ani jeden. Pfirozeny systém axiomu je, jak
jsme jiZ naznadili, sporny.

Uvedené axiomatické systémy maji tu vlastnost, Ze se v nich da vybudovat cela
soucasna matematika, takZe tato praxe nas opraviiuje k tomu, abychom tyto systémy
povazovali za dostate¢né bohaté.

Proti uvedenym systémam lze namitnout, Ze sice odstranily konkrétni spory, které
byly v intuitivni teorii mnoZzin nalezeny, ze vSak nemame zadnou dalsi zaruku do
budoucna, Ze se v nich nenajde néjaky novy spor. Je tomu skutec¢né tak. Nemame
jinou moZznost, nez véfit v bezespornost uvedenych axiomatickych systéma. Dokonce
vime, Ze jejich bezespornost nikdy nedokdZeme, nebof popularn& feleno, jejich
spornost je bezesporna. To se vSak jiz dotyka druhého Hilbertova problému, a proto
nebudeme zde o téchto otazkach hovofit.

Poznamenejme je$té, Ze pripadny spor v nékterém z uvedenych systémi by zna-
menal spor ve vSech systémech a mél by za nasledek zhrouceni mnohem podstatné;si
¢asti matematiky, neZ tomu bylo v pfipadé sporli shora uvedeného tvaru. Takovy
spor by asi zasahl i do teorie Cisel pfirozenych a vyvolal by tak vSeobecnou krizi
matematiky.
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Nemusim jist& zvla§t zdiirazfiovat, Ze v uvedenych axiomatickych systémech teorie
mnoZin je mozno formulovat problém kontinua, problém vybéru, rtizn€ tyto problé-
my modifikovat a také formulovat fadu dal$ich podobnych problému.

Jestlize nyni dokaZeme, Ze hypotéza kontinua je tvrzeni nedokazatelné napftiklad
v axiomatickém systému ZF nebo v axiomatickém systému GB, pak musime mit
stale na paméti, Ze se jedna stale o relativni nedokazatelnost, tj. o nedokazatelnost
z piisludnych axidmu. Co se ty¢e problému hypotézy kontinua v jeho nejsirsim pojeti,
stale neni teoreticky vyloudeno, Ze hypotéza je dokazatelna z né€jakého jiného pftiro-
zeného axiomu, ktery vSichni budeme povaZovat za spravny a ktery jsme vlastné
zapomné&li mezi nase axiomy zahrnout. To je vSak malo pravdépodobné.

Koneéné k axiomatickym systémm teorie mnozin poznamenejme, Ze popisuji jen
jakési jadro teorie mnoZin. Zahrnuji jen tu ¢ast teorie mnozin, ktera je bezpodminecn&
nutnd pro matematické uvahy. V axiomatickych teoriich mnoZin lze vybudovat
mnozinu piirozenych &isel, Cisel realnych a podobné; nejsou zde uvaZzovany mnoziny
zidli a jiné podobné mnoZiny. Je ziejmé, Ze v matematickych tivahach se bez takovych
mnoZzin snadno obejdeme. Konecné je uZite¢né nerozliSovat mezi objektem a mnozi-
nou; v téchto teoriich je kazdy objekt zArovei mnoZzinou, coZ rovnéZ zadnym zpt-
sobem moZnosti teorie mnoZin neomezuje.

Nyni se budeme zabyvat problémem, jak dokazat, Ze neexistuje dikaz naptiklad
hypotézy kontinua z axidomi teorie mnoZin.

V soucasné dob& mame v podstaté dvé metody, jak takovy problém fesit.

Predevsim jde o metodu, kterou budu nazyvat metodou matematickou, nebot byla
jiZz v matematice Casto pouzita. Piesnéji feCeno, jde o metodu tzv. relativni inter-
pretace.

Vzpomenme si, jak byla podobna otazka feSena v pripadé neeukleidovské geome-
trie. Tehdy byl v geometrii eukleidovské sestrojen model geometrie neeukleidovské.
Konstrukce tohoto modelu spodiva v tom, Ze za nové body jsme prohlasili jen body
z vnittku otevieného kruhu, za nové piimky jen prianiky pfimek s timto kruhem;
nova incidence byla definovana stejné jako incidence pivodni, nova vzdalenost jako
logaritmus jistého dvojpoméru apod. Pro takto definované nové pojmy se potom
dokazi vSechny axiomy geometrie Lobacevského. Kdyby geometrie Lobacevského
byla sporna, pak tento spor nastane i pro nami nové definované pojmy, tedy cely
tento model by vedl ke sporu. To by vSak znamenalo spor v geometrii eukleidovské,
nebot jejimi prostiedky jsme model sestrojili. Jinymi slovy: dikaz sporu v geometrii
Lobadevského by automaticky znamenal dikaz sporu v geometrii eukleidovské.
Z bezespornosti geometrie eukleidovské tedy plyne i bezespornost geometrie Lo-
bacevského.

Jak je vidét, tato metoda nam dava moznost dokazovat bezespornost jedné teorie
za predpokladu, Ze druha teorie je bezesporna. Aplikujeme-li tuto metodu na nasi
problematiku teorie mnoZzin, potom jestliZe se nam podafi sestrojit v teorii mnoZzin
(naptiklad ZF) model teorie mnoZin ZF + hypotéza kontinua, pak je-li bezesporna
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teorie ZF, je bezesporna i po pfidani dal§iho axiéomu, jimZ je hypotéza kontinua.
To vSak znamena, Ze hypotézu kontinua neni mozné z axiomu teorie ZF vyvratit.
Kdyby to bylo mozné, pak by ZF + hypotéza kontinua byl sporny axiomaticky
systém; podle toho, co jiZ bylo feeno, by byl sporny uz sam systém ZF.

Podobnou uvahu lze udinit i v ostatnich pfipadech, které se tykaji jinych pro-
blém.

Druha metoda, jak se piesvédCit o nedokazatelr.osti néjakého tvrzeni z né&jakych
axiomu, je metoda, kterou budu nazyvat metodou matematicko-logickou. NaSim
cilem je dokazat, Ze neexistuje néjaky dukaz. V tomto piipadé se pokusime fici, co to
vlastné dukaz je.

To znameni, Ze je nutno vytvofit matematickou teorii, kterd by pojem dikazu
studovala, ktera by tento pojem matematizovala. Takovou teorii je matematicka
logika. Ukazuje se, Ze k dukazu v matematice staci velmi chudy jazyk, ktery kromé&
zakladnich, tzv. primitivnich pojmt obsahuje uz jen nékolik logickych spojek,
kvantifikatory, a nékolik pomocnych znakd. Navic dikazy v matematice jsou sprav-
né, jestliZe jsou spravné lokalné; to znamena, jestlize jednotlivé kroky diikazi jsou
spravné utvoreny, pak je spravny i cely dikaz. Je mozné popsat vlastnosti, které
musi mit posloupnost znaki, aby byla diikkazem néjakého tvrzeni z néjakych axiomi.
Jestlize tedy chceme dokazat, Ze neexistuje ditkaz urcitého tvrzeni, pak dokazujeme,
Ze neexistuje posloupnost znakd urlitého tvaru. Pfi téchto uvahéich tedy mazeme
pracovat zcela matematicky a pouzivat na ditkazy neexistence takovych posloupnosti
nejriiznéjsi matematické prostiedky. (Mezi metody tohoto typu je mozZno zatadit téz
dobfe znamou metodu tzv. sémantickych modeli.)

PouZijeme-li matematicko-logickou metodu, pak ovSem mlcky predpokladame,
Ze neexistuji jiné dikazy neZ ty, které jsou popsany omezenymi prostfedky matema-
tické logiky; Ze mezi formalnimi diikazy a ditkazy skuteénymi je vzajemné jednoznac-
na korespondence. Tim vznika dosti analogicky vztah jako mezi intuitivni a axioma-
tickou teorii mnoZin.

Navic, jestlize dokaZeme, Ze n&jaky dikaz neexistuje, pak to dokazujeme opét
z n€jakych predpokladd, tedy v néjaké matematické teorii, o niz jsme nuceni pired-
pokladat prinejmensim, Ze je bezesporna, nebot jinak by naSe tvrzeni nemélo zaidnou
cenu. Zde jsme dokonce nuceni pfedpokladat, Ze tato pomocna teorie dostatecné
presné odrazi skuteénost.

Jak je vidét, nejsme schopni dokdzat absolutné ani bezespornost uréitého systému
axioml (az na nékolik trivialnich pfipadi). V kazdém takovém pfipadé je nutno
dodat, jakymi prostiedky byl dikaz proveden.

Zminéné axiomatické systémy teorie mnoZin vychazeji z jediného primitivniho
pojmu, kterym je ndlezeni. Tedy vztah X € Y je jediny predikat vyskytujici se v axio-
mech. VSechny ostatni jsou z ného jiz definovany.



To znamend, Ze budeme-li sestrojovat v axiomatické teorii mnoZin néjaky model
této teorie s néjakym dalsim pfidanym axidomem, pak jsme nuceni definovat néjakym
zplsobem nové mnoziny a mezi nimi novy vztah naleZeni, tedy nové €, které Casto
budeme znacit €*.

Nejprve se budeme zabyvat nedokazatelnosti axidomu vybéru v jeho nejobzcnéjsim
tvaru.

Pfedpokladejme, Ze existuje mnoZina x takova, Ze x = {x}, tedy x ma jediny prvek
a tim je op¢t x. Takova mnoZina se nazyva prvoelement. Bud U mnoZina vizch
prvoelementi, to jest

U= {x;x={x}}.

Existence prvoelementl neni v uvedenych axiomatickych systémech ani dokaza-
telna, ani vyvratitelnad. Pomérné jednoduSe se sestroji model, kterym se dokaze
bezespornost piedpokladu, Ze U je nekone¢na mnoZina. Je mozné zarucit bezespor-
nost i jinych podobaych mnozin, které jsou v jistém smyslu neregularni. Obecné
podminky, za jakych je mozné takové modely konstruovat, nalezne ¢tenaf v praci
P. HAIKA, uvedené v literatufe na konci tohoto ¢lanku.

Nyni tedy budeme pfedpokladat, Ze prvoelementy existuji a dokonce, Ze mnozina U
je nekonecna.

Vzajemné jednoznacné zobrazeni mnoZiny U na sebe budeme ve shodé€ s obvyklou
terminologii nazyvat téZ permutaci mnoZiny U. Bud p n&€jaka permutace mnoziny U.
Potom je mozno tuto permutaci rozsifit na vzajemné jednoznacné zobrazeni p, pfi
némz kaZdd mnoZina ma obraz i vzor. Je-li x € U, pak p(x) = p(x) a kone&n& pro
kazdé dvé mnoZiny x, y je x € y pravé tehdy, kdyZ p(x) € p(y). Takové zobrazeni p
se k dané permutaci p sestroji transfinitni indukci.

Mnozina vSech permutaci mnoziny U tvofi vzhledem k operaci skladani grupu.

Pro libovolnou mnoZinu x definujeme invariant mnoZiny x (oznalime Inv x)
jako mnozinu viech permutaci p mnoziny U, pro néz ﬁ(x) = x. Snadno se dokaZze,
Ze pro kazdou mnozZinu x je Inv x podgrupou grupy vsech permutaci mnoZiny U.

Je-li x libovolna mnoZina, pak univerzum mnoZiny x (oznaéeni Univ x) definujeme
jako ‘mnozinu viech u takovych, e existuje koneéna posloupnost xy, x,, ... X, tak,
Ze U = X;EX;E...EX, = X.

Rekneme, e mnoZina x je symetrickd (oznageni Sym x), jestlize ke kazdému
y € Univ x existuje koneCnd u < U takova, Ze kazda permutace p mnoZiny U,
ktera je na u identicka, je prvkem grupy Inv y.

Snadno si kazdy ovéfi, Ze plati Sym U. Je-li Sym x, y € Umv x, pak je téZ Sym y.
Dale u < U je symetricka pravé tehdy, kdyz je konecna, nebo kdyz jeji komplement
do U, tj. mnozina U — u je koneCn4.

Prohla§me nyni za nové mnoZiny pouze mnoZiny symetrické. Nové € definujeme
pro nové mnoziny X, Y tak, Ze X €* Y pravé kdyz X € Y. Tedy nové € je totozné
s pvodnim, pouze obor mnoZin se zmenSuje.
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Nyni je mozno krok za krokem ovéfit pro takto definované nové pojmy vsechny
axiémy teorie mnozin.

Jak jsme jiz fekli, mnoZina U je symetrickd, nachazi se tedy mezi mnoZinami
naseho modelu, aviak v naSem modelu jsou jen ty jeji ¢asti, které jsou konecné nebo
jejichZ komplementy do U jsou koneéné.

Snadno se dokaZe, Ze mnozina je konecnd ve smyslu modelu pravé tehdy, kdyz je
kone¢na. V naSem modelu tedy plati véta: Existuje nekonecnd mnoZina, jejiz kaZdd
éast je bud konecnd, nebo komplementem mnoZiny konecné. Je vSeobecné znamo, Ze
pomoci axiomu vybéru je mozno tuto vétu vyvratit. To v§ak znamena, 7e v naSem
modelu axiom vybéru neplati.

Pro zajimavost poznamenejme, Ze mnozina U ma v naSem modelu je$té dalsi
vlastnost. Neni totiZ ekvivalentni se Zadnou svou vlastni podmnoZinou. To znamena,
Ze pravé uvedena vlastnost v teorii mnozin, v niz nemame axiom vybéru, necharakte-
rizuje plné€ konecné mnoziny.

Pravé naznacena idea konstrukce modelu pochazi od A. FRAENKELA. Tuto metodu
podstatné zobecnil A. MosTowskI (podstatné v tom smyslu, Ze jeho metodou lze
dokazat fadu dalSich nedokazatelnosti). Pfi definici symetrickych mnozin (viz vySe)
neni totiZ nutné predpokladat, Ze mnoZina u je konecna, ale pouze to, Ze nalezi do
idealu jistych vlastnosti na Boolové algebfe vSech ¢asti mnoziny U. Dal$i podstatné
zobecnéni podal E. SPECKER, ktery tento idedl nahradil filtrem jistych vlastnosti
na svazu vsech podgrup grupy vsech permutaci. Konecné autor tohoto ¢lanku ve
svém referaté na Mezinarodnim matematickém kongresu v Nice 1970 naznadil jeSté
obecné&jsi konstrukce modeld teorie mnoZin za pfedpokladu, Ze mnozina U je neko-
ne¢na. Toto zobecnéni spociva v tom, Ze misto permutaci mnoZiny U se uvazuji jisté
imaginarni permutace, které v teorii mnozin neexistuji. O takovych utvarech bude
jesté v tomto ¢lanku zminka.

\

Obratme nyni pozornost na konstrukci modelu teorie mnoZin, v némZ axiom
vybéru plati, totiZ k problému bezespornosti axiomu vybéru.

Axiomaticka teorie mnoZin pfipousti mnoziny rozmanitého charakteru. O nékte-
rych nam axiomy daji dostatek informaci, jiné se mohou chovat dosti volneg.

V jistém smyslu je zde podobna situace jako v nékterych algebraickych teoriich,
naptiklad v teorii algebraickych téles. Zde vime zcela urdité, Ze existuje jednotka,
nula, vime Ze existuje pétkrat za sebou sectena jednotka (i kdyz bez dalSich informaci
nedovedeme rozhodnout, zda neni ndhodou rovna nule). Ovsem v takovém alge-
braickém télese miize nebo nemusi existovat téz prvek odpovidajici neurcité apod.

PoloZzme si tedy otazku, které mnoZiny nutné existuji, nebot si je axiémy bez-
podmine¢né vynucuji. Takovou mnozinou je napiiklad mnoZina prazdna. Jestlize
jsme jiz n&jaké mnoziny sestrojili, pak nutné musi existovat téZ mnozina, ktera z nich
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vznikne n&akou operaci, jejiz existence je zarucena axiomy. JestliZe jsme jiZ sestrojili
postupné néjaké mnoziny, pak axiomy teorie mnozin nas nuti k tomu p¥ijmout i mno-
Zinu, jejimiZ prvky jsou pravé vSechny dfive sestrojené mnoZiny. V tomto smyslu
sestrojené mnoziny se nazyvaji konstruktivni.

Neni jisté nutné zvlast zdaraztiovat, Ze shora uvedeny popis je velmi nepfesny, Ze
se neda v zadném ptipad€ chapat za definici konstruktivnich mnoZin. Nicméné& pod-
stata vytvafeni konstruktivnich mnoZin je timto popisem znazornéna.

Operace, které vytvareji konstruktivni mnoZiny, umoziiuji to, Ze v naSem konstruk-
tivnim procesu se zadna mnoZina nevyskytne diive nez vSechny jeji prvky. To zna-
mena, 7e kazdy prvek konstruktivni mnoZiny je opét konstruktivni mnoZina. Rovnéz
se da dokazat, Ze pfirozena ¢isla a dokonce i vechna ordinalni &isla, jsou konstruk-
tivni mnozZiny.

Samoziejmé, Ze se okamzité nabizi otdzka, zda kazdid mnoZina je konstruktivni.
Tvrzeni, Ze kaZzda mnoZina je konstruktivni se nazyva axidm konstruktivity.

V teorii mnoZin s axiémem konstruktivity je dokazatelny axidm vybéru. To je
celkem dosti pfirozené, nebot vyb&rovou funkci F miZeme v tomto piipadé definovat
tak, Ze pro X neprazdné je F(X) prvni prvek mnoZiny X, ktery se objevi v konstruk-
tivnim procesu vytvafeni mnoZin.

JestliZe tedy sestrojime model, v némzZ plati axiom konstruktivity, pak v ném plati
téZ axiom vybéru a bezespornost axiomu vybéru s ostatnimi axiomy teorie mnoZin
je tim zarucena.

Takovy model se sestroji tim zpiisobem, Ze za nové mnoZiny prohlasime jen mno-
ziny konstruktivni; nové € definujeme pro konstruktivni mnoZiny stejné, jako pu-
vodni. Je moZno téZ dokézat, Ze mnoZina je konstruktivni ve smyslu tohoto modelu,
pravé kdyz je konstruktivni v ptivodni teorii. To znamena, Ze axiom konstruktivity
v tomto modelu plati.

Je v8ak mozZno dokédzat mnohem vice. V teorii mnoZin s axiomem konstruktivity
Jje dokazatelnd zobecnénd hypotéza kontinua. (Dikaz zde nebudeme ani naznalovat
pro jeho znacnou sloZitost.)

Autorem vysledkt zde uvedenych je K. GODEL. Presné formulace a dikazy jsou
obsaZeny v jeho praci uvedené v seznamu literatury.

Jak jiz bylo fefeno, s axiomy teorie mnozin je bezespornd hypotéza kontinua
a axiom vybéru. RovnéZ mame jiz prokazinu nedokazatelnost axidmu vybéru,
oviem v pfipad?, Ze v teorii mnoZin existuji mnoziny, které si jsou navzajem velmi
podobné (prvoelementy). Zbyva tedy presvédCit se o nedokazatelnosti hypotézy
kontinua, respektive nedokazatelnosti existence vybgrové funkce na velmi kon-
krétnich mnozinach, napt. 2(2(N)). (Na mnoziné 2(N) vybérova funkce vZdy existu-
je, nebot je-li X & N, X neprazdna, pak stadi zvolit F(x) = min X.)

Vime jiz, Ze z bezespornosti teorie mnozin plyne téZ bezespornost teorie mnozin
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s axiomem konstruktivity. V teorii mnoZin, obohacené o axiom konstruktivity, je
potom dokazatelnd hypotéza kontinua a axiém vybéru. To znamena, Ze k feSeni
naseho problému je nutno predev§im dokazat, Ze axidm konstruktivity neni dokaza-
telny v teorii mnoZzin. To je jadro problému a na tuto otazku byla soustfedéna po-
zornost.

Jde tedy o konstrukci modelu teorie mnoZin, v némz neplati axiom konstruktivity.
Takovy model je nutno opét sestrojit v teorii mnozin. O této teorii v§ak pfedem nevi-
me, zda v ni ndhodou axidom konstruktivity jiz neplati. Jsme tedy nuceni alespoit
mléky axiom konstruktivity ve vychozi teorii mnozin predpokladat, nebof kdyby-
chom udélali konstrukeci, ktera vychazi z jeho negace, nedokazali bychom nic nového.

Idea konstrukce musi tedy spoéivat na adjunkci né&jaké nekonstruktivni mnoZiny,
napf. ¢asti mnoZiny N k mnoZinam konstruktivnim. Takova adjunkce naraZi na
dvé potiZe. Pfedné je problém, odkud adjungovanou mnozinu vzit, potom jak takovou
adjunkci technicky provést, aby to, co nam vyjde, byl opét model teorie mnozin.

Zdalo by se, ze konkrétni provedeni adjunkce je zaleZitost uZ jen ryze technicka.
Pokusim se naznalit, Ze tomu tak neni. PoslouZime si opét piikladem z algebry.
Ptredpokladejme, Ze k n&jakému algebraickému t&lesu T chceme adjungovat neurdi-
tou, a tim naSe téleso zvétsit, tj. rozSifit do vétsiho télesa. Zvolime tedy néjakou
neurditou a uvaZujeme utvary, které jsou polynomy s koeficienty v zakladnim télese
této jedné neurcité. Tyto polynomy nam uZ utvoii obor integrity diky komutativnim,
asociativnim a distributivnim zakonim, které plati v télese T. Konstrukce podilového
télesa se potom uZ provede standardnim zpuisobem. Kdybychom podobnou uvahu
chtéli udélat pro teorii mnoZin, pak jsme nuceni adjungované Gtvary brat mnohem
sloZitéjsi, nebot na rozdil od oboru integrity, kde jsou nutné jen dvé operace, mame
jich v teorii mnozin vice; kromé toho nemame k dispozici Zadné jednoduché zakony,
které by adjungované titvary pievadély na néjaky normalni tvar, jakym jsou polyno-
my v piipadé roz§ifovani télesa. Navic v pfipadg, Ze rozSifujeme téleso o neurditou,
nejsme nuceni brat Zadny ohled na vztahy mezi touto neuréitou a prvky pavodniho
télesa (i kdyZ takovou vazbu brat v ivahu miZeme). V pfipadé teorie mnoZin, kdyby-
chom se pokouseli adjungovat naptiklad n&jakou €ast mnoZiny N, pak to nemuZe
byt neurdita mnozina, nebot musi byt napf. ¢islo 1 jejim prvkem nebo prvkem jejiho
komplementu a podobné i pro dalsi ptirozena ¢isla. Pfitom tato nova mnoZina se
nesmi rovnat zadné mnoZiné konstruktivni, nebof jinak by cela konstrukce neméla
Zadnou cenu.

Prvni potiz, kde vzit mnoZinu, kterou chceme adjungovat, je mozno odstranit tim
zptsobem, Ze budeme v naSi pivodni teorii pfedpokladat, Ze mame k dispozici model
teorie mnozin, ktery je spocetny.

Je fada davodu, které takovy model ospravedliiuji. Tyto divody se zakladaji
v podstaté na riznych modifikacich tzv. Léwenheim-Skolemovy véty. V tomto pfi-
padé je ponékud rozdilna situace u axiomatického systému ZF a GB. Jak jsme jiz
fekli, systém ZF ma nekonecné mnoho axiomi. Kdyby byla v ném hypotéza kontinua
dokazatelna, pak by byla dokazateln4 uZ z kone¢né€ mnoha téchto axiéma. Stacil by
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nam v tomto pfipadé jen spocetny model prislusného fragmentu, jehoz existenci lze
jiz zarudit. V pfipadé GB existenci spocetného modelu dokazat neumime. V tomto
piipad & je nutno stéidavé pouZit metodu matematicko-logickou s metodou relativni
interpretace, pokud ovSem k axiomim GB nepfidavame dalsi axiomy tykajici se
existence néjakych zvlastnich trid.

Mame-li k dispozici spo&etny model teorie mnozin, pak v§ech podmnoZin mnoZiny
pfirozenych Cisel, které jsou obsaZeny v tomto modelu, je pochopiteln€ z hlediska
celé teorie jen spocdetné mnoho (i kdyZ z hlediska modelu jich spo¢etné mnoho neni).
Zbyva nam tedy dostatek mnozin, které se miiZeme pokusit k naSemu modelu adjun-
govat. Takovy pokus se skuteéné zdafil. Bylo ukdzdno, %e k naSemu spocetnému
modelu Ize adjungovat dostatecné mnoho téchto mnoZin, takzZe ve vysledném modelu
Jejich pocet presahne prvni nespocetné kardindlni cislo W, (z axidmu vybéru plyne
existence nejmensi nespoletné mnoziny). Navic se daji tyto mnoZiny adjungovat
takovym zplsobem, Ze jejich vzijemné vazby jsou minimalni, takZe na vysledném
modelu je moZno pro né pouZit podobné ideje jako v metodé Fraenkel-Mostowského
pro prvoelementy (ne pro adjungované podmnoZiny mnoziny N, ale aZ pro jisté
mnoziny téchto mnozin).

Timto zpisobem se tedy prokazuje nedokazatelnost hypotézy kontinua a axiému
vybéru.')

Autorem téchto vysledki je P. J. CoHEN. Jeho metody jsou popsany v jeho knize
uvedené v literature na konci tohoto ¢lanku.

Modely, které jsme dosud popisovali, m&ly vSechny tu vlastnost, Ze jejich relace
e* byla totoZna s pivodni relaci . Rozhodn& neni bez zajimavosti otazka, zda existuji
také modely, jejichZ relace €* se neda Zadnym izomorfismem redukovat na pavodni
relaci e. Takové modely se nazyvaji nestandardni. V nestandardnich modelech se mize
uZ dosti podivné chovat mnoZina pfirozenych &isel. Pfirozena &isla takového modelu
nemuseji nutné byt izomorfni s pfirozenymi Cisly v plvodni teorii. To znamena, Ze
mZe existovat ¢ast téchto pFirozenych &isel, ktera je neprazdnd a pfitom nema prvni
prvek. Takova &ast nemlze byt oviem mnoZinou tohoto modelu. Modely tohoto
druhu je moZno sestrojit tzv. metodou altraproduktu. DuleZité je, Ze u takovych
modelt je teoreticka moZnost adjungovat k nim novou mnoZinu prirozenych &isel.
(Ma-li se adjunkce zdafit, pak samoziejmé tato mnozina musi mit prvni prvek a jesté
fadu dalSich vlastnosti.)

Autor tohoto ¢lanku ptizpasobil Cohenovu metodu adjunkce pro ptipad nestan-
dardnich modeld. Tim se podafilo z celého Cohenova dikazu odstranit mezi¢lanek
spocetného modelu a cely dikaz nedokazatelnosti hypotézy kontinua a axidmu vy-
béru je tedy moZno provést metodou relativni interpretace tak, jako tomu je v pfi-
padech bezespornosti téchto axiomi u Gddela nebo v metodé Fraenkel-Mostowského.

1y Dosud neni znamo, zda v teorii mnozin s axiémem vybéru neni prece jen dokazatelna
jistd velmi slaba forma hypotézy kontinua, a to: Existuje mnoZina X tak, e ka?d4a ¢ast mno-
ziny Z(X) je bud ekvivalentni s Z(X), nebo s néjakou ¢ésti X.
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Navic, ponévadz adjunkce v pfipadé nestandardnich modeld byla velmi slozita,
zjistilo se, ve snaze celou konstrukci zjednodusit, Zze adjungované utvary lze popsat
ve velmi jednoduchém normalnim tvaru, ktery je pouZitelny jak na modely s poletné,
tak na modely nestandardni. Tim se podstatné zjednodusi vsechny ditkazy.

Metody uzité pfi FeSeni prvniho Hilbertova problému podstatn& obohatily mate-
matiku. Tim vyznam tohoto problému pferostl jen charakter obtiZné ulohy a v tom
je patrné nutno v soucasné dob€ vidét hlavni vyznam prace vykonané na této pro-
blematice.

Prvni Hilbertiv problém je moZno povazovat za rozteseny, i kdyZz feSeni nenf dano
v tom smyslu, jak byl problém poloZen. Byla vlastné dokazana nefeSitelnost ptivod-
niho Hilbertova problému.

Kromé problému kontinua a problému vybéru bylo feSeno je$t€ mnoho dalich
problémi teorie mnozin analogickym zptsobem.

r w7

VyfteSenim problému se sice uzavird urcita ¢ast matematiky, ale otevira se zaroven
problematika nova. RozSifovani teorie mnoZin o nové mnoZiny dalo vznik nové
matematické teorii, tzv. teorii polomnoZin, ktera rozsifuje obor studovanych mno-
Zin o nové objekty, tzv. polomnoZiny, které je moZno chapat jako jakési imaginarni
mnoZiny; s jejich uZitim je moZno dokazovat véty o mnoZinach. O polomnoZinach
bude vydana kniha, kterou spolu s P. Hajkem napsal autor tohoto ¢lanku.

Pii rozvoji metod konstrukce modell teorie mnoZin i pii diikazech bezespornosti
rliznych tvrzeni teorie mnozin odvedla kus tvrdé a poctivé prace téZ skupina desko-
slovenskych matematik.
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